
a DE aNALIzÃ NUMERICÃ çr rnonre aPRoxIMATIET
Volumul 1, Faseicola l, 1972' pp. 21-39

ARITMBTICA çI ANAI,IZA INTERVAI,BI,OR
de

SîEFAN N. BÐRTr
(Cluj)

Preocupärile de anaTizä numericä çi în special cele privitoate \a erorile
de calcul au adus ln prim plan cercetärile asupra intervalelor.

Sä notäm cu R mullimea num
reale închise A: Lør, ørf, at4ez.
numär &r eB.,
relor rea1e. Inte
(ør, ør) rnde a,
lele ca multimi A : lar, azf : {ulør 4u 4 øz}.

Primul studiu al cantitâlilor multivãlorice (o generalizare a iítervalelor
$efi.ni.te mai sus) afost fäcud de c. ¡¿ouNc llgl,'stábilind legea desubdistri-
butivitate. Legea de subdistributivitate esie ïalabilä într-ãn cadru çi mai
geqÇrq! al aça numitelor sisteme distributive (o generaliz are a nolittnii tle
inel)^[3].

fn vederea înversärii unor matrici de ord,in mare, în lucrarea lui
studiat problema determinärii
cä elementele matricei M slnt

a1e. Aceste cercetäri au contri-

[e] çi llBl.
a cumulärii
ximalie ale

it d.e asemenea în mod esenlial
1937 apare lucrarea [11] a lui
valorilor unui determinant ale

cärui elemente aparlin unor interv a7e pozitive. Cercetärile asupra teoliei
toleranlelor (märimi'corespunzätoare infervalelor triplex folosite'în proble-
mele de pfogramare) au fost efectuate de r. r,,{zÄnEscu l7]. Aceste cefce-



3
ARITMETICA $I ANALIZA INTERVALELOR 23

Dacä II : {(A, B) I 0 É B}, avem functia de intervat

J¡:H -rl, f,: (A, B) '-' {ula I @, v) a A x B} : AIB'

. : $ 2. Relalii binare'În I :,

Voø'consid.era în I relaliile binare

/ç, /<, 1¡,, f), r;,, /¡-, Clz
d.efinite prin ? 

:

rç: {(A, B) lbt ( ør ( ør--1br\,

ra : {(A, B) I ø, ( ór},

r-1 : {\A, B) I at .-( Ót. ( øz 4 br}, , 
ì

' ,2 : {(A, B) l @, ,4), e r.)i 
,

r;.: {(A, B) l(8, A) er.-},
rp: {(A', B)l@, A) er-1},

Dacä consideräm intervalul A lixat, atunci relatiile de mai sus se pot
reprezenta prin domeniile

D,:''{(br, br) I lat,'.ø,Irlbt, .brl)

(r a {rç, ,.!, r.j, rç, 12, r¡}).

1n figura I se dau reprezentärlle, domeniilor D,'

(¡¡
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n
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teresanfa (nevalabilä pentru märimi multiva-
relaji^

A2-82c(A+B)(A-B),
pentru orice pereche de intervale A, B

lncheiem acest p:aragiaf. prin' menlionarea urmätoarelor relalii:
(A - A,2Az) ercl)r=l)r.l)11,

', '

(2A8, Az ¡ Bz¡ € zc U /<l)rj.
Domeniile din semiplanul ó, ( å

/< sau z-.¡ sînt delimitate de arce d
sectoare, ln punctele de interse
dindu-se prin continuitate (qu
cinätatea originii, unde B are
Iaþia

(6) 2AB C Az ¡ Bz.

S 3. Unele

1n cadrul celui de aI
latinä 

.. 
(Bucuregti-Brdçov

zolvâni a ecuafiilor

(7)

:. . l

eeuafii În aritmetica intervalelor

IV-lea congres al matematicienilor .d.e exoresie
1969 f16l p. 32-33) a,m tratat probtemä iè.

tl
(8)

und,e ,4, B, C, D € I iar X e I estä un interval necunoscut

10, pl : 0 se aflä ln [4] iar in
consideratä în ll4l legatf de pro-
lor.

tiei (6) este foarte laborios. Ne mär-
teoreme, urmlnd. ca intr-o altä luc.

al'

t¡ 2. D C, ør)-cr, atunci condiliø necesørd. çisufic care trei;r;; "(ri ::; ã' cøþetet'e interoøt.el,or A, i3, C sí D østfet

(9) xrl-- 0, xz 2 0, crx, ) cztçr, clrc! I ,czcs

(_
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,t

Q¡,'Q

e 0

R

Cu aceste notafii

i TAAE¿UIT

s?A - sqA

A-A
Dl

D'U Pø

Ø
l-'

(1.1)

Prin urmare au Ioô relaliile'

(r.2)
A-¿þçl)r=)tz_Az,

(l.s) - A(rcUr=) sqA _
(1.4) - A(r.

A _,A(r.Ur-l)r¡) 42 ; sqA.

di,tui?,ållftpropriera deosebit 'de .irnpor,t^nite
este clasica lege de

(2)
A(B + C)rçAB }lege cu care ne voln

AC,

:r

An,- A"

DnU D"

ocupa mai Pelarg în'
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am..gþfinu,t

1n cazul cînd 4-.o,.8:þ,C=,:(, ¿:l.sînt numerereale (in-
ctr capetele egale) çi'.æ =;=y, solulia êcualiei (7) este numärul ieãl

1e)
8-ß
ü,_.(

Fie /¿ ) 0 un numär îirtreg çi fie funcfiile d.e interval:,
(20) sr(A, B) - A - B, su(A, B) : A - (A - sn_r(A, B)) t¿ : 2,g, 4,...

I

d.efinite^p.e If : I2. Vom nota su(A, B) : lrnp, nu]. Din formulele de recu-ren!ä (20) rczuttä

Astfel

(21) sr((A, B)):lh -br- (k - l)(ø,- øt), ør-brf(h _ t)(o,_ ar)l

Se demonstreazä" urmätoarea teoremä : ,

TEoREMA 4. Ecwaliø

(2?) 
s þ(X, A) : B

." i.
øre sol,wlie (iøteraat) atwnci ;i nwmøi a,tanc¿ cî.nd, i

(23) / <^B

"ii Ê; 3Íß,1,ìro;,,r.ø=f ,di 
ã f¿i,:i1i;l;!

(I3) oeX, cúz{cz*t,,crtt}crxr.
Sä consideräm

(14) 
1n con linuare intervalele

þutem
X cøre

çi numärul natanl n

A, B>0

(r5)

(cazul'

1n

,(16)

cafe afe

Punem problema rczolvärä ecuafiei
, (Axi+1,: X: B

ca s.olufie l

(17) ï- (n+l)2-l

atl*,o,
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^
fost subiectul

funclionale orga-
1971) çi lmpteunä
se vedea mai jos
special d.estinate

ïregat de quasiadunafea definitä, voi rnenliona formulele asirnpto-

A@r B: (-oo, æ)

A@+*B: €R.

Dacá" k ) 0 este un numär lntreg çi pentru

H: {(A, B) I or} 0, b, } 0}, definim

d1(A, B) : AlB, dh(A, B) : Al(Aldh_r(A, B)), h:2,3, ...,

dþ(A, B) : lie)'-', 3,(i)'-' 1

are loc

TEoREI\ra 5. Ecuøliø

(2s) dh(x, A) : B

are o sol,ulie atuncí ;i nwmai atunci côød,

(30) arlø, {b,lbr.

Dacã' . ecu.ølia. (29) este rezol,aabil,ã., øtunci notfun cu A Oi B solulia øcestei
ecuaïxx ç, a.aem:

(ar) x: Aa;B:l*J ø;ø¡- 2h-7
br)

azbt

Astfel pentru H: {(/, B) lø, } 0, ó, } 0, arbr} erbr},

Íoo: (A, B) ,- A Oo B
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unaiea 
".!g 9 glneralizarg a adunärii obiçnuite a intervale_la II : {(A, B) 1,4 ( B} " aaunarii-ãiiç-nuìì") ,Þi-;;;ãl;,

A + B : A@uB, u - Bl(,4.+B).

a acesteia
contine
) çi are

ca un caz patticalar
loc formuiä

înmullirea obiç-

AB = A O, B, z : (ln brlbr)l$n ((ørbr) I @rbr)).

g 5. Despre Iegea ile subdistributivitate

consideräm o mul!ime
b, ceM

M çi operaliile
loc relalia

binare + definite M.pentru oflce ø, are de distribui
pe

tivitate
ø(b+c):øbføQ,

sistem distribu tiv Vom nota
A B c M (deci A B e(p (M)

(97) A + B : {u + al (u, a) aa x B}, AB : fual @, a) eA x B}.
Este valabilä l3l

"n, i;å,ì:k u*fo,i!#,0[,Yr;r! 
ìrin' 

un sistem d,istributiu øtunci (,p(M),+ ,.)

A, B, C, EQ(M):> A(B * C) C AB + AC.

'^i_ 
1o studiul semidistribu

l_r."*g mai generale: studiulrnrerrorul intervalului AB II 'r' .

(40) A@ + c) : fu, ul, A

AB + AC)j

tivitälä. prezintá interes r ezolv ar ea

åäl'Kårrrïare 
o are intervat:gJ À

unel pfo-
C) 1n(¿+

B + ¿C : lu - ø., u + bl (u 4a; ø,bqft+)
3 - Revista rle analizä numericä çi teoria aproximaliei vol. l, fasc. l, 1972,
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general caz:ullJi 2 1i corespunde reprezentarea parametricä a inter-
A, B, C:

1n

43) A:La, e+bf, B:lc, c+dl, Ç:l-cs, el

Ø, b, c, d,, e € R+ Çi 0 .-( s < 1. În ge.eral, studiul sub formä para-
intervalelor A, B, C permite evaluäri comparative precise ale
a., b din (40).

ã

ln cazr;l:iTe simple este posibil ca ø çi ó sä fie pozitive în acelaç timp.

1n continuare vom da çi un reztsltat ilustrativ privind tn caz mixt.
Êíe A, B, C rn sistem ordonat de intervale pentru care

(44) ÙeA UCU(B+C), B+0.
(44) corespund.e evident cantfui 13. Dacä notäm

(45) s:-u+!t,t:!
bL b2

atunci (s, l) (45) este påtratul unitate 0 ( s, I ( I din primul cadran, care
pätrat unitate se descompune în domeniile

D :{(',410<s(1/2&s/(1 -s) (r-(1},
D' : {(s, 410 < S \< 1/2 *O __a I ( s/(t - s)}

þ,': {(r, r) I1/2<s(l&0\<r<l}
Du: D'U D"'

reprezentate în figura 5.

1n cazul lg (44) are 1oc

_ . rEoREnß 9. Cu notaliø (45) a,w locechiual,enlel,e: \ -/

(46) (s, ú) e DrÇ) e 10, ør¡ 0, å, ¡ 0,

b, ) br, ct 1 -(btI br), crS 0,

(47) (r, ¿) e D, ç¡ ør q 0, az) 0,

ó, ) 0, br) br, -(b, -f br) 1cr 1
{ -2br, c, } 0

I
+ ,

4

"!
z

.t4

Fig. 5
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Studiul general al subdistributivitälii çi racordarea caaviTor este obiec-
unei luciäri legatá de aritmetica intervalelor.

$ 6. Unele probleme rlin analiza intervalelor

Problema lnsumärii unor serii de intervale, definirii unei derivate
te pentru intervale etc. face parte din anaTiza intervalelor.

flustrativ vom prezenta aici numai cazul însumärii unor -intervale,
determinärii sumei progresiei geometrice infinite.problema

Vom enunla umátoarele rezultate.

TEoREMA tt. sd notã.rn ": \!#, g : ++
Dacà,0 (¿r--( -ør, attnci

p
(al-l a")a!

dacá, n este par,
(54) Dj:r A

1-o?
(l \ ø,)ø!+r

l-oL
Ar P- dacâ n este impar

Dacd, 0 ( ø, ( -at 11, ølwnci

(55) D A | "' _ ø?.-ø3 , o, t "i-"2 f
Ll- az U -or)(1 -a?) 1 -or' (l -ar)(t -"î)l

ç1,

(56) A :l o' , o,f
t-A Lt-o, l-ørJ

TDgRErvra 12. În iþotezel,e teorernei ll, øaem

(57) 
-ci_ei.r-A -j:r

36
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(48) (s, t) a D' <-> et < o, Øz)0, bt)0, bzlbr,
-2b, < cr ( -.-

cz>.0.

^ PtiS 
-urmaïe se pot

triÍ:jrî:ff$'fiÏåji)"
construi efectiv
teofema 9, deci B

TEoREMa 10. În cøzul D, øuem inegøtifã.lite
(4e) o ( (å. t b, *,J < /ãr+ 4-@;+;JA _ ó, ( _,.
ç'i ech,iualenlele :

(50) o<c21_ (br*br*r)<=>T q a{bø I cr) 
a albt l: crl _ ar ct

btict bzlc, -;,(51) -þ, i b, i cr) ( c, < IET-4ø, + c,þ-, - b, (=)

vbâ+ 4(bt + ct) ct

çtrlt-U 1øl(bt I ct) I albz I cr) ¿ Øt ôrct bz*cz -i;;<--4'

- b, { cz { - c,<=>ffi <!r_2.* <úzte(52)

53) alb, * c'lc2 (=)c7 4t ôt 4t cz %(bzl c.\<b2 + oo c2 cl br +
1n cazal Drr(deci

cl

D' sau D ,) avem inegalitä!i1e
i

i

I

49') (l)l + b2 + ct) 0
b2

tri 
"- i* liï "1il'u' îrï1'råinsi 

der ä

l*:iiä:ii1ìtåi,:iï:Tiåå13;

cL

echivalen
þa s0) celelalte echivalen !e

se demonstreazä
namära7:ui ø, în

te

T'W'ffi,t2
1- "-?t9t 

ordine de märime este detenr .

^cã 
putem determinÀ. r;;; i::^:-:"."{qtnatä de echivalen.1,il;i';;åìäï;*",1 j::iå:remmî,";;äffi if 

lii,=Á"a
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În general, dacä A çI, çi intervalele

1n
1a

"HE ARI?HMEIIC AND î¡TE .{NALYSIS OF' INTERVALS
SUMT,TARY

l

1

rl

ri
Ax+B:cxiD 

a,nd (Ax"+l) : x: B
cases) in gB.

defined as solutions of some ,u"orr"rrt

resentation of

ï71, in rhe

rval series.


