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ARITMETICA SI ANALIZA INTERVALELOR

de

STEFAN N. BERTI
| (Cluj)

Preocupdrile de analizd numericd g¢i in special cele privitoare la erorile
de calcul au adus in prim plan cercetirile asupra intervalelor.

Sd notdm cu R mulfimea numerelor reale cu I mulfimea intervalelor
reale inchise 4 = [a,, 4,], 4; < @,. Considerind &, = [a,, @,] pentru orice
numir ¢, § R, avem R C I si astfel intervalele sint generaliziri ale nume-

| relor reale. Intervalele se pot considera ca perechi ordonate de numere reale
(a1, a,) unde a; < a,. Pentru scopurile urmirite de noi vom privi interva-
| lele ca mulfimi de numere reale: 4 = [ay, a,] = {u|a; < u < a,}. :

Primul studiu al cantitd{ilor multivalorice (o generalizare a intervalelor
definite mai sus) a fost ficut de c. vounc [19], stabilind legea de subdistri-
butivitate. Legea de subdistributivitate este valabili intr-un cadru si mai

| general al aga numitelor sisteme distributive (o generalizare a notiunii de
inel) [3].

n vederea Inversdrii unor matrici de ordin mare, in lucrarea lui
J. von NEUMANN $i H. coLDSTINE [10] s-a studiat problema determinirii
valorilor elementelor matricei M -1, stiind c3 elementele matricei M sint
afectate de erori, deci aparfin unor intervale. Aceste cercetiri au contri-
buit la dezvoltarea aritmeticii intervalelor.

Di'ntre lucririle de sintezi asupra intervalelor menfionim [9]si [18].
Tacrdri cu caracter aplicativ in teoria ecuatiilor diferentiale, a cumuldrii
erorilor in formule recurente precum si in probleme de aproximatie ale
algebrei sint de exemplu [2] si [20]. :

QOamenii de stiintd romani au contribuit de asemenea in mod esential
la dezvoltarea aritmeticii intervalelor. In 1937 apare lucrarea [11] a lui
T. POPOVICIU n care se studiazi evaluarea valorilor unui determinant ale
carui elemente aparfin unor intervale pozitive. Cercetirile asupra teoriei
tolerantelor (m#rimi corespunzitoare intervalelor triplex folosite in proble-
mele de programare) au fost efectuate de 1. LAZARESCU [7]. Aceste cerce-
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i | 0 & B}, avem funcfia de interval
| tdri tehnice sint continuate in mai muylte lucrdri, dintre care mentioné‘#{ Daci H = {(4, B)|0 & {’/ |, v) & A4 x B} — A/B.
81, [12), [13]. - (4, B) = {ufy | (u,

(1l N aceastd scurtd expunere asupra preocupdrilor in domenjy] arit firH—1L f: (4, B) '
| ticii intervalelor, dorim s& mai mentionim existenfa pe plan mondia]
unor seoli matematice care S¢ preocupd de dezvoltares cercetdrilor de ar
|| metica intervalelor. Astfel tn R, T Germania x NICKEL in 8,17,
R. MOORE In U.R.S.§, y. n. IANENCO, in Cehoslovacia 1 BABUSCA, In Greg
N. APOSTOLATOS . a, condue colective care cerceteazi aritmetica inte
= valelor. Introducereq intervalelor ip notiunea general§ de spajiu semiof
| . donat [1] sau de semigrup [14], stnt Preocupdri teoretice actuala in aritm
| tica intervalelor,
n cercetdrile privind aritmetica intervalelor menfiondm lueriy
|| [14], [4] in care se pune problema rezolyirij unor ecuatii in care Parametr|
| - si necunoscutele sint intervale. Este de asemenea actual studigl legii
| subdistributivitate, problema determiniri; sistemelor de intervale 4, B (
pentru A(B 1. C) = 4B + AC fiind pusi in [97 si trataty de mai mul

]

1 § 2. Relaii binare in I
|

Vom ‘considera in I relatiile’ binare:
Y ¥ <, 1’_|, 73, ¥, 7[—; C IZ
ini rin Oy
| deflmte p T {(A, B) I bl < : < . < bz},
re ={(4, B) | az < by}, .
4 = {4, B) |a; < b1< @q < ég}, .
7> = {4, B)|(B, A ardy
r. = {(4, B)| (B, 4) EQ?
; B, A) gry}: .
ot ' i ii i sus se po
| a siderim intervalul 4 fixat, atunci relatiile de mai '
' Paca con 1

ta prin domeniile . e
4 D, = {(by, bs) | [ay, a5 | 7[by 551}

| intervalelor, 4 legii de subdistributivitate $i anumite elemente de analizy
! intervalelor (studiul Progresiei geometrice generalizate I intervale) vor f
| | expuse in prezenta lucrare,

il § 1. Funefii de interva]

Ll .' Fie H o mulfime de sisteme ordonate de intervale (4,, Ay L ‘,A,,);! ’ (r&{tc, 7<, 74 7o r>:"l-})D

fl .I .'|I.'|I' Nl | fiH -1 J In figura 1 se dau reprezentirile domeniilor D,.

| .I!| .'I II'I'I se numeste fur_tc;:ie de interval, dacj | t, ﬁ,- ¢,

} i f ANRY R | D,

[l l{l.' ' Pentrul H =1 vom considera functiile de interval D, JT"‘
(it it Sort TR+ Joid =4 = a, — a,, ' =

. II' lllll II||III Joirl=1, f0 4 v g2 — {uo|(u, v) g4 % A}, | . i _
I' | ||'|I ' o X=X fo:4 894 = {wu A4}. —ﬁg,._——‘ﬁ, B0 a, t,
.I |I.| -I|| |I Pentru H = 12 vom considera functiile de interval (a se vede de exem-
il | plu [9]) : |

J I.II_|.|I| |l||' | fe B fJ’.:.(A’ B) A 4 B = {u + o|(u, ) a4 x B}'. D,

Wi [t BT fo:a, B) 4 — B = (u— g, v &ad x B, | ;

"/' Fig. 1
| JoiB 1 £ (4, B) o ap _ w|(4,9) & A x. B},
l :

() |II
I || |I.| I,:'j}
|I Il |||| |II
i

} I I"l | , _
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Definind 14 mrod i ts. s -
efinind in rnod~-ob1§nu1t«"produsul relatiilor 'bingre [61:[5]) i
. b o f |

7 - “
B, ||

7' = {4, B) HC14, ¢) arg (€ B) &) g
e I

~

N o H’
n -
<

([8]). Din tabelul 1 rezyliy ci

2
7 = 7, 2 2
2 o =y, S5 =y, e =g,

y_y . A " ’, < s Sfﬂt iti : e e elg 1 ‘
-' § . |

Ary B & Bry C = Afr- r4)C

si
An. B & B C = A(r~ U n)C. 11
Privitor 1, relatiile de maj Sus mentioniim urmdtogrele proprletétl‘l:
TEOREMA 1. Daci 4 al s h 8 S {fo, fu}, atuncs
(1) 4 Y 4 (rc Urs U 7% Unc) i(d) — g(a).

Fie Dy, D, Dy (fig. 2) domensit
te Dy, - 2).d ' ni i i
de bisectoarea a, = a_'a,gde _gégrgg;efill{elé deten{nnate W semiplanal g, > =

MN NP, P, OR |
e
M(1[2, 1/2), N, 1), p(—1, D Q(~1, 0), R(—1j2, _1y9)

si de arcele de parabols
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| . . .
| O altd proprietate interesantd (nevalabili pentru mirimi multiva-
lorice in general [19] ) este relatia
%) 41— B C 4+ B4 - B),

valabild pentru orice pereche de intervale A, B.
Incheiem : acest paragraf prin' menfionarea urmitoarelor relatii

(A —4, 24%) arcUrs Ur< Urg,

(4)
I 51 N
((5) (24B, 4* + B) &rc Ur< U
; Domeniile din semiplanul b, < b, in care avem (24 B, A4* By g v,
| 7< sau 74 sint delimitate de arce de parabold, hiperbold §i de prima bi-
\ sectoare, in punctele de intersectie a acestor curbe arcele respective iracor—
). In wve-
|

dindu-se prin continuitate (nu si prin continuitatea derivatelor !

cindtatea originii, unde B are sens (octantele 2—5) are loc totdeauna re-

| latia .

| .
24B C A* + B

dtoarea precizare formulei ( 1jf (6)

: TABELUTL, 2 h ' "
B P o S bt g st o s, e i 0 o )
} At — a2 ’ A~ sy4 !SqA i ]Sq A — oqa “0. 7+ 7. § 3. Unele ecuatii in aritmetica intervalelor - ol

atematicienilor de expresie

: |
S | Db, D, D, D, . f In cadrul celui de al IV-lea congres al m
=3 | latind (Bucuresti-Brasov 1969 [16] p. 32—-33) am tratat problema re-
: ! zolvirii a ecuatiilor VI R - :
| @ AX 4+ B=CX+D
Prin urniiaxfé au loc relatiile’ ||| 8 Y axyx = B,
((1121)) A~ AfrcUr)ar — g | unde 4, B, C, Dl far X 1 este un interval necunosett.

' A~ Alre Urs) sod Studiul ecuatiei (7) in cazul € =[0, 0]'=0 se afli in [4] iar in
(1.3) A AA < U?s) sg4 g4, cazul € = B = [0, 0] =0 ecuatia este consideratd in [14] legatd de pro-
1 ' —AlrcUrs U7y) sgd — 4o blemz} factoriziirii in aritmetica intervalelor. - - S
(1.4) A ~Ape )y Urige ., Studiul general al rezolvirii ecuafiei (6) este foarte laborios. Ne mir-

O alts < eV Ur) 42 — sq4. 8inim la enunfarea urméitoarelor doud teoreme, urmind ca intr-o alti luc-
distl'ibuiiv%tgtrg ?netate deosebit ~de -importanty este clasica lege de syp. o AL sthdiul enslul gereral d :
(2) | = 2 : st | . TEOREMA 2. Dacd A >0, 0&C, a, > c,, atunci condifia necesard st

, A(B + C)reaB +Ac Suficientd pe care trebuie si o satisfacd capetele intervalelor A, B, C i D astfel
' S . ’ ncit ecuatia (7) si aibd o solufie si | - A ‘

lege cu care ne v, ; -
€ Vom ocupa mai pelarg in '§ 5, ©) %< 0 =0 = by <
‘ 1 , Xy >0, ¢yx, Co¥y, C1% XoCq
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~

este

0< —e,<ey<a, 0<a,<a, 5, « by, d, < b,
(IO) . B PRy S 5 5, 2¢, — ¢
E+(bl_d1) '20\_61<D<E+(b1*d1)'g‘

¢y
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sar si suficient ca
(17) sa fie un interval, este necesar s
entru ca

byas

J bz & ay
18

Daci are jo¢ condifia (10), atunci solugig ecuatiei (6), care satisface condifiy))

(9) este |
(11) X:[d1——b1, dz—bzl‘
P2 =6 ay — o,

Forma pammzim’bd’ geneﬂzlc‘i a intervaleloy 4, B, ¢
Proprietitile (10) este: - 1= 5 ' !

T B LN P ), C = [—asr, as],
( ) D = [C_ﬁ d‘—f; C—d4 e + I‘ (7+g+ 72 (1 *'g)]":' i
. 7

unde, a, b, ¢ d, e f, R+ 5 q, 7, s, ! & (0, 1),
tntervalele 4, B, €, D, iy ecuapia (7) sd aibg. o solutie
conditiile
(13) : | 0gx, 1%y < Cyxy, 1%y > cyx,,

S& considerim in continuare intérvalele

(14) 4, B>

(cazul # — 1 corespunde ecuatiei ().

In ipoteza (14), ecuatia (15) este echivalenty oy ecuatia

o [, e R )
%3 x : ,, :

Care are cg solutie

i T
-1
apalft

1 1
(17) X:{(g,;mbn =T (b,bg,““ r,q‘ﬁi—:[]

w41
% +_ 2]

'rwmi dat de (17). L4 wid gigeted o

: . . t v
Astfel am obfiny e urel it Gl St
wma 4. In' conditide (14)' st ‘(‘1_.,8%)..!\9{01@1/4
THORE : i : ,4

§ 4. Quasioperatii |
e e = int numere reale (19-
: 1 == = 9 C:tY' D_ §.'Sln T e Srul real
! in cazul C};niie .‘-:g;fe)af§i§d ;.;—:BY,‘ solufia ecuatiei (7) este numi
tervale cu capete -
X = —,
(19) .

intervale)
: ist4 ntru 4, B, C, D in
. iei (7), cind existd, (pentru Ha (17) a ecua-
‘prin urmare SOh}tlileEgl;aEuucgii‘)ﬁ reale (19). Aseminitor solu}; a (17)
reprezinta o extind £, Aceste ob-
24

[

;ie (16) este o extindere a functiei reale X = X(o, §) =

K C ué o A al Pl -
v ; 3 i].] Od firest i Iﬂ pI’Oblel’I’l a dt&'tel‘lnll : L
| > . . < . f I ' ini i i Tie unor- ECT.IB.'LH .

- pe s 1 1. . l
Fie k>0 un numir litreg §i fie funciile de interval
ie ‘ |

(A — 5, 4(4, Bk =2,3,4,...

{(20) $i(d, B) =4 — B, s,(4,B) =4 — (4 — sk_ll(A, )) o u

| ’ | ‘ V 'Din formulele le recu-
|' definite pe H = I*. Vom nota s,(4, B) 5 ﬁm,.e, _nk].{Dln o
| renfd (20) rezulti: u e
;i My =@ — by — (k — 1) 4, n, = a, — b, +
| Astfel o

— (& —1)(a, — ay), ay — by+(k — 1)(az — ay)]

| (21) s, ((4, B)) =[a; — b, ( 2
|

Se demonstreazi urmitoarea teorem4 :

TEOREMA 4. Ecuajia

(22) (X, 4) = B |
I HE CESY s e gl . v L cind
| are solufie (interval) -atunci si numai atunci cin
(23) A <B,
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i relatii de ,,semiasociativitate’” a fost subiectul
(24) X = [ﬂf’—{r—fﬁ-i____w;_ﬁ:ﬁz Moy + ay + b, 4 by — g;ilgzlzngg:i ?gsﬂin?; c:digl unui seminar de ecuafii funcfionale orga-
L ' _-Hﬁ‘gi:i] = 4 ®, pizat de Societate de stiinfe Ra@g,matice din R.S.R.1a Iasi (1971) i impreund
Formula (24) ne ax . b studiul ,semidistributivitagu pentru quasioperatii (a_ se vedea mai jos
astfel se extinde e un interval pentru orjce numir real k 1 @ acest paragraf) urmeazi si facd obiectul unei lucriri special destinate
(formulele de recurents (aza)e z'01'I VArll ecuatiei (22) pentry up n;m£1'>!; ;{21 Jusomaion
In figura 3 se dg reprezer?tziz;ﬂgil ?&;&?gfgzezarea dl'SCII‘eté Obisnuité Legat de quasiadunarea definitd, voi mentiona formulele asimpto-
a capetelor intervalulyice

4@ i
» B. Din cele de maj Sus reiese ci pentru p - 1/2
Jer: (4, B) 4 @, B
este o funcfie de interval oy H= {4, B)| 4 < B)
) == *

: & €

A4®; B = (—oe, )
Il 2

Dacid k> 0 este un numdr Intreg si pentru
H = {(4, B)|a, >0, b, > 0}, definim
d(A, B) = A|B, d,(4, B) = A|(4]d,_.(4, B)), k=2, 3, ...

(27)

atunci

28) a4, B) =2 (2], 2 (=)
si are loc

’ TEOREMA 5. Ecuafia
(29)
are o solutie atunci st wumai atunci cind

ayla, < bylby.

' d,(X, 4) = B

1 (30)
| Dacd_ccuagia (29) este rezolvabild, atunci notdm cu A O B solutia acestei

| ecuagii §t avem

Fig, 3 b~ )] 2%—1 T 7
Studiu] oper'tﬁei @ ¢ | (31} X = A O; B = [ \/ (a1d2b1:2) , \/(a;a,b;:z) ]
.. at I h 2 . ; z 1 a
« oste deosebit de interesant, Vom aminti aic . o, i
Astfel pentru H = {(4, B) |a, >0, b, > 0, a,b, > a,b},

numai problem. dis e
a lsculnex relatiei :
Ell:)‘.el care existi f Te 1
int !ntervalel :
e

1€, (B®,C) si (4@ |
(4@, B)®, C fori (4, B) >4 O, B

=—re——
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2°. Quasiadunarea este o generalizare a adundrii obignuite a intervale-
1 (a restricfiei.la H = {(4, B) |4 < B} a adunirii obignuite) i anume,
re loc formula : . ,

- . 3 ol 2 1 IVEL un u Ol i

A+ B=49,B, ;EM+E:

(32) 40
B=p
. + 7T B 34)
S1 .
’ semanitor, quasiinmulfirea contine ca un caz particular inmulfirea obig-
(33) itd (o restrictie a acesteia) si are loc formula ak
49y B = "Ilaeb-lz’:z- 4
AB =A0O,B, v=(n ba/b)/(In ((a;dy) | (@bs)).

§ 5. Despre legea de subdistributivitate

time M si operatiile binare +,. definite pe M,
itivitate

¢&GM are loc relatia de distribu
a(b + ¢) = ab + ac,

ste un sistem distributiv. Vom nota
i pentru 4, BC M (deci 4, BaP(M))

54 considerim o mul
Dacd pentru orice a, b,
(36)

atunci sistemul (M, +-,.) se nume
cu P(M) mulfimea pirfilor lui M S
definim :

(37) A+ B={u+v|(u v a4 x B, AB = {uv | (u, v) @4 X B

A0,B=A8

' Este valabili [3]:
TEOREMA 6. Dacd (M, +,.) este un sistem distributiv atunci (D(M),+,.)

Ieste un sistem subdistributiv, deci
j(38} 4, B, C, @ P(M) = A(B 4 C) C AB 1 AC.

’ M, +,.) este un sistem distributiv si ok C (D(M) este o

¢ mi din M, inchisi fati de operatiile - 5i - (din D(M)),
| atunci (cf, 4, .) este de asemenea un sistem subdistributiv. Pentru
(M, +, ) = R, 4, ) i (c# =1) se obtine legea de subdistributivitate
' din aritmeticy intervalelor (de exemplu [9]) iar in cazul of — DR) se

il Pig, 4 In cazul cind (
- familie de submulti

Cercetarea relatio: i
y elatiel care exjsts 2 i
el care existd intre fervalele

4 O; (B @ (_\) i "
4 mo- 51 A O B &+ 1 ! .
oste | . - (4 O, )®,, (4 O, C) | obtine legea de subdistributivitate din algebra cantitdfilor multivalorice
Ste legea (de ,,suh{hstnbutivitate” Pentry quasioperatij | L1 Tll1 mtéoduti}ere sitaten, ot o 115l e et ek
LpLL | care are loc distri utivitatea, deci determinarea multimii

{4, B, )| 4(B+ €)= 4B + 4y},

stributivitdtii prezints interes rezolvarea unei pro-
pozitiei pe care o are intervalul A(B + C) in

OchrV'iti'i 1° Studi

) s g : Studiul legilor de asoeinpic:

i tudiul leg ¢, dsoclativitate g4 adunsirii feord

buti\:itat{; szlénréfrllrie poaif_c fi usor irm'mulat‘é.) Precum g g4 Ie;iimﬁgnilie(iiiun &

g reﬁ{;ﬁ&.{]ﬁpﬁf;}{ﬁl;_1111 conduce neapirat la intervale care ‘se"l In studiul semidi

. : o ; . 5 : + : « - =]

tervalele considepat e : estor legi trebuje res il interi i . SR

fimi vide sau liL?eéiffft;K‘Sta. In caz contrar anuymite intorva%e si‘;llltnﬁnﬁrjfrl § i e ‘
0P AB +0) = (0], 4B+ 4C = [y — 4, 0 4 8] (u < “0SRY)

3 — Revista de analizd numerici si teoria aproximajiei vol. 1, fasc. 1, 1972,
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egea (1& Slll) v = t T i .llltel‘-

zutile cind g — § — sint considerate 1n studiul distributw:te‘i;ij. alelor A, B, C:

= [— e]

. B = c,C-—l—d],C'_‘[ es,

Intervale 4, B, C. Problema este de asemenea laborioasy, I lucrare 4 =[a a+?] [ ; % para-

mirginim s3 dim citeya rezultate particulare, care permit prevederea 1f i 0 < s <1 In general, studiul sub formi pa 1

zolvdrii, In cazu] genieral, a problemei. funde @, b, ¢, d, ¢ & R+A§1 B C I;rmite evaludri comparative precise ale
n functie de sempele capetelor intervalelor 4, B, C,B 4 ¢ avefmetrica a intervalelor ( 46) - ,

urmdtoarele 30 de cazuri posibile de sisteme (4, B, C) de triplete ordonagimarimilor 4, b din = i b sd fie pozitive in acelag timp.

de intervale : Tn cazurile simple este posibil ca a si : . 2k oo o

T tinuare vom da si un rezultat ilustrativ privind un

n contin

Fie A, B, C un sistem ordonat de intervale pentru care
le 4, D,

0s4UCU(B+C), B=0.

TABELUL 3

B
>]
o
s
+
o
WY
t_.:
o)
=
5}
=2

(44)
(44) corespunde evident cazului 13. Dacd notdm

L I o SIS B —+ 4+t ~ =4+
2ttt ++ -+ 44 12 Tt bt +h 2o LT T Mo o B
St 4+ -4 2| 3 A Al ol o (- 1 MR AR L | e &~
i R I S e 24 |~ — + 4~ = JH(45) by 2
R e i IO i R B (LA HEH PSS :
8+ ++ 2] 8 prisket B Jo alieog flch iy s . . < s, ¢ < 1 din primul cadran, care
Tttt -4 17 R ik e B —ﬁ~+—+—%4mmuaﬂM&%%P“Wm“?ﬁﬁﬂﬁﬁ o
B l++—4+—-— 1] 18 Tt =t~ —— 4| 28 s e "_'*pé.trat unitate se descompune in do
gttt mae YT o A —o- 4= s <t<t
B e ) A - 30=———~———~-- D ={s 1)]0L<s <12&s/(1 —s) <t L 1,
| [ <S<K128&0 Lt < s/(1 — s)}
Cazurile in care avem L 2 ki '/ ; 1}
(41) 0s4U@BNCAH B+ ) e
) ) . ) ) DII - DI U DII,
se numese mixte, iar celelalte.cazlun 8¢ numesc simple. Deci cazurile 19
13, 15, 17, 18 $1 19 sint cazuri mixte, celelalte cazuri fiing simple, reprezentate in figura 5. ]
Studiul cazurilor simple, Are loc In cazul 13 (44) are loc ‘Lj l’
4 3
; i ; u loc
TEOREMA 7. In cazurile Sumple in care i TEOR?M,A O Cu"notapaa (45) .4 :
. echivalengele . Dy |
(42) %81 by = sgn ¢, 5i sgn b, — ggn ¢ (46) (s, ) €D, a, <0, ay> 0, b, > 0, Ly
deci tn cazurile L7 10,11, 20, 21, 27 51 30 are log aistributivitateq (deci in’ by >by, ¢, < — (b4 by), ¢y >0, D' D"
(40) avem a=10b=), |
Pentru celelalte cazuri simple au loc rezultate de urmiitoarea natury g | 47) (s, ) e D a4 <0, a,>0, 5 " p by
| ki
TEOREMA 8. [n cazurile 2 s{ 3 avenm b = 0, iay in cazurile 8 st 9 ayem I by >0, b, > b =04 b)) <o < :
Fig. 5

¢ = 0. I'n cazurile 2 §t 3 avemn q — —(a, — as)ey, respectiy q — (a5 — a,)b,. “ B8 0h st 0
4l Gy

In cazurile 8 5t 9 avem b — —(ay — ay), respectiv b = (g, — )b,
r
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Studiul general al subdistributivitafii si racordarea cazurilor este obiec-
ul unei lucriri legati de aritmetica intervalelor.

§ 6. Unele probleme din analiza intervalelor

Prin urmare . .
» are;atisfac condi;ieilg) ggncféfrf% %fegtlv' sistemele de intervale (4, B, ¢
ot ’ . , deci pentr L\ b,
v D' respectiv D, pentru care (s, ¢) apartin dOlHeu_' Majoritatea problemelor tratate mai sus (cu excepia formulelor asimp-
itotice din § 4) pot fi rezolvate folosind metode algebrice. Spunem ci proble-
imele respective aparfin domeniului aritmeticii intervalelor, uneori algebrei
lintervalelor. In fond se fundamenteazi sistemul algoritmic de caleul cu
intervalele, cind ele apar in numir finit, sau cind intervalele considerate

v

T
EOREMA 10. I cqzu Dy avem inegalitiyile

—_—

(49) 0<(
vt by o) K VEET AR
<V (b2 4 ¢1)e; — by < —c, nu se obfin printr-un proces de trecere la limitd.

Problema Insumérii unor serii de intetvale, definirii unei derivate

st echivalentele -
(50) 0 =l ® ’ generalizate pentru intervale etc. face parte din analiza intervalelor.
2 =y 416 b \ . - . N o e .
1+ 04 ¢) @ OLZ < @by +c) < 4l o) < Qo W Ilustrativ vom prezenta aici numai cazul insumirii unor -intervale,
51 1 b+ b + o, Ca extinzind problema determinirii sumei progresiei geometrice infinite.
— (b, + ¢ T r———— Vom enunta urmitoarel Itat
2 + 1)<02<\/65+4(bl+01)01—62<=) t dtoarele rezultate.
reoREMA 11, S@ notim o = BT g dtab,
(5] 1 —a% - 1 —af

<=>f1_02 < (0 + ¢) < @by + ) — a4 &

el b2 + Ca bl + Cy Cq
Vi + 46, 1 o)q, / ’
. c)e, — by < ¢ < L aaer e il Dacd 0 < a, < —ay, atunci
(52) . 1<>m<f<%<@-
2 1+ ¢y (1 4+ qp)al+1 1 #
- [oc L (et agag d“)al] dacd # este par
(53) Ce<~cl<=>%<fg<“l_%<al<bz+os) (54 Y a1 = P T -
2 B €y c ) . = 1 | + .
1 L+ ! =1 [or. . Tm}a:‘ . B — (1 —lkaz)af 1] dacd # este impar.
— a3 — a3

Tn cazul D deci D’
n(deci D san D) ayem inegalititile : ]
' Daci 0 < a, < —a, < 1, atunci

(49') — (b, + b
______—_‘_-__—————_‘
A (1+2+Cl)<O<Vbn+4(b1+51)61-62<-—-01 !
caz In care nu se mai considers i o
luateB Illﬁszam;“i (5153 erd echivalenta (50), celelalte echivalente fiiudl| (55) DA —_:[ 4 - 4o
azindu-n - i j=1 1— 1 - 1—a?) 1 — 1 —a,) (1 —a}
13 (44))’ fn fune-cgee t:c?é}laeina‘ 10’ se de}nonS.treaZé b ( b S Py d » - 7 Ay ( as) ( af) [£29 ( a,) ( af)
valorile pezarea numirului g, in intervalele determ?i;tzl Eclité[. ¢
EI—CZ: M @1(by +¢))  a,c II (56) - =[ B, it ]
P T A
o 2 2 Cy
a caror ordine de mirime est . TEQREMA 12. I'n ipotezele teovemes 11, avem
ca putem determj ¢ este determinaty de echj 1 ,
na forma parametricy efectiv a il‘l’?el‘fgﬁi?or(‘lg)—zgSB)C)‘ :
: N ) ; (57) A AJ
= ;‘1 .
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T -
11 general, dacy 4] si intervalele
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