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UN ALGORITM PENTRU DETERMINAREA
ELEMENTULUT DE CEA MAT BUNA APROXIMARE
CU RESTRICTII

de
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1. Introduccre

In aceastd notd se prezintd un algoritm de tip rmMEz [1] pentru de
terminarea elementului de cea mai bund aproximare intr-o problemi de
aproximare cu restrictii, al cirei studit a fost publicat in [2]. ¢. . TavLOR
$i M. J. WwINTER [6] au dat un astfel de algoritm pentru o problemi de
aproximare cu restrictii, care este un caz particular al problemei studiate in
[2]. Mai amintim ¢¥ p. J. LAURENT [4], r.C joNmS si 1. A, KARLOVITYZ
[3] au dat algoritmi de acelagi tip pentru probleme de apxroximare
unilaterals,

2. Notatii, definitii, rezultate

Fie T, U, L submulfimi compacte, nu neapirat disjuncte, ale interva-
lului [a, 5] Presuputiem ci S = T U U U L contine cel putin # + 1 punc-
te. Se noteazi prin C[S] spatiul liniar al functiilor continue cu valori reale
definite pe S. :

Fie M = [¢q, ..., ¢,] un subspatiu Haar n-dimensional al spatiului
C[S] pentru care functiile ¢,, ..., ¢u formeazd o bazd (¢, ..., o, este un
sistem Cebisev)

In continuare se fixeazi un cuplu (#, 7) de functii cu valori reale extinse :

u:U - R si l:L - R,
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supuse la urmitoarele restrictii:

(i) {ss U:u(s) = —o} =4, dar
Es & U:u(s) = +o} = Uy, poate fi nevidd.
(i1) sag L:ls) = +oo} =4, dar
{s& L:ls) = —wo} = L_, poate fi nevidd.
(iit) U, este o submultime deschisd a lui U, iar
L_, este o submulfime deschisd a Iui L.
(iv) w este continui pe U* =U — U,y, iat
] este continuid pe L* =L — L_,.
(v) Dacid s & U () L atunci u(s) > I(s).

Mulfimea funcfiilor cu care se face aproximarea este:
M={peM: i) =ps), sel si pls)<uls) sa U)
presupunind in continuare cd M == .
Fie:
Ifll = max | f(s)| pentru f & CS].

Definijie. O funciie po S M se numeste element de cea mai bund ap-
roximare din M pentru funcfia f & C[S] dacd:

eo = ||f — poll = inf [|f — 2.

peit

Observatie Dacd T = U = L se obfine problema de aproximare
cu restrictii studiatd in [5], problemd pentru cave se cunoagste un algoritm de
calcul al elementului de cea mai bund aproximare [6].

in vederea caracterizirii elementului de cea mai bund aproximare

pentru o functie datd f & C[S] se definesc, pentru fiecare element p, & M,
urmitoarele mulfimi de puncte critice:

v¢ = {s& T:f(s) — pols) = IS — pill},
vy ={s & T:fls) — pols) = —Ilf — poll},
vi={s & U:pols) = u(s)},
vh = {s & L: pols) — Us)}

Ty =vd Uvh To =y Uy, To=T¢ UTs.
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Are loc urmitoarea teoremid de caracterizare:

TEOREMA 1, [2, Teorema 4.6] Fie f & C[S] astfel inctt: I(s) < f(s) =<
< u(s) pentru s & U (\ L. Elementul p, & M este un element de cea mai
bund aproximaire pentru f dacd §i numai dacd existd n + 1 puncie s; < s,<
< v L Sy dn Ty astfel tncit:

Es) = (—1)HE(s), i =2, 3, ..oy m 4 1
unde :
+1 daci sa Iy,

&(s) =

—1 dacd s Ty

i_nainte de a trece la descrierea algoritmului vom defini pentru fiecare
&M si f& C[S] urmitoarea funcfie:

+1 daca p(s) = f(s) = Us), s& L
8(f(s) — p(s)) = —1 dacd p(s) = fls) = u(s), s& U
sgn {f(s) — p(s)} in celelalte cazuri

3. Algoritmul

Presupunem dat cuplul (#, /) care verificd restrictiile (i) — (v). Fie
f&a C[S]1 — M fixats.
Se considerd pentru inceput sistemul arbitrar de puncte din S:

Sy ={s11, +-+» Suy11} astfel Incit s, < ... <541,

si sistemul de ecuatii:
M ) F (D =flon) j=1 2 .., nt 1L

1=

. Deoarece ¢, ..., ¢, este un sistem Cebigev, sistemul (1) are o solutie
tnica pe care o vom nota cu:

Al = {“11’ Xogs v ouy an+1,1}'
Fie p, = 12:_; w19 i e =|dural
Daca ||f — pill =¢;, pa(s) Suls), saUsi py(s) =0(s), sa Ll

atunci p; este elementul de cea mai bunid aproximare pentru f siiteratia
se opregste.
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Dacéd p, nu este un element de cea mai bund aproximare pentru f se
trece la al doilea pas al iteratiei procedindu-se in modul urmitor :

Fie
By =f = pull — e, N
M, = max {pi(s) — u(s), s & U},
my = max {1(s) — py(s), sa L},
n, = max {E,, MI, My}

Observatie. I'n cazul egalitifis unor numere din tripletul de mai
sus, se alege v, ca fiind primul element maxim din triples.

Pasul al doilea al iterafiei se incepe prin alegerea unui punct din S
relativ la urmatoarele cazuri:

— dacd my =E; se alege o &g T 1incit |[|[f — p,]| =] flo) — ps(0)]

— dacd v, = M, sealege 6 g Ulncit vy ="p,(c) —u(e) =

— dacd 7wy = m, se alege ¢ & L incit v, = I(c) — p4(0).

Se inlocuiegte sistemul S; prin S, = {s;5, ..., Suy12} care are
proprietatea cd s, = s;; péntru tofi indicii ¢ -cu exceptia unui singur in-
dice ¢, pentru care s;9 = o si indeplineste conditiile :

S(flsia) — P1(8ia)) = (—1)18(f(s10) — Puls12)), ¢ =1, ..., w4 L

Se imparte apoi multimea de indiei {1, 2, ..., n + 1} in trei submul-
timi doud cite doud disjuncte, in felul urmitor:

— dacd 7 nu este indicele, corespunzédtor punctului extras s;,; atunci
— daci ¢ coincide cu indicele punctului extras atunci :

1,5 1 dacd v, = E,,
i = U, dacd v, = M,,
10 S L, dacd %, = m,.

Continuarea pasului secund al interatiei constd in rezolvarea siste-
mului :

E:f wj0pi(S12) + (= 1)fetuyre = flsp), . ¢S Fa,
= . i g - B
@ 0jpPi(Sia) = u(s;2), 1S Uy,

j=1

id .
2 #jaPi(Si2) = U;aS), 1S &,
=

cu necunoscutele &gy, .., tyypq, unde tltimele ecuatii se iau in conside-
rare numai daci U, =@ sau L, =* o
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Notind cu 4, = {ay,, ..., %u41,2} Solutia sistemului (2) fie:

H
Pa = ; Py S1 ey = | ntrz ]

Daci || f — P4 = ¢, Pa(s) < u(s), s S U si po(s) = U(s), s L atundi
Py este elementul de cea mai bund aproximare. ' Ll
Daci p, nu este elementul de cea mai buni aproximatie, iterafia se
continud prin inductie astfel: v
?51 pasul % se cunosc: :
Un sistem de puncte din S: S, = {s,,, o} astfel fncit
Ny 1 S50 S, = {Syp'-v oy Suprst astfel fncit:
si < Say < e < Spyipe _ : i ' n’+_l 4 =
. 2° Trei mulfimi §,, U, €, doui cite' dous disjuncte a ciror re-
untune este {1, 2, ..., » + 1}." ‘ b e
3° Un element p, = Y &, P;
=1

4. Un numir real o,y astfel incit este satisficut sistemul :
; a]k(P](S1k) + (—l)ian-lrl.,h - f(sik)l 1: G g‘k

]gla]kq)](sik) = %(sik)J i = Guzh

n

5_; i (i) = Usy), 16 £

=1 :

si in plus au loc relatiile :
O(f(sia) = Bulsu)) = (—1"**3(flsy) — pylsw)), =1, ..., m+ 1.

Daca |If — pill = e, = |apsasl 51 pyls) Sals), s @ U si

. : =u(s), s G U si pyfs) = Is)
s § L atunci p este elementul de cea mai buna xi i ‘iterafia s
e i, Sementulde 2t buy 4 aproximare gl 1’;era1:1a §e
~ Dacid p, nu este elementul de cea mai bunj a roximare se t ’
pasul k41 in modul urmstor : R Rtk

Fie
Ek = “f“‘?k I — gk;‘ :
M, = max {p,(s) — u(s), s & U},
My = max {l(s) — p,(s), s g L}

%iasm = max {E,, M, m,} tinindu-se cont de observatia ficuti la al doilea
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Urmeazi acum alegerea unui punct din S conform criteriilor :

— dacd 4, = E, se alege ¢ g T incit || f — p,|| = (flo) — pu(0)|.

— dacd n, = M, se alege 6 & U incit 1, = p,(c) — (o).

— dacd n, =m, se alege ¢ & L incit 4, = I(c) — p,(0).

Se inlocuiegte sistemul S, prin sistemul S, ={Sir11, .+ ., Supiaie}
unde s;..1 = pentru tofi indicii 7 cu excepfia unui indice 7, pentru
care S;, 311 = o astfel incit s fie satisficute relatiile :

8(f(sip+1) — Palsint1)) = (=1)*8(f(s16 1) — Pals1,8 11))

pentru ¢ =1, 2, ..., n 4 1.

In continuare se definesc mulfimile §,,,, U,.,, &, +1 doud cite dous
disjuncte a cdror reuniune este {1, ..., #» 4 1} definire ce se face in ra-
port cu noul punct s; 51, conform cu faptul ¢ v, = E,, M, respectiv m,.

Se considerd acum sistemul : '

2 Wik +195(Sip41) + (— 1) tnr1, 541 = f(Sip+1), 1€ Fri1
= .
"
2 %4197 (Sip+1) = (Sipt1), ¢ & Upyy
=

"
-21 Wip119i(Sipt1) = USipt1), ¢ & i1
j=

cu soluj:ia Ak+1 = {0!.1,]”_1_, oup “n+1,k+1} §i fie :

"
brnr = Z} Cpr19; $1 Gpr = |-
=
Vom demonstra urmitoarea teoremi :

TEOREMA 2. Presupunem cd iterafia nu se sfirseste dupd un numdy
Jinit de pagi. Atunci sirul de elemente (py)i=1 construit prin algoritmul descris,

converge uniform cdtre elementul de ceea mai bund aproximarve P, s M

pentru f §i e, A e = || f — pol- ) . h
Demonstrafia acestei teoreme se face cu ajutorul a doud leme din [6],
valabile si in cazul problemei noastre.

Lema 1. Dacd iteratia nu se termind dupd k pasi, adicd p, =~ p,
atunci sint adevdrate wrmdtoarele afirmagis :

(3) 3(f(Sip+1) — Pal(sint1)) = (Sf(sips1) — Dyta(Sinta)),

1=1 2, ..., n
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4) 3(flsin+1) — Pryal(sinrr)) = (1) 18(f(s1,p11) — Ppya(Sta+1))s

i=1,2, ..., 5
(5) Ehr1 > €
(6) Opp1 = MAX {f(Sipr1) — @(Sin11), ¢ & L4}
(7) Cp1 = WAX {U(Sip41) — flsiptr), 1 & U}

(8) Py este elementul de cea mai bund aproximare pentru f, pe T () S
din multimea :

Hk+1 ={pasM: lk)—l-l (s) é.j’(s) € Lsi p(s),s w44 (5), sa U}
unde

k+1

I(s) dacd s = sipq1 cu 1S &,
by ()= [ —o  in caz contrar
tar
u(s) dacd s = S5 41 cu 1S Uy,
Uy4a() = {—|—oo in caz contrar

Lema 2. Pentru orice k=2 existd sistemul de numere veale
By, = {Bugs -+ s Buy1n} astfel incit:

) e = 2 Baflsi) + 2 Buo(sn) + 2 Ban(si)
P Eat? Uy
(10) 2o 1Bai=1
1egk
n+1 )
(11) Zﬁkcpj(sk):O, _7'=1,2,...,n.
=1
(12) ﬁ,'k8(f(s¢k) — Pk——l(sik))> 0, 4 = 1, 2, e, R + 1.
n+1 .
(13) > IF*E*}M | < A <o, A o constantd independentd de k.
i=1 "W

(14) € — €y =_Eg Bae |11 fsin) — pr—a(sin) | — w1 | +
vEFy

+i§| Bir | | 1(sin) — pr—1(six) | —I—i;ul Bir || 9(Sin) — Pr—_1(sin) |

(15) | B = B> U, B o constartd independentd de ¢ i k.
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Demonstrafia teoremes 2. Afirmatia. (8) ne aratd cd p, este un element
de cea mai buni aproximare pentru f pe mulfimea T () S, in raport cu
functiile 7,si #,. Pe baza unicitdtii elementulai de cea mai buni aproxi-
mare [2, Teorema 5.1] si pe baza inegalitdtii (5) obfinem e, < ¢, pentrn
orice %k deoarece p, & M, adicd ¢, 7 ¢ < e, f

Folosind af1rma1:11le (6) si (7) se deduce existenfa unei constante B<0
astfel incit [|p,]| < B pentru orice % gi deci existi pa M cu propnetatea
ci un subsir (p,,) al sirului (p,) converge uniform citre . L}

Avind in: vedere Lema 2 obfinem inegalitatea :
€, — Cp—1 = B max {E,_y, My 1, myp_y}
care implicd :

limE, =0, limsup M,< 0, limsupm, <0

k— o koo, k=00

adicd p & M si tinind seama de unicitatea elementului de cea mai bunid
aproximare p = p,.

4 Exemple. In incheiere se dau citeva exemple pentru;
T=1[01], M=T[lss ..., s 1] si f(s) \/s sa S,

cuprinse in urmitorul tabel:

S n Restrictii o Observatii

[0, 1] 1 — s 4+ 0,125 - Dat gresit in [6]
[o, 1] 1 1(0,5) = 0,7 s+ 0,2

#(0,5) = 0,71
[0,11 y {2} 1 1(0,5) = 0,7 04 54 0.5

#(0,5) = 0,71

M(z = 1,3
[o, 1] 3 1(0,5) = 0,7 2,171525s% —

#(0,5) = 0,71 —3,90341 s% 4

+2,7319 s + Din [6]

+0,04847
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UN ALGORITHME POUR LA DETERMINATION DE I/ELEMENT
DE LA MEILLEURE APPROXIMATION AVEC CONTRAINTES

RESUME

Dans cette note on présent un algorithme de type Remes [1] pour
la détermination de 1’élément de la meilleure approximation dans un probléme
avec contraintes [2].
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