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element freKl cu,f*(,/r) >0, ad'icä f*e'Kl.' Dar atunci f* apattite

datoritäipotezei"onoloi'KfrJ ceea ce contrazice relalia (5). 1n consecin!ä

a teoremei 2, iat afirmaþia 4o din 3o

nînd seamä cä proprietatea (Ft) din
cä are 1oc egalitatea F: Kr - KF'

ÜBBN DINÐ KLASSE VON;HALBGEORDNETEN TOPOLOGISCHEN

ZUS,{MMENFASSUNG

BRÐCKNER \\/. W. 11] hat geze

des Kegels K]- der strikt positiven Elemente ei'es !*undamentalraumes

F entweder leer oder gleich ¡<Ë itt. Weiterhin r¡'ird festgestellt, dass jeder

Fund.ament a¡attm F'ä"ss"n Kegel Ki innere Pu'kte besitzt ein archi-

;;ãit;h"; haibgeordneter topolõgischer Vektorraum ist'
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UN AI,GORITM PENTRU DETBRMINAREA
UI DE CEA MAI BUNA APROXIMARE

CU RESTRICTU
de

GI{. CIMOCA

(cluj)

1. întroduccrc

În aceastá notä se prezintä" an
terrninarea elementulul ^¿" 

"å" ,åi
aproxirnare cu restricfii, al cärei studi

2. llota{ii, definifii, rezulfate

Fie ?, U, Z subm"lti-j coqpactg, nu neapärat disjuncte, ale interva_lurui fø, ål presupunem ó¿ s : i U-ü U ¿ ;;;;ilã äåî,ö,iìi" r, + rpu,rc_te' se noteazá, nrin c lsl spaliul linlar al"fun"¡ilåï^ã"ìtti,T,ié 
"o valori realedefinite pe s. L- J -r"''¡-.'

^_^_Fi" 
M : lgr, ...,..gof un subspaliu Haar n-dimensional al spaliuluiCfS] pentru care funcliile gr, . . ., g* fo'rmeazá" o bazá. (gr, . . ., gn este tursistem Cebîsev)

În corrtinuare se fixeazä u' cuplu (w, r,) d.efunctii cu varori reale extirrse :

u:U+R çi l,:L->F,



) : -ooÌ : Ø, dar
) : **i - U+- poate fi neviclä.': 

f co)-: Ø, dat
: -coi - L-* poate fi nevidä.

U+- este o submultime deschisä a lui U, iar
Z-- este o submultime d.eschisá" a llui L.
Ø este continuä Pe U* - U - U¡*, iar
I este continuä Pe L* : L - L--.
Dacä s € U n L afiinci ø(s) > l(s).

Mullimea funcliilor cu care se face aproximarea este:

M: {þ eM: l(t) <y'(s); s eZ çi 1(s) 1w(s), s € Ø}

presupunînd. 1n continuare cä M :'- Ø.

Fie:

ll/ll : m¿x l/þ)l pentru / e ClSl.

D e f i ni f i e. o fwnclie þoeM se noornegte el,etnent d,eceø møi, bund. øþ-

roximare d,in M þentru funcliø f e ClSl d'øcã':

eo: llf - þrll: inf ll/ - þll.
þ-M

O b s ob[ine þrobl'ernø de øþroxirnør,e

cu restr:ic¡ cd.ye se cunoøçte wn al,goritrn de

cal'cul, al" rirnøre 16)'
În v d.e cea mai bunä aProximare

pentru o funclie datã'" f c cts] se definesc, pentrufiecare element þo a M,
iumâtoareTe ínullimi de puncte critice:

y6+ : {s € l:/(t) -y''(t) : llf - þrll},

Yt:{s aT:/(s) -?o(s) : -llf -þ,ll}'
yË: {s e U:y'¡(s) : ø(s)},

yå : {s e Z: þo(s) - l(s)}

fil:y;- UYå, lo :y-Urð, lo: foF U lt'
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Are loc lumátoarea teoremä de caractetizarei

TEoREMA l. 12, Teorema 4.6f Fie f eClSl østfel, î,ncî't: I'(s) </(s) <
( ø(s) þentru s € U (\ L, Elementul' þo-Q M .este un el,etnent d,e cea møi
bunã. øþroximølre þentrw f døcd. ç'i nunøi døcà existd' n + | þuncte s, ( sr(

E(s,) : (-l¡;+t[ (sJ, i :2, 3, ...., n + |
und,e'.

€(s) :
+1 dacä self,

-1 dacä selo

lnainte de a trece la descrierea algoritmului vom defini pentru fiecare

e M çi /e C[S] umâtoarea funcfie:

3
GH. CIMOCA 2

supuse la urmätoarele restrictii

eU:w(s
e U: w(s
e Z: l(s)
e Z: l(s)

{s
{s
{s
{.
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(Ð

(iÐ

(iiÐ

(iv)

(") t

8(/(*) - y'(')) : f I dacä y'(t) :"f(s) : l(s), s e Z
-l dacä 1(s) :"f(t) : u(s), s e U
sgn {/(s) - /þ)} 1n celelalte cazui

3. Algoritmul

Presupunem dat cuplul (u, l.) cate verificä restricfiile (i) - (v). Fie
ÍaC[S]-ø fixatâ.

Se consid.erä pentru lnceput sistemul arbitrar d.e puncte din S:

Sr : {srr, , . ., sn+r,l} astfel lncît sr, < . . .

çi sistemul de ecuafii:

n

(t) Do,ç,(*rr) l(-l)ior,+r:.(sr.r), j:1,2, ..., n+1.
i:1

- Deoatece gr ..., g, este un sistem Cebîçev, sistemul (1) are o solulie
unicä pe cafe o vom nota cu:

t

fr

Fie y'r: Id:7

A1 : {a1., &21,

u¡g¿ gi et : I q.n+t,tl,

, ün+lJj

Dacä ll/ - þrll: et, þr(s){u(s), s € U çi 1r(s)>l(r), s€¿
atunci y'. este elementul de cea mai bunä aproximare pentru f çi itenJia
se opreçte.
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dacä It : Et,

dacä :4t: Mt,

dacä \t : rltt.

4
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Dacä, þ, nu este un elenr.ent de cea mai bunå aproximare pentru / se
trece 1a al doilea pas al iteratiei procedînd.u-se în modul urmätor:

Fie
8,,: llÍ - þrll - e,., 

:

Mt: max {þt(s) - u(s), s G U},

Mt: rnax {l(t) - y'r(s), s e L},

?11 : max {Et, Mr, mr}.

Obse rva!ie. 1n cøzul'egøl,itd,liiunor n,uv?tere din triþtetu,l, d,e rnai
sus, se alege r¡- cø fiind, þr'imul' el'enoent r,+axim d,in triþlet.

Pasul a1 doilea al iteraliei se lncepe prin alegerea unui punct din S
relativ 7a umâtoarele cazuri:

- dacá :4t: Et se alege o G I încît ll/ - þrll: I "f(o) - 1r(")l
- dacä rlt: Mtse alege o a U încît r¡t : þr(o) - u(o)

- dacä I¡t: t,t¡t se alege 6 e L înclt z¡, - l(o) - þr(o).
Se lnlocuieçte sistemul S, prin S, : {srr, sr+r,z} care are

proprietatea cä so, : s¿r Pentru toli indicii i cu exceplia unui singur in-
dice io pentru câr€ S¡0,2 : o Ði îndeplineçte cond.ifiile :

ù("f(r,r) - þrþ0,)) : (-1)t+1à(/(s,r) -1'(s'Ð), i : l, ..., n + l.

Se lmparte apoi mullimea d.e indici {1, 2, . . ., lL f 1} în trei submul-
liuri douä cîte douä disjuncte, în fe1ul urmätor:

- dacá I nu este indicele. coresBunzátor punctului extras s¿0,1 atunci
ieT"

. clacä i coincide cu indicele punctului extras atunci: l

Notînd at A2: {on, ..., a*+1,2} solufia sistemului (2) fie:

":fiJ":t 
þ,(s)àl(s), s€z atunci

a mai bunä aproximafie, iteralia se

1o Un sistem de puncte din S: SÉ: {rro,, ..., sø+r,ft} 
,astfel 

, incît:srn !far-( ... <
2" Trei multimi î0, %0,-_9,, douä cîte douä disjuncte a cäror re-uniune este {1, d, ..., ä li¡-.r
3o Un element Þo: -D.otog¡
4. Un numär real u)¡1,e astf.el lncit este satisfäcut sistemul:

tt

\ otovtb,o) i (_7)oo,+t¡: f(soo), i e tnj:t

pi"¡o,p¡(snu) : u(roo), ,i e \t,

n

i

il

I

rri

I

Continuarea pasului secund- a1 interaliei constá în tezolvarea siste,-
rnului:

Ð o,of,{too) : tr(tno), i = t o

çi ln plus au loc relafiile:

8("f(t,'o) - þoþ"uÐ: (-1)d+ÞÐ(/(sru) - þuþro)), i: t, ..., n + L

^ _ ?""i llÍ.- þrll:-ak:la,+t,nl þoþ.).=ø(s), s €.t/ çi 1o(s) à l(s),s € + atunci y' este elementul dê' , niài'r""a' 'áproìiÃaie ç'i"itár;ri;';;opreçte.

Pq"ä !.0 lr este elementul de cea mai bunä aproximare se trece lapasul åf I în rnodul urmätor:
Fie 

En : yf - þn¡ - en,.-

Ma: max þuþ) - u(s), s € UÌ,

%n:rnax {¿(r) -y'*(s), seZ}

lt^-'lu 
: max {Eo, Mo' mo} finîndu-se cont de observalia fäcutä ra al doileapas.

ioe T,

ioaU"
'io Q L,

It

Dj:1
(2)

cu necufloscutele
Íare númai dacä

ø'¡zg¡þl,) + (=l)ia,-¡r,z: -f(s¿r), 'í Q Û¿,

,l;..i"

D n,retþ,r) : u(tor), i e 1Xr,
i:r

fr

D n,re,þrr) : t(¡rs), 'í a' 82, . 
.j:t

le ultimele ecualii se iau în conside-&lZ, ..,.. '¡ d'p,¡.1,2, .l'JÍll
U2-\@ Sanl L,=L@



7 UN ALGORITM 57

(4) ò("f(sr,o*,) - þi+rþ,,**')) : (-l)d+r8(/(s1,e+,) - y'o+r(s,,u+,)),

i:l,2,,.,,h,
(5) ep¡12 ep

(6) ep¡tZ max {/(s¿,¿+r) - g(sr,¿ar), i, e So*r}

(7) eo*r2 max {u(s¡,e¡,) -,f(s,,p+,), i, a U}

(q) þo*r.este el,ementul, d.e ceø rnøi bwnd. øþroximøre þentru Í, þe T O So+,
d,in multimea:

Mo*r: {(þ e M: lo1, (s) < þ(r)e Z çi y'(r),s áun+t(s), s e ü}
und,e;

l¡a1(s):
l(s) d.acã. s : s¿,Þ +1 cw i e go*,

-oo ôn cøz contrar
0trl

wn+t(s) : w(s) d.øcd. s : si,É +r cw i e llpat
{ø ôn cøz contrør

en:.D9*Íþ,u) * D g*ç(r*) + D þ¿au(s¿n)¿-8 h i.9h 
.¿e1x.þ

DlP"i:t¿-ï n

Lem a 2. Pentru orice k>.2 existd.
Bn: {9n, ..., þn+t,ù østfel, ôncî,t:

sistemwl' de nûr?nete reøl,e

(e)

(10)

(1 1)

(t2)

(13)

(14)

n+l

! goer(t ò:a, i:7,2, ...,n.

9*8(/(s¿) -y'¡rr(sr¿))> O, i:1,2, ...,n + l.
e+l --

Ð ftç,r 11¿ < æ, A o constøntd. ind,eþend,entd de h.

ên - ên+t: Ð lg,o lll,f(s*) 
'- 

Þn_r(s¡e) I - en_rl *¡-la

*,à, 9,:r I ll(s¡,) - þn,,(st¡) I +,Ð,j ginllu(s¡o) - þn-{s¡e)l

(15) lÞ,ol>p> U, þ o constctrtã indeþend,entã. d.e i çi k.

(
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Utmeazá" acum alegerea unui punct din S conform criteriilor:
- dacä Tn : En se alege o €

8("f(sr,u+t) - þoþt,u+r)) : (-l)¿+18(/(s1,e *,) - y'¿(s,,e +,))

pentru ,i : l, 2, ..., n + l.
In continuare se -definesc mul! nile {p¡t, 1X¡,t, So*, douä cîte douä

disjuncte a cäror reuniune este {1, ., n i'1} déîinire"ôè se face ln ra-
port cu noul.punct s4,tar conform cufaptul cä qu: Eo, Mo respectiv ø0.

Se consid.erä acum sistemul:

Ð u¡,n+*¡(s¿¡+r) * (-l)tn*+r,o+r : /(s¿,e+r) , 'i e {¡7tj:r

D %,n+ry¡t(s¿,¿+r) : u(s¿,p¡r), i e 1ln+t
il

,,

Dn¡,t+,çr(s¿,¿+r) : I'(s¿,n+t), i G gn+t
j-r

cu solulia An+r: {nt,o*r, . . ., ctn+t,n+t} gi fie:

þn+t :f nn,u*rgn çi ah+t: lø,+r,p+rl.d:l

Vorn demonstra urmätoarea teoremä :

TÞOREMA 2. Presuþunern cd. iterø,úiø nu se sfôrsegte d,wþd. wn numdl
fini,t de þaçi. Atunci çirul, de el,emente (þo)i:, construit þrin algoritrnul, d,escris,
conúerge. uniform cd.tre el,ementul, d.e ceea møi bunã. aþrox'imøre þo e M
þentru Í çi eo y' ao: llf - þrll.

Demonstralia acestei teoréme se face cu ajutorul a douä leme din [6],
valabile çi ln cazul problemei noastre.

I, e m a 7. Dacd. iteraliø nu, se terrnind d,uþd, h þøçi, ad,icd Þo =l þe
øtwnci sî,nt ød,eadløte urrnd.ioa,rel,e afi,rrnølii: ¿ t

(3) ù("(s¿'o+t) - þoþ¿,0+r)) : 8("f(sn,p+r) - þo+rþn,o*r)),

i : l, 2, ,.,, %.
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UN ALGORITHME POUR I,A DÉTERMINATION DE I,'ÉI.ÉMENî
DE I,A MEII,LEURE APPROXIMATION AVEC CONTRAINTES

RÉSUMÉ

Dans cette note on présent un algorithme de type Remes [1] pout
la détermination d.e l'élément d.e la meilleure approximatiol dans un problème
avec contraintes [2].

tll
t2l
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Primit la 2. l)(, 79'12.

t3l

t4l

t5l

t6l

Ìi,,
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Dernonstrøliø. teorerne,i l. Alirmafia, (8) ne aratâ.á" þu:.esl,e rtn element
de cea mai bunä aproximare pentru, / pe mullimea T fl So ln raport cu
funcliile Logi uo. Pe baza uniðitätii eiementulúi de cea mai'bunä þroxi-
tnare 12, Teorema 5.11 çi pe baza inegalitälii (5) obfinem a* 1êo penlru
orice å deoarece þoe M* adicâ eo y' e A eo.

Folosind, afirmafiile.(6) çi (Z) se deduce existenla unei constante B<0
astfel încît llþoll< B pentru orice å çi deci existä F a -M cu proprietatea
cä un subgir (þ*) ul çiiului (y'u) converge uniform citre þ. ';

Avlnd î4, vedere l-rema 2 obtinem inegalitatea: l

care implicä

,Þ+æ Þ-9o.. , lil *n wn 10

adicä" f e M çi linlnð, seama d.e unjcitatea elem ntului de cea mai bunä
aproximare þ:þ, ,.:,,,¡ 

;

, 4. Exemplgi 1+ lncheiergl qç.,dag cîleva e-xemple- penlru;

y's, seS,

s Resttictü Obsetvafü

[0, 1] T s ! 0,725 Dat greçit în [6]

t0, tl 1 (0,5)
u(0,5)

: 0,7: 0,71
sf0,2

t0,11 U {2} r(0,5) : 0;7
u(0,5) - 0,7r
u(2) : r,3

0,4 s f 0,5

t0, ll 1 (0,5)
u(0,5)

: 0,7
: 0,71

2,171526s2 -
-3,90341 s'?f
12,7319 s Í
+0,04847

Din [6]


