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ASUPRA UNOR METODE ITERATIVE PENTRU
REZOLVAREA ECUATIILOR OPERATIONALE
NELINIARE

de

A. DIACONU si I. PAVALOIU
(Cluj)

fn lucrarea [13] s. uvm a studiat un procedeu iterativ de rezolvare
a ecuafiilor operafionale, in care odatd cu constructia iteratiilor succesive
se considerd un sir de operatori in asa fel ales, incit elementele sale sd apro-
ximeze succesiv inversul unui operator dat.

1. Fie
(1) P(x) = 6

o ecuafie operationald unde P: X »Y; X, ¥ spatii Banach. Pentru rezol-
varea ecuafiei (1) S. Ul'm considerd urmitorul procedeu iterativ, [13]
(2) Xnt1 = Xy — 4, P(xn)

A”+1 = A”(2E — P'(x,,+1)A,,), n = O, 1, Siehey

unde A,:Y — X este un operator liniar arbitrar, E operatorul identic al
spatiului ¥ si P'(x) este derivata Fréchét a operatorului P in punctul x.

Rezultatele stabilite de citre 8. Ul'm se bazeazd pe ipoteza cd ecuatia
{1) admite o solujie x*.

Tn lucrarea de fatd vom studia convergenfa procedeului iterativ (2),
fara ipoteza existentei solufiei ecuatiei (1). Teorema care va urma va stabili
atit convergenfa procedeului (2) catre solufia ecuatiei (1) cit $i existenfa
solufiei ecuatiei (1). Rezultatul stabilit de citre noi nu este comparabil
cu rezultatul lui S, Ul'm dar ipotezele pe care noi le vom admite par sd
fie mai pujin restrictive decit cele ale lui S. Ul'm.

Rezult atul obfinut de noi se exprimé in urmétoarea:
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TEOREMA 1. Dacd in sfera S = {x|||x — %o|| = 7} sint indeplinite con-
digiile : '

-1) Operatorul P admite derivate in sens Fréchél pind la ordinul 2 inclusiv,
derivata de ovdinul 1 a operatorului P admite un invers marginit, adicd pentru
orce 2 &S |[[P'(%)] < B < + o051 |[P'(%)|| =M < + oo,

2) Elementul initial %o, operatorul initial A, si constantele B st M satisfac
condifia: . o~ ndy ar g
t. max: {2M B*||P(%,)||, ||E-= P (xo)A‘:o‘”}?’§~;\d; SRFLT

unde

d<1lgsir= i

" swBa = @y P gime o 0<e<,

atunct an loc wrmdtoarele proprietifs :

1) Sirurile (x,)m—0, (An)u=o sint comvergente.
2) Ecuatia (1) admite solupia x* & S care se poate obtine ca Limitd a
strului (%,)5- genérat de (2) si

A% =1lim A, = [P'(x%)]-1,

H— 0

3) Au loc urmdioarele inegalitdji ;

art
ok _
(3) ”xﬂ ¥ “ EQM’B(I _ dpu(p_”) ] n OJ 1;
Ba?"(3 = q) _
(4) ”A”—A*“ég—(l__d:b’le)_)’ n=201, ...

Demonstragie. Pentru inceput urmirim si . ardtdm cd pentru

orice
n=20,1, ... au loc' urmitoarele proprietiti:

a) x, 5.

n = 2B P(x)]| < 0,8 < L o™

%= lIE = Plla)d, < p,a" <o,

o
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unde (0,),-0 5i (,)u0 sint generate de relafiile de recurentd’: - /i

O = 04 O,

i

Hut1 = (IJ"H + 2811)21

unde Oy = wy = é
c) 14,]| =< 2B.

Propriet#ile a)—b) sint verificate pentru n = 0 prin ipotezd. Riamine si

ardtim ci ||4,|] =< 2B. Intr-adevir
Aol = I[P (%) ]~ + 4y — [P(xo) ]| <=

< I[P (x) 1M (1 4 |1E — P'(x0)4,|)) = B (1 +=d) <2B.

Presupunem cd proprietdtile a)—c) au loc pentru » =0,1, ...,k
si le vom demonstra pentru # =% 4 1 LR e

Demonstrdm proprietatea a). Avem:

k k %
[|#h41 — ]| =< ;) %41 — %] =< Z 14;]] - |P(%)]| < 2B E I|1P(x)| =

1 2t d _ a_ k1
< = — (1 4 d¢—1 4~ gp*—1 ar <
=25 18/ B2 ;) a 9MB( + T + + )

(14 @1 @=0p )= 2

d e

< ouB oMB(1—al™ ")

in raf:inorna%entﬁl de ‘mai sus ne-am ‘f‘o'losit de inegdlitétile evidente
p—=1)==p—1 i=01,...,

deci Xr41 S S. : ;

Pentru a demonstra proprietatea b) se stabilesc urmitoarele inega-

litdti:
M , .

(5) IP@)ll < 5 14PN P12 + WP - IIE — Pr(m)dll,

6) NE — P'(#n1)A4ll < (1B — Piw) 4,11 4 M| AL PP (%)]])2
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Intr-adevir :

PGl < (1P () — Plr) — ZC8 (s — )] +
+ 11P() + P'() (aarr — | S A=y — e
F11P(5) — P'(3) A, P 5 14 PIP@)IE + IPE)IIE — P'lx)d,l,

unde am tinut cont de faptul cd £ =, + 0(x — x,), 0 <0 < 1 si
deoarece x, &S, %4, & S este evident ci'si £, & S. Cu aceasta inegali-
tatea (5) este demonstrati.

Pentru (6) avem:

NE — P'(%11) Apsll = IE — P'(%441) A,2E — P'(x551)4,)]| =
= IE — 2P(xn1) 4, + (P'(%141) 4| < ||E — P'(meg) 4,|1F <
< (1B — P(w) Ayl + [1P"EDI] 1tnen — | - (14,02 <
= (1B — P'(m,) A4ll -+ M| AP [))2,
deoarece §i aici ca mai sus &, & S.

Inmultind ambii membrii ai inegalitatii (5) cu 2MB si tinind cont
ca ||4,]| < 2B din (5) si (6), folosind notatiile introduse obfinem :

(7) {Pk+1 = p% + Pr 8k
ki1 = (85 + 2p,)%

Tinind cont de ipotezele inducfiei avem urmitoarele inegalititi :

1

pkg edekg —E_)_ dpk!

Skgl’«kdzkééd?k'

Din inegalitatile (7) si (8) deducem:

a1 == (02 4 6, ) d2F! = 0,4, a2
8k+1 = (P'k + 2 ek)z = Bk 1 d2k+1:
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unde am notat:
Bpp1 = 6% + B,p,

a1 = (ig -+ 26,)2
Ardtim cid:

B+ _ k1 1 B+l ght1 1
0511 @2 4 <'§' $i g d?F p+<§'

intr-adevir deoarece

b 2
At - pht1 (dzk"'z'i’k)
avem :
gh_ 2 k2 gk Pk ok D yk
0ry1 @l =gkt (ekd 4 ) +(ekd ; (de ; ),

b 2
. dzk+1—pk+1 - (“'kd 2 + 2 ekd
Din (8) rezulti:

1 k_ ok 1 k_ ok
9k§§dp i b= @7,

_

9
avem atunci:

9k+1 d2k+l_9k+l égil (d2_1’)?k S _2_ <

1
—
81 9

k41 k41
gy 42T

9 (2-r\0*
- 5 @) <

1
= s
Rezulti imediat ca:

Pri1 = By q a2 % ar

k41 1 okl
8k+1§“‘k+ldz+§'9_dp+'

ceeace demonstreazi proprietatea b).

in cele ce urmeazi ariitim ci are loc proprietatea c).
Intr-adevir:

lAweall = P (%440) 17 + Apr — [P'(main) 7Y <
S NP G+ IE ~ Pla)dnl) < B(1+ 5 @) < 2B.
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_ Prin urmare proprietitile a), b), c) sint adevirate pentru orice n =
=01, ...

Vom demonstra cid siral (x,),-, este fundamental

nt+m—1 ntm—1

i = 5l S 35 Nlwis — wll = 25 144l] - 1| Pl <

ntm—1 "

1 i at Rl . —1_,n
<2B ar' = 14 geti=»" A T T
= 18MB“;=2,. 9MB( T + et ) <
< & [+ d?”(l’—l)z_{_ . "_}_ (dp»(p;i'))m—lj < 2" .
9MB 9MB(1 — at" =1
Ne-am folosit de faptul ci pentru orice 1 =1, ..., m — 1

PP = NG T AL T D) i — 1),
deoarece p > 1. -

Din faptul cd 4 < 1, rezultid ci sirul’(x,)5_, este fundamental, spatiul
X fiind complet, el va fi §i convergent. Fie x* limita acestui sir.
Din faptul ci: ;
" ,
9MB(1 — a?"® =1y’

[ Hngm — %] < n,m=20,1, ...

facind m — oo obfinem:
. #

ar.
Ha* — )l < -

it Pl o gy 800, 1, o0
OMB(1—at #— 1)

prin urmare inegalitétile (3) Pentru # = 0, rezultd

P
x* — x < — .,
I — xall £ e

prin urmare x* & S .
Din inegalitdtile b) rezultd lim ||P(#,)|| = 0, de unde inind cont de
#H— 00

continujtatea lui P: rezultd P(x*) =0, prin urmare x* este solutie a
ecuatiei (1). o
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Deoarece x*& S, va exista operatorul -[P’(x*)]=! notat.cu 4%*. Avem :

< BIIE — P'(¢*)4,]| < B(IE — P'(x)4,1| + IIP'(x*) — P'(x,)]] [|4,]) <
< B3, + 2MB|lx* — 5,)), unde ||P/(x%) — P'(s) ISP ()| 17—, <

< M|x* — x,l,

[y =AX|] = I[P'(#¥%) ] = A4,|| = ||[P"(#%)]-1 — [P'(«*) ] [P"(x*)]4,]| <

deoarece 9 = x, 4+ 0(x* — x,), 0 < 6 < 1 aparfine sferei S.
Rezultd- deci cd: 4, —> A% si: 1 Mo (1) g

[T

”A* . A ” - .Htlpufs — (EP"(!"_”)
La '_ b T AN n ;é

o(1 — a?"t= 1)

care sint chiar inegalititile (4). Cu aceasta téorema este demonstrati.

2. In cele de mai sus s-a ficut ipoteza ci operatorul P admite derivate
Fréchet pina la ordinul 2 inclusiv. In continuare vom inlocui aceastd ipotezi
prin una mult mai generald aceea ci P admite diferente divizate pini la
ordinul 2 inclusiv. ; ,

Notiunea de diferenjd divizati pe un spafiu abstract se presupune
cunoscutd [5], [9], [11], [12] =~

Pentru rezolvarea ecuafiei operafionale (1) considerim urmitoaréa
metodd iterativi:

9 Xnt1 = X, — AnP(xn)

©) Apir = A, (2E — [x,, %,41; P]A4,); =201, ...,

unde %, este un punct arbitrar al spafiului X, iar 4,:Y - X dn operator

linjar arbitrar. Prin [x, y; P]: X - Y s-a notat diferenfa divizati

de ordinul 1 a operatornlui P pe punctele % y. Se va nota cu

[%,9, 2, P]: X - (X - Y) diferenta divizati de ordinul 2 a operatorului P.
Relativ la ecuafia operafionald (1) si metoda iterativd (9) avem urmi-

torul rezultat.

TEOREMA 2. Dacd tn sfera S = {x , (1% — %o|| < 7} sint indeplinite con-
digiile :

1) Operatorul P adwmite diferente divizate pind la ovdinul 2 inclusiv,
diferenfa divizatd de ordinul 1 admate invers §i ||[x, y; P]Y| <X B < +oc,

pentru ovice x,y &S i ||[x, y, 2; P]|| < M < + oo, pentru ovice %,7y,
g S.

2) Operatorul initial A, este mdrginit 51 ||4,|] < 2B.
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3) Simt satisfdcute inegalitiile :

max {4 MEH Pl LVABTET, IE — [xo 25 PlAd} = 2d,

unde d <1 §i v =

d 1 5
——————, cu}b:_i_
18MB(1 — a?~1) 2

V5—=1
T
Atunct :

1) Strurile (%,)az0 §t (A,)ne0 Sint convergente.

2) Ecuatia (1) admite solugia x* & S ce se poate obfine ca limitd a sirului

(%,)n=0 generat de (9).

3) Limita siruiui de operatori(A,)n-o este i limita sirului de operator;
(% Zns1; P1 Wao. ([%,, %ni1; P]7Y existd pentru ovicem =0, 1, ...,
deoarece dupd cum va rveiesi dim demonstvafie, x, & S pentru om’ce
n=20,1,...).

4) Au loc inegalitifile:

"1

[[2* — %,|| =
T sMBR — at"-Y)

st

n
_ 2B n—1 34?
A — A 1< |2de" 4 —22 |
|| n” =7 ' “dp”m—.l,)

Demonstragie. La fel ca in demonstratia teoremei 1 vom ardta ci au
loc urmétoarele proprietédi:

a) x,,es n=01
by) e _4MBZ|]P( 5)|= B”d“ngéd.ﬁ”; 8- =107 L

be) 8, = |IE — [t %, Pl Swd < 2am ™ n=0,1, ...,

unde (0,)n-0 si (1,)n-o sint generate de relafiile de recurenjd:

Bupy = 02 d* =14 6,0,y + 0,p,d% "1
Pnt1 = ((J-'n dﬂ"_a”"'"l + 0” d =1 - en—ﬂl)zv
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cu 6= 0, =p, = %;iér sirarile (&)70 §i (B,)7_o sint generite de rela-

tiile de recurenid:

‘ﬁn+l = 20(”_1

a”-}-l.‘: a’n + Op—1

cuoag=1a,=2, B;=1
¢) |4,|l£2B; n=1,2, ....
Ca in demonstratla teoremei 1, vom f01051 metoda 1nduct1e1 mate-

matice.

. Proprietdtile a), b,), c), smt ver1f1cate prm 1potezele teoreme1 pentru
n =0, iar b;) pentru no=1.

Presupunem c#i proprietatile a)-’—c)-fsint adevirate pentru #n <k si
vrem sd le demonstrdm pentru #n = £ + 1. _ |

Pentiu proprietatea a) avem: = ¢ it
Bl i
12001 — %ol = 20 Wi — 2l < 23 [14U] - (IP@)I =
Coa= E i=

vk .
2B P(x)|<2B L1 3> ' =
= ZH =2 Frey MBz,Eod

__a
18M B

+d”"‘)<r- a

(1+ a4 d"”“ + . BB —
180 B(1 — a?~ 1)

)

deoarece i(p — 1) =< p* —'1. Deci xppy & S

" Pentru proprietifile by) si by) stabilim inegalitafile

(10) [P (i)l = MIAL P (1A, NP@E) + (1Asill 1P(re-)l]) +
F IPEI IE = [%-s, %, P14,

(1) NE =[5 oes Placall=

= {IE = [%ar1, 25 P 3 M1 1P+ 1 Aa-all 1P (Fe- o))
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intr-adevar folosmd formula de 1nterpolare a lui N ewton in spatii abstracte
avem :

NP )] < 1P (H41) — P(%,) — [Fagr, %5 Pl(Fnrr — 5,)|| +
+ 1P + [Hsr, %5 Pl(%asr — )|l < | [#at1, % %1 Pl X

X %41 — Ml %001 — Zaall + [1P(%) + [%h-1, %, ; PT(%py1 — %)

Din ipoteza inductiei rezulti :

1P @es )|l < MU PN LA P @) A+ (Al [|P(5-0)1]) +
T N1P(x )II HE — [xk b P]Akll

De aéelﬂéﬁéa:
IE— % %1115 P14l S || = 20xy, a1 s P1AH([5 2ars's PIAJY <
G SUE = (% % PIAJE S IE = (2o, 2,5 P14 +
+ %o, % P — [, ka:?PJH"nAkl|}2s {IE = [x,,. Thot; P]A,,H +

de unde pe baza ipotezelor inductiei rezulti (11).

Pe baza notatiilor introduse Intr-un mod analog ca in cazul demonstra-
fiei teoremei 1 obtinem sistemul de inegalitdfi recurente :

(12) ka+1 = Pk + PrPr—1 —h Pksk :
l8k+1 (3 + e, + pr-1)%
Din ipoteza inductiei avem
or = 0,d%, Pro1= ekf“l:?‘k:lz? 3 g}"kdak:

unde 0, 6,_,, p, si o, «,_;, B, sint numere cunoscute. Din inegalitatile (12)
deducem : ML TS (gt i ft=dinpes s

Ohr1 = 03d™ 4 0 Oy d T %1 ekukd“kﬂka; 0, 1d%+1
Opp1 = (P-kd + 0,d% + ekv—!‘:.dék_‘l)'z = V‘k+1dak+l'
Se observi ci trebuie si avem:
%qr=min {20, a, + a1, o, + By}

Br= 2 min {og, By, o1}

FE— T
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Aritim prin inductie cd are loc inegalitatea dubld:
(13) =B =o_q;5=12,.

Pentru s = 1, inegalitatea este evidentd. Presupunem céd ea are loc pentru

s=1,2, ..., ¢t Avem atunci:
20(, = 2a, = > 2oct 1
o, + oy = 2ot 1>°‘t 1+Bt 1
a + B =20 =20y = a1 + oy
de unde: b e

min {2, oy + oy 0 + B} = 2 min {a, By, @_) =
= ﬁlin {-2%-1» 01+ oy_p, 0y -+ B:—l},
deci :
o = Bt+1 = oc,, . ‘
prin urmare inegalitatea dubld (13) are loc pentru orice s =1, 2,
Atunci din expresiile lul W1 1 Baea Tezultd :

{ Uppr = % + %
1B = 205

Observdm atunci cd 6, +1 §1 g smt dat1 de relatiile:
Oppr = ezdak—“k ! + 0 6k+1 + ekMkdﬁk =
MBprr = (P‘kdﬂk%fl—uk_l + ekdakf'ak_-l + 0,_1)%

Demonstrim acum cd dacd p este un numdr, pozitiv care satisface ipote-
zele teoremei, atunci au loc inegalitafile :

5 o _pk+1 1 < _..pk 1
ey 040 3 Wl BT <3

i ,‘g !

Intr-adevir:

oy

__j,k-l»l

0y 2d 0t — (03d -1 4 0,01 + Bypyd® 1) drera

.“'k+1dak+']:_ﬁk al (pdkdﬁk‘—ak_l + e;dukf=dkf11 _}_eka dﬁk+1—?k o
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12

Din ipoteza inductiei avem :

»

1 _ , 3 —
b1 < ;dp"‘l B, 0, < %dﬁ T, Wy < Qidl’k e,
de unde rezults :

ek+ld%+l_4,k+1 < 1 (duk_j,k+1+ 2d?k+i,k—l_pk+l)
81

si
_ph a - ‘
Pppadista™? <8i1 (dek By et 1_“k—1)2dﬂk+1_1’k =

= (4" a2 g g

>

de unde observindu-se c§ dac P e] 1, L +2V5 [ toti exponentii ce inter-

vin fiind pozitivi rezulti c :

—_pk+1 3 1
0 1‘d°‘k+1 ? < — << =
S 81 "9
R Ty S '-
dﬁk+l p < —_—=
a1 81 9’ '

de unde:

1 .+t
Pl 0k+1d°‘k+1 < Py g
1 k
Ot S pdih < - a”,

deci proprietitile b,), by) sint adevirate si pentru # — % + 1.
Pentru relatia c) avem: .

Hdrsall = 1%, %pr; P12+ Arpr — [%, %45 P17 <
= [llow, %asrs PI-Y|(1 + ||E — [ %apr; PlAgyd]]) < |

<B(1+4 ) < B (1 +§d"")<%"3<23.

Prin urmare am demonstrat prin inductie ci relatiile a), b

N - ), ¢) sint
adevidrate pentru orice # = 0, 1, ... dar b,)

pentru orice n =1, 2

) e .
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Avem atunci:

ntm—1 #-tm—1

wim = 2l = 25 N — wll = 25 (14 IP()]] <

ntm—1 . "
1 3 av p”“—p" ﬁn+m—l_p”
ar < 1+4 e+ d <
< 2B 36M B2 .; e 18MB( + + + )
17 q - ]
at " " (p—1))"—1 il
1-+4 e+ (d ) L)<
= 18 MB [T+ + + + ]

18MB(1 — g"(b~")

Deoarece d < 1 rezultd cd (x,)p_¢este fundamental deci si convergent.
Dacd m — oo obtinem ;

L

ar

lJa* — 2] < ;
T smp _ ")

n=201,..

si in plus pentru # = 0

d
¥ _—_—

1 xoll = IBMB(1 — ¢~ )
deci x* & S. ‘

Din faptul cd lim ||P(x,)|| = 0 si din continuitatea lui P rezulti ci:
P(x*) = 0 deci x*”;sotoe solutie a ecuatiei (1).

Ardtam ci sirul de operatori (4,)so definit de (9) este convergent.
Avem :

i1 — Ail| = [|4;2E — [x;, %41 Pld) — 4]l <
- . , 28 i—1 ‘

S AL IE — [ 500 PIAI S 2B, + o+ pir) <22 27" 4 ).

Deci :
n--m—1 (- #n4m—1 Con4m—1 )

_2B i1 ¢
Mon = 4l <20 Ndis — Al =222 5 27 4%

1=n

) "
2B pr—1 phtm—1 J ar
: [ + T

de unde se observad ci sirul (4,)2.este fundamental. Deoarece Qa'cé’t XY
sint spafii Banach si (Y, X)* (spatiul aplicatiilor liniare si continue defi-
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nite pe Y cu valori in X, este spatiu Banach. Cum 4, (Y, X)* pentru
orice # = 0, 1, ... deci sirul (4,);_ este convergent. Fie A* limita girului
A,. Avem: ‘ i

pu—l
: 9 1= (p—1)

Vom arita cd gi sirul ([#,; #%,.1; P]7Y4-1 este convergent si: converge
tot citre 4*. Avem: v

|4, — [9?”, %up1s P172| <= [t#ss #ppas P17 E — [%,, %415 P) Af{” <
< ),

Deci: ‘ .

4% — (5 mas PIT [ 4% — A, 4 |4, — (5, %05 P17 <

2B n— n
<|[4* — 4, + = (227" @)
de unde rezultd cd existd limita sirului ([x,, x, ., ; P] 1) si aceastd limitd
este A*. s ‘
Cu aceasta teorema este demonstrati. iy 3

- 3..Ca mai sus vom presupune ci P admite diferente divizate pina
la ordinul 2 inclusiv. Vom considera pentru rezolvarea ecuatiei ‘operationale
(1) urmitoarea metod4 iterativa : [61, [7], [4], [13] . fuy pi

»{;“; — %, — 4,P(x,)

14 i rewey
( ) An+1 = A’,(ZE— [x,n+1, Q(xw[—l); P] A") : -.||_~-_3-,_: e 0* ], =8

L

. . : |

an g : ;
unde %, este un punct arbitrar al spatiului X, 44: Y — X este un operator
linear arbitrat, iar QX ~ X este un operator iterativ atasat lui P, adici

un operator ce admite ca §i punct fix orice solufie a ecuafiei (1).

Se stabileste urmditorul rezultat :

TEOREMA 3. Dacd in “sfera 'S = {x|||x — x|| < 7} sint indeplinite
conditiile : & - b . " '

1) Operatorul P admite diferenfe divizate la ovdinul 2 inclusiv, dife-
venfa divizatd de ordinul 1 admite invers si [|[x, y; P]71|<<B < + oo
pentru ovice %, y & S st [|[[%, 9, 2; Pl|| = M < oo pentru orice
x, 9 2 g 5.

2) Operatorul Q. satisface conditile ||Q(%) — Q) ||<L ||x —y || pentru

o7 S. =1t

orice %,y & S; |7 — Q) || < || P(x)|| pentru orice % =
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3) Sint indeplinite conditiile :

max {ZMB2B + o)||P(x,)ll, I|IE = [%0, Q(%0) ; Pl4all} < ¢d,

unde
P B B 8 T T, A T !
o
OMB(2B + o) = ME2B + o)(i —d® >
1 , 1+ L.
) o6 = 5.
1+ a} - 2B4a v

i 1, P2

. (1
¢C = min:;—:
12

unde p =2 — ¢, 0 <e<L

Atunce :

o

1) Sivurile (%) §5 (A,)5o0 sint convergente.’ i

2) Ecuatia:(1) admite solufia x* &S ce se poate ob;_tline‘,:gauﬁmitgi a strului
(x,)%_0 gemerat de (14) 51
Lo Ar=limd, =[x, 0(a%); P17 = [P/(e9)]

=00

3) Au loc inegalitipile :

p”
o n=201, ...

* . < !
5% ~ %)l S —

51
' 2Bl + L) , n=01, ...
(2B + a)(1 — dP"(P=1)

4% — 4, < Béd”"[l +

- Demonstragie. Casi la teoremele precedente vom arita félo@nd Umetod;a.
inducfiei matematice ci pentru orice # =0, 1, ... au loc urmitoarele
proprietati :

a) %, &S, Q(x,) S, n=20,1,...,

‘0, = 2MB(@2B + o)||P(%,)|| < 6, " =<cd"
[ su = ”E - ‘l[x.m Q(xn) ; P]I4ﬂ”g Wn d2 = Cdp‘- ,

b)

unde (0,)70 5i (w,)a—o sint generate de relafiile de recurgnté:

-

{ en+1 = elzt + enp'n
o = (i + @'0,)%; n=0,1,.
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cu Op=¢, py=c

<) |14,/ < 2B, n=01,...

Din ipotezele teoremei desprindem 20 S S, pg= 04d =

- cd, 8, << =
Pentru a arita Q(x,) & S se calculeazi : 05 wod = cd.

110(%) — )| << « || P p MHPICEAN |
(%o) — %ol << « || (xo)|l§2MB(2B+a)<r,

deci Q(x,) & S. De asemenea :

NAoll = (I, Q(xo) ; P11+ 4, — (%0, Q(%0) ; PI7Y| <
= I|[%o, Q(xy) ; P11 + E — [, Q) ; Pl4,) §2B.
Prin urmare proprietitile a)—d)

cd ele sint adevirate pentru # = 0, 1,
ele sint adevirate pentru » = % + 1

au loc pentru # = 0. Presupunem
Joo, ko Ardtim cd in aceste ipoteze

Pentru proprietatea a) avem:

& 3
1941 = 2oll < 25 M1z — 2l = 20 1144 1P| <

< 9B cd ap—1 pk—1

. 2MB(ZB+a)(1+d Torhdid) S
San  cd p~1 kp—1) cd
:M(2B+a)'(1+d + ... +4d + .. < <.

M@2B + o)1 — ¢*~ )

De asemenes:

[1Q(%y 1) — Zol| = [1Q(%341) — Topall + (15,00 — %] =

= a|P(x )] + %41 — 2o]) < xcd o
2MB(@2B + @) M©2B + o) (1 — a?7Y)

: acd + ed
2MB(@2B + «) = M(@2B + a)(1 — a7}

= 7.

Deci: x,,;, € S, Qx) &S
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Pentru demonstrarea proprietdfilor b) si c) se stabilesc inegalititile :

P(%p )] =< MUALNAN )P PP (x| - 1E — [% Q) ; P14,
NE — [%p40 Q(¥41) s PlAnll S {I1E — [%, Q%) 5 P14,]| +
+ M(1 + L)|[4,]] [|[P(x,)][}?

Aceste inegalitédfi se stabilesc intr-un mod cu totul analog ca in cazul teo-
remelor 1—2. Bazindu-ne pe ||4,|] = 2B si cu notafiile introduse ajungem la

Pett = Pk + ede
Op1 = (8, + a'py)?,
1+ L

unde o' = .
2B + «

Din aceste inegalitdfi recurente intr-o manieri absolut analoagi cu
demonstratia teoremei 1 rezultd ci:

k1 k41
ppir S Opd” | =< cd’

ok1-1 pk+1
Sl =t Zoed

unde p este un numir pozitiv oricit de aproapiat de 2.
Proprietatea d) rezulti analog cu cazul teoremelor 1)—2).
Bazindu-ne pe proprietdtile a)—d) rezultd ci:

od?”

% — %l = '
nrm & M(ZB + OL) (1 . d?”(?"'l))

de unde rezultd ci sirul (v,),-, este fundamental deci $i convergent
citre x* care va fi i solufia ecuatiei (1). Aceasta ca In cazul teoremelor
precedente rezultd din faptul ci lim P(x) = 0 si din continuitatea lui P.

#—Co

Eroarea cu care %, il aproximeazi pe x* este datd de inegalitatea:

cdp”

6% — xll < " :
M@2B + o)y — a?"? 1)

de unde rezulti ci

cd

% — x|l =
l ol = M@B + o) (1 — a1

<7,

deci x* g S.
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Pentru stabilirea convergentei sirului (4,)7, avem inegalitatea :

%, Q@) s PI7t — A< I[#*, Q@*); PIYIE — [x%, Q(*); P1A,|l<
= BUE —[%, Q(x.); P1AN+ %, Q%) P]— (% Q@*); Pl 4,h<=
=B, + (I, @), Q%) PIIQE) — Q) 14,1} +
Al 2%, Q@) Pllllle, — 2% - (|4,]} =
=B{5, + M(L + 1) 2B|lx* — x,]},

de unde se observi cj :

lim [|[x*, Q(x*); P]71—A4,||=0

de unde rezultd cd sirul de operatori (A,); o este convergent si are ca limiti
pe [x*, Q(x*); P]7! = [P’(x*)]7%. Inlocuind |jx* — %,|| cu majoranta cu-
noscutd se obtine eroarea cu care 4, 1l aproximeazi pe [#*, Qx*); P!
care este data de inegalitatea :

l4* — 4,]| < Bed®" [1 nkaes o 123(u ) )
2B + a)(1 — " =)

Cu aceasta teorema este demonstrati.

SUR QUELQUES METHODES ITELRATIVES POUR
LA RESOLUTION DES EQUATIONS OPLERATIONNELLES
NON-LINEAIRES

RESUME

Dans cette note nous considérons I"équation opérationnelle P(x)=0
ot P:X Y est un opérateur non-linéaire; X, Y étant des espaces de
Banach et en partant du résultat de s vrn [13] nous nous proposons
d’étudier la convergence et la vitesse de convergence des méthodes

Xpp1=%, — A, P(x,); n=0,1,... ott la suite (A)e=0,4,:Y - X est don-
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née par la relation de récurrence 4,,, = A,(2E — B,4,) ot B, est res-
pectivement

P’(xn+1)’ [xﬁ’ xn+1; P] ou [xn+11 Q(xn+1); P]'

Q est un opérateur jtératif associé 4 P. On démontre que 'ordre de con-

l—I_vs_—e et
2

vergence de ces trois méthodes est respectivement 2 — e,

2 —e, £>0 étant arbitrairement petit.
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