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ASUPRA UNOR METODD ITËRATIVE PENTRU
REZOI,VAREA ECUATIILOR OPERATIONAI,E

NELINIARE
d.e

A. DTACONU çi r' PÄvÀrroru
(clúj)

rocedeu iterativ de rezolvare

a nstruclia iteratiilor succesive

se lnclt elementele sale sä aPro-

xi
1. Fie

(l) P(x) :0

,o ecuatie operationalä unde P: X +Y i X, Y spatii Banach' Pentru rezol-

;;;äilit"t Tit .S, Úi ttr 
"ortiderä 

'urmätor-ul'procedeu iterativ, p3l

(2)
!Çn+r : x, - A, P(xn)

An+t : A^(28 - P'(xn¡r)An), tt' :0, l,

Rezult atul oblinut de noi se exprimä în urmätoarea
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unde (O")f,:o çi (p,)Lo sînt generate de. relaliile de recuren!är: 
"' 

,, , i ,

: .,. , .,'9,*r-01;,f 0,¡r,

unde

le"¿¡:¡¡
lll'll<

ll,4oll : ll[P'(zo)] 1 i Ao - lP'(øJl-'ll < :;1;

).,".

- Presupunem cä proprietälilç a)-g) au 19c pentrt 7.t,,

çi le vom demonstra pentru n : h I 1' i

Demonsträm proprietatea a,). Avem: ,,.

h

Ilxo+, - xoll 1 Ð
t=9

<28 I
IgM82 Di:0 9MB

d<_
9MB

(l + de-, + dz(þ-t).+

1n rationamentult&.
ff+

. :,,,
de'mai sus ne-am ,folosit de inegalitälile evidente

.Ì
i(þ - l) <þn - t, i:,0, 1, . . ,

deci ø¡..1 € S. '. ' , 
:

Pentru a d.emonstra proprietatea b) se stabilesc urmätoarele inega-
litäli :,

(5) llP(xo+,)ll = i llA ll,llp(xo)ll, I llp(xu) ll : ll¿ - p, (xo)A ll,

llB - P'(x¡*,)Aoll < (llE - P!(xn|Anll l,MllA¡ll,llp(nþ)ll),.6)

Odii. i,'l'¡..ii,. ':,:: i j:'ì',.. a: 
'orÂçoNu':.çi',i....nav¡io¡¡1 .'.:;i,,;;¡ ...i:

i'; i;' ,,;:,. ,''. ,.,1 . ì I ,i ,,. ,.'.i .:. ii,ç¡il,:, .1

TEoREMA l. Dacà. î,n sferø s: {xlllr - xoll{r} sîntî,nd,eþlinite con-
d,iliil.e :

1) Oþeratorul, P ad,rnite
d,eriuatø d,e ord,inul, I ø oþera
orice x cS lllP'(x)J-f¡l<

^^,,r?)^Elt*entul, 
in'ilial, xo, oþerøtorut inilial, Ao;i constantele B çi M søtisføc

cond,l,tïa :
' I 

.'. : . , , - 
|

unde

i '.max: 
{2M BzllP(xo)ll, llÛ,,=. p,(xo)Aíjll S f,.a; 

,. ,.; 
r,i

: 1 .i i.

d < | îi r = ññ _A+,þ=?¡e cuoqeqt,

atunci øu loc urmãtoarele þroþrietãli
l) $iruril,e (F*)i:¡,, (A 

")i=o, 
sî,nt çonaergente.

2) Ecualiø ( L)' ad'rnite sol,uliø x*, Q S cøre ' se fíoate obline cø litnitd. ø

;irul,ui'(x)i-¡ genèrat d,e (2) çi '

A+ - lim An: lPt(x*)l-t
n1@

3) Au loc urmãtoarel,e
l.t, l: ,

!.:

(3)
'dþ" ' : ; "'

(4) uA" - A*ll < BaÞôp -_ d7

s (t - aø"to-tt¡ '
!" il

,,i ,

Demonstralie. Pentnt lnceput urmárim
m :0, l, . . . au loc urmätoarele propiietäli

qä a1ä!ám. cä pentru

','ø, € s.

p, : 2,4{BzllrP(,x)ll S O*dz" 
='! d{'

. ; 
' -t,

ù; - ll4 -., P,',(xo)Anll_< p, d,z" <|,d,0" , ,
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lntr-adevår :

llP(ro r,)ll <llP(xu*r) - P(xu) -'+(*u*, - xb)ll +

* llP(xn) + P'(xn) (xo+, - xnlll<E# llxur, - xoll, t

+ llP(xn) - P'(xo) Aop(xo)lt<{ Uesfllp(xo)ll, i llp(xe)ll llE - p,(xo)Aull,

unde am tinut^cont de laptul c\-40: xolï(xe¡t - xn),0 < 0 < 1 çideoaregs ,¡ € 9, r¿r r € S èste evideñt cä"gi €u'é 5. Cu "ãceasta inegalí-
tatea (5) este demonstratä.

Pentru (6) avem:

llE - P'(x¡+r) Aa+rll : llZ - P,(xo+r) Aþ(28 - p,(r¡¡1)Ao)ll :
: llE - 2P(xl,¡)Ao I (P'(xn+r) Au)r¡1< llÐ - p'(xe*1)Aull, (

s (llE - Pi(x)Aoll + llp"(Ei)ll lløo+, - %all . llAoll), =
< (llE - P'(xo) Aoll -t Mll Ahll,Up(xu)ll),,

deoarece çi aici ca mai sus 4í e S.

- .,1nmul!ild ambii_me.mb_1ii ai inegalitätii (5) cr 2MB çi linînd cont
cä llzaull <28 din (5) ti (6), folosind notã1iile'introduse ób1ír.em:
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unde am nof,at:

0¿+r:0?*0opu

l.r¿+r: kro+200),
A¡ätäm cä:

0p*, ¿zh+t -þh+r <
lntr-adevär deoarece

I
s19' (tp+, ilrþ+L - pn+r a I

I

avem

¿zhtt -ph+r :(o'r-+r1'

(uuo'u-îou)" +(uoo"u- "too) (*-o*-+ou) 
,

(*oo'o-* oo + zora'r-40)' .

0¡a-, flzh+r - þþ+t -

Vn+t dzþ+t -þþlt -
Din (8) rezútá":

or 
=+ 

dþh-rþ, *r=å dþto-zþ,

avem atunci:

0p¡1 flzþ+|-ÞÉ+1 < ! 1d-0,¡rb= å a *,

(7) P¿+r ( p? * p¿ àe

à¿1r((àuf2po)'
$a+, il'hrt - Pþ+r I

Rezultä imediat cä:

2u,
81 '

-þ)þo
I

]inînd cont de ipotezele inductiei avem urmätoarele inegalitä|i: P¿+r ( 0pa1 flzh+t if, Aou*' ,

ð¿+r 
-( 

(Ln¡1 ilzþ*r ' * Oou*t,

ceeace demonstreazâ proprietatea b).
1n cele ce urmeazä arâtâm cá are loc proprietatea c).
lntr-adevär:

llAn+rll : lllP'(xe¡t)l-'* An+, - [P'(r¿+r)]-tll S
Slll_P'(xo*,)l-'ll(1 + llE - p,(xe¡¡)A¿+,ll) SB(r + ior.,)

(8)

p¿10¿¿zb-=.l- ¿tþ,

8, ( u." d,rþ < 1 
d,pþ .

-9

Din inegalitâJlle (7) çi (8) deducem:

P¡+r S (0? * 0, Vo) d'o*' : 0n+, il'ort

ð¿+r S (Vo I 2 0r)z ¿zn+r : p.p¡1 ilzkl-t,

5 - Revistô cle analizå numericä çi teo¡ia aproximôiiei vol, 2, fasc. 1, 1923

< 28.
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Deoarece ø*G S, va exista operatonil.,lP'(xx)1-,t notat,cu l.*. Avem:

llA"-A*ll:lllPt(x*)f-r:A,ll:]ll'P'(x*)'l-'.- lP'(ry*)J-'[f.1ry*¡1A.ll,<
< BllE - P'(x*)A*ll< B(llE - Pt(x*)A,,ll * llP'(x*) - P,(x,)ll llA,ll) <
< B(ò, * 2UBllry! - *,ll), unde llP'(ø*) - P'(x,)llí'llP"('l)ll llxj-xrllí:

i Mllx* - x*ll,

deoarece I : frn + 0(x* - xn), 0 < 0 ( I aparline sferei S.

Rezultä deci cä : A*;.,24* çi: ,r\
fi1@

care sînt chiar inegalitâlile (a). cu aceasta teorema este demonstratä.

2. 1n cele de mai sus s-a fäcut 'toteza cä opetatorul P
Fréchet pînâla ordinul 2 inclusiv. 1 continuarJvom înlocu
pri+ ull mult mai generalä aceea cä P admite diferenle
ordinul 2 inclusiv.

No!i-un_1a_ a9^_ait_eg_er_rfä,_divizatä, pe un spaliu 'abstract 
,se presupune

cunoscutä 15l, 19l, llIl, [12]
Pentru rezolvarea ecualiei operalionale (1) consideräm urmätoarea

metodä iterativä:

/o\ l***r:xn-AnP(xn)\v'r IA**, : A*(28 - Lfi,, x*¡1i PfA^) ; n : 0,1, ...,

unde Y -> X dn operator
Tiniar diferenla iivjzatá.
de o Se ya nota cu
lx, y, 2 a operatorului p.

Relativ la ecualia operalionalä (1) çi metoda iterativä (9) avem urnrã-
toral rentliat,.

_ TEOREML 2. Døcã ôn sferø S : {"1 llx - xoll í-r} sônt înd,eþIinite con-
d,iliile :

_ ^ 1) ,P ad,mite d,ifeyenle d.,íuizøte þï,nd. tø oid,inut, 2 inclusia,
d,i,ferenl d,e ord.inul 7 ad.rnile inaers ;i-lllx, y; Pl*t¡¡<- B ( f o<',

þentru € S pi lllx, y, z; Plll l A < ¡-æ, þenìru orice x, y,
z€s.

2) Oþerøtorul, iniliø|, Ao este mãlginit f¿ llArll<28.

.llA* - A*ll< ,

¡
(
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^ 
P¡in urmare proprietätile a), b), c) sînt ad.evárate pentru orice'n ::0, 1, ...
Vom demonstra cä girú (x*)f:e este fundamental

îlm-

lltcn+-- xnll< D
t=t

llxr+, - xll = D lle,ll . llP(*,)ll1'
i+n-l

6

<23 --J- "*f*' 
oo' : # (l + dþ,+t-þ,' + . ., * d,p?*,,-r-0,) <ISMBZ

Ne-am folosit de faptul cä'pentru 'orice i,-:.1, , ..,,rn - |

þn+i - þ:þ"(þ,-.7)(pt-r,¡,þ,-, +... + þ + t) > ¿þ"(þ _ t),
deoarece þ>1. , :.1

Din faptul cá,.d, 11, rcztltá. cä. çir:u.l"(xn),f:e este fundamental, spaliul
X fiind complet, el va fi çi convergent. Fie x* limita acestui gir.

Din faptul cä: ' , l

llx"+* - x"ll <
gMB(l - ¿Þ'(Þ=r)¡

; n,!n:0, 1,...

< dþ"

9MB ll ¡ d,o"tt-,) + .. . | (dr"o-r)).-tj a oo",
gMB(l 

- ¿Þ"b-tl',

fäcînd ln + oo obtinem:
.r

llx* - xrll<, oo ..o,. -. , lt :0, l, . . .
9MB(l-¿Þ"t?-t)¡

..prin urmare inegalitälile (3). Pentru n :0, rez:u.ltä"

llx* - x,lllrMBl_A-¡,,

prin urmare øt € S

Din inegalitätile b) rez;iltá" limllP(x")ll :O,',de unde linlnd cont de

continuitatea. lui P. rezultá, P(x*) : 0, pdn urmare øf este splutie â.

ecuafiei (1).
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cu 00 - 0r : p, : * ; iái çirurile'(d))i:o çi (p,)f:o sînt generàtê de rela-

fiile de recurenfä:

þn+t : 2ún-t
dn+i: &n * d"r-¡,

' oti

ctl o(o : 1, dr : 2, þt: I

c) llA*llii2n; n : 1,,2,
i\

Ca în demonstralia teoremei 1, vom folosi metoda inducliei mate-
matice, : :,,j iì :

. Proprietälile a), bt), c), slnt verificate prin ipotezgle teoremei pentru
n :0, iar br) pentru n'- l.' ' '

Presupunem cä proprietälile a)-c).sînt adevärate perìtru n{h çi
vrem sä le demonsträm peï'tru m : h * ,1. , ,

Pent¡u proprietatea a) avem: r

È i 1".,:, .

., llxo+t - xoll ¡3,Ð llxl¡¡,-,

<28É lt 
"(r,)l 

l lzn..--L--_ ' f a" :Eo,

:+=fl ¡¿r-t ¡dþz-t + .. . + d,þo-r)<.: _--!-:/18¡4.8' ' - tSltrtal-dþ-r)'

deoarece i(þ - l) 
= þ; - 'i'. i)eci ,¿| e S

' Pentru propiietägilä tr) çi br¡ stabilim inegalitäfile

(10) llP(ro*')ll < MllA¡ll llP(øo)ll (ll'4oll llP(øo)ll * ll,a¿-,ll llP(ør_,)ll) *
l- llP(#A)ll 1lO :- ¡xo-r,':'xo, PlAoj)1,

il(ll) llE - lxo, x¡a1; PfA¡-tll<

{llE - lxo-r,, xn; PlAoll + MllAhll(llAhll' llP(øJll * ll,4o-'ll'llP(øo-')ll}.

6B

ç1.
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(

¿ÞnlÞ-r)

B

3) Sint søtisfö.cute inegalitãtile: ' ,

-"" {+ 
MBllP(xo)ll, 

+ l4V4lP("r)l-1, lla - lx,, xr; pll,11,} 
=+0,

uøde d,< 1 ti / : te,a#:F\, c;u, þ =+- E, 0 ( e (ry
Atwnci:

l) Çùurile (x,)i:o Çi (A")i:, sônt conaergente.

2) Ecuølda (l) admite soløli,ø ø* e S ce se þoøie obline cø'limitd a 9i'rwl'ui
(r,)i-o generøt d,e (9|.

3) Li,mitø çirul,wi d,e oþeratori(A")i-o este çi l,i*ní,tø çirwl,wi d,e oþerator¿

(lrn, x,+ti P)-t)i:o. (lxo, xn+ti Pf-r exôstd þentrw oricem: 0, l, ....,
d,eoørece dwþä cu?n aa, reiesi di'n d'ernonstrølie, xn a S þentrw orice
n:0, 1,...).

4) Au loc inegøl,ità.lil'e:

llx* - tc"ll.=
- ¿o"lo-t,l¡

Demonstrølit. I-r^ fel ca în demonstralia teoremei 1 vom aräta cä au
loc urmätoarele proprietâli :

a) tçtt.a S, n - 0, 1, .,., : j 
L

:

br) p, : 4MBzllP(x*)ll=0*d'on1 f,ar: t n :0, l, ...

br) 8,: llE - lxn-r, x,; P)A,ll<vdþ*4iOo*-'; n:0, 1, ...,

unde (0,)þo çi (p")f-s sînt generate, de relatiile de recurenfä:

0,11 à 01 dou-oo-r* 0n0n-r * 0*ltnilla-oo-t,

F¿+r: (¡tnd,g"-nn=r * 0ndon-nn;l * 0r-r)2, 
,

llA* - A,ll 
='ilruo"-' t ff^1
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Arätäm prin induclie cä are loc inegalitatea dublä:

(13) d"à þ, --Þ a,-r. j s:1,2,...'

Pentru s: 1, inegalitatea este evidentä. Presupunem cä ea are loc pentru
s : 1, 2, . , ., l. Avem atunci :

2%:2qr22qt-, .;

dt I q-t22q-r2 d¡',-1 * 9,-t

% * þr22þ,22u,-t2 a¿-1 * açz'

min {2ar, d.¿..* ür-t,.d, * 9;} 22 mir, {or, þ,, oc,-r} à
Þ min {2or-r,, ürt I o't-z, o^t-¡ * 9,-r},

deci

de unde

l: ... ì;
dr+tÞ 9,*t à *,,. 

, , ,,,, ,, i, ,

prin urmare inegalitatea dublä (13) are 1oc pentru orice s : 1,2, . .

Atunci din expresiile lui a;ar. $i þn+t te4Ttá.:

dh+r:- qa f (n-,
9¿+r : 2ap-v

Observäm atunci cä O¿ar li t a+t slnt dati de relafiile:

0¿+f : Tf;dfn-cn-t f 0o 0¿1r I ïo¡t od,gn- "*-'

llþ+t: (¡tod\n'{"a-t ¡ 0udun-",t-r + 0¿-r)'.

Demonstrám acum cä dacä þ este un numár, pozitiv care satisface ipote-
zele teoreméi, atunci au loc inegalitätile :

À'', 9onr,l.þ'-ou*', < f, , vu*rduu:-oo .,I
tÞ

ri

rj

i:
l)
i
ti
I

il
Ì,,

l,
ll

l.

ii

ii
li
:i

ti

I

i

ii

i
I

I

:'

lntr-adevär'
.;,'

8p*ril"n+r-Þh*t : 10f;d"0-no-' + 0u0¿-r * 0op.od,þn-"p-'¡ ¿np¡r-Þþ+r

v,n+ifn+\-þo = (rudèi--'u-, + 0todr*:on-, + 0uj, ilee+,-pþ.'

ù

(
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lntr-adev,-,{.r fofoslnd formula de interpolSre a lui Newton ln spa}ii abstracteavem: ':

llP(ø¿+,)ll 5;llp(xo+r) - p(*o) _ lxo+r, x6; pl(x*+r _ xn)ll *
+ llp@) -f lxnt-r, xel Pl(xe¡1- xo)ll s.lllrn+r, xþ, nþ_t; -Plll X

X llxo+t - xnll llxo+, - x*.tll * llP(xo) I Lxo-r, xo; Pl(xe¡1- %u)ll.

Din ipoteza inducliei ren:.7tä.:

llP(øu, ')ll s MllAnll p@)llfleol W@o)ll * lllo-'ll ll]'(øu-,)ll) *
, I llP(xn)ll llE - l*0,-,, nh; plAhll

.;i: ! ..i:1-r¡::j l-ì_;:

llE-lxo, xn t I P) Ae+rll < llE ' Zlxo, xn+t i ll Ao:ifixa, xe¡1|; pfLr)ril<
: ' r,,S ,llE : lfi¿, Tet; Pl Aoll' _< {llE - lLn-t,,xo,i pl ell + :

* llLtco-t, xo; P) - lxn,ßk+t;.PlllllAullj, < {llE , Lxø,xp¡; p)A;l +
-l llAolllll*o-r, %6, *h¡t; Plll(llr¿+¡+'xnll * ll*e.- xn-rlljr-

de unde pe cliei rezultä [l).
Pe baza, ntÍ-un mod analog ca în cazul d.emonstra_

tiei teoremei de inegalitaçi reãurente :-

{12)
I tu*, ( (8¿ + pþ + po-r)'.

Qin ipoteza inductiei aVerm: rì

pn{ 0od,"n, p¿_r S 0¿_ td,"!,-1:, \uS V"odþu,

ä:ff":h0¿-r, [¿¿ 9i ay, æn-¡, po sînt numere cur,roscute. Dininegalitágile(12)

p¿+r ( ïf,dz"n ¡ 0o\p-tdnn+nn-r { 0op.od,ap!9p.- I-n+rd,"a+,

t¿¡r S (vod\\+ \od"n ¡ 0r=ú"0-!), : ¡tt.uordøt+,.

Se observä cä trebuie sä avem:

dh+r: min {2æ0, æp * ap-t, 
"o I 

gol

9¿+r= 2 min {n* þ,0:,ø¿-1}; -

¡' ll, r ,

De asemenea:

,;i
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Din ipoteza inducliei avern:
Avem atunci:

0*-r ( !¿Þ¡-,-"0-', 0¡ ( !ûh-,n, tln{ !Ath-r-øn, llxn+. - tÇll= "Ë-'l 
lx,*, - xtll:-"f 'll,a,ll 

llp(,,)ll ç

< 2B #*-.8' æ' 
='; # (t ¡ ¿r'+t -r'l * t,t'n**,,n-, -oi .

de unde reztltä

0 n*rdo 
n + t - øo*' a ! (a"th - * +, 

+ 2doo 
-, ou - | 

- þh + | 
)

trt ¡ 
'di .þ 

^ 
+,- t' a J (2¿oo - n 

o -, + d,þo 
- t - o 

o _,), 
du u *,- þh :

: j(+a" *  dPo-' ¡ d2th-1-th),

dþn
9i ..1<

B(rt8M _ rl)

de unde observîndu-se cä dacä þ e
vin fiind pozitivi rezultâ cá.:

I t+ll toli exponenfii ce inter-

Deoarece d < I re'oltä. cá" (x,)f:¡este fundamental deci çi convergent.
Dacá rn -+ oo oblinem;

,t,

llx*-x,,ll=- +---r^i lL:0, 1,...
18MB(l - dP \P-'))

0

çi în plus pentru fl : O

0r*rdnn+r-Þn+l= x < 1

8tI

It¡¡1df*+r-Þo<9:1-81 g,

llx* - xoll {

de unde:

deci ø* € S.

Din faptul cá lim llP(x")ll : 0 çi din continuitatea lui p rezultä cä :
fl+æP(x*): 0 deci ø* este solutie a ecualiei (1).

Arätäm cä sirrrl de operatori (A,)i:s definit de (g) este convergent.Avem: '.Pr+r 
S ïo*rdn*+' a * Oou*'

ôr+rS *¡¡jlsn+,a*Oou,

deci proprietälile br), br) sînt adevärate çi pentru n: h I I
Pentru relalia c) avem l

llAt*, - A,ll : llAí28 - lx,, x¿¡1; pfA,) - A,ll =g lll,ll llt - lx,, x,._r; plAll<28(à, * p¡ * p,_,) S"l ear'-, + d,o,)

Deci:

llAn+ll: lllx¡, tc*+t, Pf-, * Aa+t - Lxo, xn+ti pl-rll S
S ll[a¿, n*ti p]-tll(l + llE _ þcn, xe¡1i plAe+,ll) <

<B(l*à¡+,) .r(t *+rtr).i9, <28.

llA-+, - A,,ll= Ð;' llAn*, - Atll 
= ï (

:2![2¿f'-' + d'"*'"-t + 3eI

il+m-l
dP'-t +

*+rn-l
dþo2 D Ð

dþ"

1 _ ¿Þt'(Þ-r

Prin urmar" 
"T, demonstrat prin inducfie cä relaliile a), b,), c) sintadevärate pentru orice n:0, t,:.:- il;î;i"p*"r'ä;ilu ,: 1,2,... de unde se observä cä

slnt spalii Banach çi
.Sitqt (Ar)i:oeste fundamental. Deoarece dacá, X,y
(y, X)* (spafiul aplicafiilor liniare çi continue defi-
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nite pe Y cu valori-în-X-, este.spafiu Banach, Cum A,, € (y, X)* pentru
orice,n:0, 1, ... deci çtú (A*)ff-o este convergent. Fie ,4* limita-çirului
A,,. Avem:

. llA* - A,ll=ff(tor,-'*:#j)

Vom arät1.cä çi çirul (ltçn; xn+r; P] ,l)L, es e convergent çi, converge
tot cätre .4*. Avem: .l

(2d0"-' + dþ")

Deci:

llA* - lx,, xn'+r;' pll-rli <'ll A)t - A,ll + llA, - lnn, 
'xn¡1; pl. ,ll <

<llA* - A*ll +'j (2d0"-t¡ d4,') , ;

de unde reztTtâ cä existä.limita çirului'.(tx,,,,xn*1; Pl-r)Lo çiaceastälimitä
este,4.*.

Cu aceasta teorema este demonstratä.
3. .Ca mai divizate oînä

ra ordinul 2 inc ei';pãi"1i"ããIä
(1) urrnätoarea , ,

. ! I , .iì:¡ ,: i' ,t; , i . : ,. : 
-

t1L\ t*,*' : x'n - A*P(x,,)
\"/ \A,+t : A,,(28 - lxn+t, Q-., . \'
ttnde øo este un punct arbitrar al sp
linear arbitrar,'iar Q:X + X este u
un operator ce admite ca çi punct

Se stabileçte urmätort7 rcz;ultat :

rEoREriÀ 3. Døcd. î.n ".sferø S = {rlllf - nll=r} sî,nt ônd"eþtinite
corcrli.lii.te : .

7) oþeratorwl' P acl,m,ite cl,iferenle d,iuizøte l,ø ord"inwr, 2 incl,wsia, elife-
renla cliuizøtd. d,e oyd,inul, I ød,mite inaers._ ç1. lll*, J, ; Pl-L ll< B ( * oo

þentru orice x, y.e S çi lll*, y, z; P)ll 
= 

M ( -|oo' þentru orice
x,Y, z e S.

2) Oþeratorwl, Q satisface condilüle llQ(r) - Qfu) ll = 
L ll x - rt ll bentru

orice x,.y € S; lln - Qþ)ll < llp(")ll þentru oìii,e" x e'5.

3) Sî'nt î'nd'eþl,inite cond'ilüle :

rnax {2MB(28 + æ)llP(øJ[t, llE .' [xo,Q@o)i PlAoll]1td,

l5

und,e

çi
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und,eþ-2- e,0<e<l
Atunci:

l) $iruìil'e (ù*)i=o çi (Ar)i:o 'sî'nt conae'rgente.'

2) Ecua!ilø,(l) ød,mite sg,tulia r* €\s ce se,þoøte obline'pa.,,Iimitd' a. çirul'ui
(x,,)i:o generat d'e (14) Si

A'* : li,o À'n' : l**, Q@\ i 4-; : ln¡1x*\1-t" ,

, x,*Li Pl-t E - lxn, xn¡1i P) A,, 1 IAo- lx,, xr¡1i P)-L <
2B

I

' il':t1;''. r 1,, '

fr16

3) Au Loc inegal'itd'lil'e:

a)

b)

llx* - xnll l
,M(28 ! u)(t;- ¿ÞnlÞ-t)¡ '

l;r'. .r','l

,d,þ*

ll,4* - A*ll 
= 

B"d,þ" ll +
I t2B

'to:0, 1,...
(2.B { c)(1 -

Demonstratie. Ca si la teoremele precedente vom'aräta folosind' metoda
itra""triåi--ut.i*uti""'cä pentru oriõ.e n:0, 1, ... au loc urmätoarele
proprietåti i

xn e s, Q@*) a ,. n:,0, l, . .

)llP(x,)ll = 
0" d"" < cilþ" 

.

1 il : lE -'l*,,, Q(*,*); plÀSl,s r, d;" < cd,þ'

urede (0")î:o çi (¡.r,,)Lo sînt genprate d'e relafiile d'e recurentä:

0ø+r : 01,,1 0"p,

vn+t: (p, * æ'0n)2 i n:0, l, . ..,
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CU 00 : C, [Lo: C

c) llA"ll4zn, m :0, l, . ..

Din ipotezele teoremei desprindemlo €S,-poS Ood : cd, goS¡tod: ç¿Pentru a aráta Q@o) e S^se calculeäzå:

llQ(xo) _ xoll< ,, llp(ø,)ll < 2M# +,) < /,

deci Ç(øo) € S. De asemenea l

ll,4.lls lllxo, Q@o) ; pl-, * Ao - lxo, Q@o) ; pl-rll s
* lllø0, Q@o); J"l-'ll(1 + llE _ L*o,Qko); plA,ll)<2r..

Prin urmare nroprietáJile a);dJ au loc pentru n:0. presupunenr
cá ele sînt adeväråteþentrú n:0,i,-...,n. ìril{eÀãä în aceste ipotezeele slnt adevärate peritru k: h +'1.'

Pentru proprietatea a) avem:
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Pentru demonstrarea proprietätilor b) çi c) se stabilesc inegalitälile:

llP(øn+Jll < Mlll¿ll(ll.,aollf a)llP(*o)ll'+llP(xo)ll . llE - lxo, Q@); PlAhll

1lE - lxu*r,ç(xe¡); PlAe¡tll < {llE - ltcn,Q@o); PlAoll +
+ M(r * L)llAnll llP(xn)llj'

Aceste inegalitäti se stabilesc într-un mod cu totul analog ca în cazul teo-
remelor l-2. Bazîndu-ne pe I lr4Þl I = 

2B çi cu notaliile introduse ajungem la

P¿+rSPÊ*P¿8¿
t¿¡rS(àÉ+cr'pÊ)2,

l+Ltlnde ct' - -----.
2Bla.

Din aceste inegalitäli recurente lntr-o maníerä absolut analoagá cu
demonstralia teoremei I rezrltâ ci:

p¿+r S }o*rd'o*t < rd?o*'

à¡,¡r S vo¡ril'o+' < cd,þo+',

unde 1 este un numär pozitiv oricît de aproapiat de 2.

Proprietatea d) rezultâ analog cu cazul teoremelor l)-2).
Bazîndu-ne pe proprietâtile a)-d) rezultä cä:

,bnllx*+,n-x*ll=ffi,
de unde rczrltâ cä çirul (x")i:o este fund.amental deci çi convergent
câtre x* care va fi çi solulia ecualiei (l). Aceasta ca în cazul teoremelor
precedente reztltá" din laptul 

"U l1T 
P(x) :0 çi din continuitatea lui P.

Eroarea cu care x, î1 aproximeazä. pe %* este datä de inegalitatea:

llx* - n,ll<- "dþn -r,,... ,.. ,

M(28+a)¡-aÞ"Ø-t)¡
de unde rensltá cá"

ll** - xolll cd 1r,
M(28 ¡ g1 - aÞ-r\

deci ø* q S

A. DIACoNU çi r. pÃVÄLorU
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þ h

llxr+, _ xoll 3\ll*,*, _ xìll<D tt

<28 n# *,te ¡ ¿ø-t + ...

< *(#TãQ ¡ ¿ø-t+'.' ¡ ¿nØ-u+ .,.) <

De asemenea:

llQ@nì - roll < llQ@o+r) - xn+,.11 I llxt _er- roll S

{ allP(xr*Jll * llxo*r- roll5¡ + "d <2MB(28 * ¿) ¡¡(28 + d)0 _ dþ-L)

a dcd tr 'd , :n
2MB(28 + a) M(28 + e)(r _ ¿P-t¡

Deci: 1t¡4t ê S, Ç(ør*r) e S

A,ll llP(x,)ll g

+ d'þu-') <

cd

M(28+u)(t-¿?-r¡ 1r-
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Pentru stabilirea convergentei çirului (A,,)i:o avem inegaritatea:

lllx*, Q@*); Pl-'- A,ll<ll[øx, Q@*); p]-'llllE - Lx*, Q@\; plA.)l<
<B{llE-1x,, Q@); PlA,,ll]_lllx,, Q@,,); pl-¡xx, Q@\; plllllA,ll}<

<B{Ð" i (llLx", Q@,), Q@\; plllllQ@\ 
-Q@,,)llllA,,ll}+

I lllx,,, x*, Q(x*); P)llllx" - x*ll . llA_llj <
< B{8" + M (L I l) 2Bllx* - x,,ll},

de unde se observä cä:

,119 ll[r*, Q@\; P]l'- A,ll:o

r! (A")i:o este convergent çi are ca limitä
Inlocuind ll** - xnll cu majoranta cu_
4,, il aproximeazá. pe [r*, Q@*) ; pl-t

llA* -A,,ll<Bcd,þ"h¡'"tt+u 1.
L Pu -l o)(1 - ¿Þ'to-D¡l

Cu aceasta teorema este demonstratä.

SUR QUEI,QUES MÉTHODES ITÉRATIVES POUR
LA RÉSOLUTION DES É9UATIONS OPÉRAIIONNEI,I,ES

NON-I,INÉAIRES

RESUME

Dans cette note nous considér onnelle p(x\:O
où P: X -+Y est un opéra d"s 

"rp""àJ d"
T,ll":f et. en partant du nous proposons
o eruoler ra convergence des méthodes
%n+L: xo- A*P(xu)i n:0, 1,... où 1a suite (A,)i:0,A,:y +X est d.on-
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née par la relation de récurrence A,,*r: A,(28'- BuA,,) oi Bn est res-
pectivement

' P'(xr*r), lx,j,,, x,,*1; P] ou lxr¡r, Q(x*+r) ; P],

Q est un opérateur itératif associé à P. On démontre que l'ordre de con-

vergence de ces trois méthodes est respectivemelt 2 -", !*rl'- e et

2 -e, e) 0 étant arbitrairement petit.
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