
REVISTA DE ANALIZ NUMERICÃ $I TEORIA APROXIMATIEI
Volumul, 2 Faseicola l, lg7}, pp. 89-104

CER

de

?. Mai multe exemplare'din aeelaçi' tip ae maçini.unelte III.

tipurile
,i

de

pe care trmeazâ sä fie executate ;

V"a, k e, M : nrmârul exemplarelor existente din tipul. de magini å;
' (i, j) è n cN x N: înseamnä cä lnceputul operaliei .1 nu poate

avea loc, din motivêrtehnologice, decit ce1 pufin t¿¡' lunttáJi d.e timp dupä
începerea operaJiei i;

tn, i e 1V: d,urata de execulie a operaiiei i; i r.

x¡, ieN momentul de începere a openliei ,i.

Notiuni noi: .lt

f ¡: lx¡, x¡ * t¿\, i a N: intervalul d.e derulate a operaJiei i;
y(x)lLol, LnCNn, heM:functia de ilncärcare a tipului A 1n raport cu
submulfirnea de operalä Lh. Fiecárei operalii din Lo (dupå ce operafia a fost

'r Prlme parte a ptezentei lúò¡ä¡i a fost publicâtå ln voi. '1, fasc. 1, a acestei revislo,

t. .ilt il.: ':\'j'./t:i .) ;\,t,í.'t.
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Figura 1

programatá. adicä i s-a stabilit mo Lentul de incepere) îi va aparþrne in_
tervalul de derulare rn.yaToarea y(rlLo) va fi egalä cu numärul acelor in_
tervale de derulare pentru care are loc ø€ I¿ (vezi fig. 1).

cu aceste definilii, modelul matematic al probleÃei se form tleazá,
dupä cum :umeazá.:

Sä se determine componentele vectorului X : (xr, fr2, . , ., x,) care sâ
verifice urmätoarele restriclii : condiliile de începeie

(7.1) n¿ Þ o, i e N;

condiliile de succesiune

(7.2) n¡ - n¿ Þ to¡, (i, j) e H ;

condiliile de încärcare

(7.3) \@tlNh) (F¿,i€Nrä, heM

în aça fel încît funclia economicä datä

(7.4) z: F(X)

sä devinä minimä. Se presupune cá functia (7.4),u valori reale, este crescä-
toare ln f apoft cu fiecare componentâ xn çi creçte cu ele peste orice limitä.

Fentru rezolvare acestei probleme se va ttiliza de asemenea un proce-
deu Branch and Bound. in acest scop trebuie sä se d.ea:

a) Prima problemä de bazâ.
b) Regulile cu ajutorul cärora se generazä noi probleme fundamen-

tale din cele rezolvate.
c) Forma generalä a problemelor fundamentale çi metod.a de rezolvare.
d.) Funclia pentru comparaïea solutiilor problemelor fundamentale.

Däm aceste indicalii dupä cum umeazâ:
a) Prima problernä de bazä este formatâ din restricliile (7.1) çí (7.2)

împreunä cu condilia de optimizare (7.4).

? ï,:"T::ar 
I : lø, bl btcrtrlndu-se

(7.5) v:\(xlL,,)-P¿)0.
O astfel d.e mullime Lo o vom r umi mu1lime de depåçire aferent çi

numäru1 natuaT v este gradul de depä9ire corespunzátor.
Din mullimile de depäçire constituite prin solulia E se va alege una.

Fie aceastä mullime

L:{¿r,i2,...,i0}c¡v

gi sä presupunem notarea indicilor fácutä în aça fel, încît pentru momentele
de terminare a operalälor i

EfttL)
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.4¿: 4¡ * t,

sä aibä loc

(7.6)
r¡a, ( ït,
r¿ ( Yl¿,

ieL
iaL\{a}.
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L. NÉMETI
4

In vederea generärii noilor probleme fundamentale se formeazä dis_

cERCETÄRI IN DoMENIUL PLANIFIcÃRII

Condifiile c1e succesiune

(8.1) x¡ - n¿ 2 t¡¡, (i, j) e H

condiliile de neinterferen!ä

(8.2) nj-fr¿>-t¿Y fr¿-fr¡)zt¡, (i, j)eI.

La acestea se adaugá aça numitä condilie a perioadei

(8.3) nj-n¡)-t¡-u, (¿,j)eJ.

Mullimea

(8.4) J: {U, j)li, jeNe; tre M}: U (No x No)

E3

J
1n

definitä prin (3.3). Sensul restricfiei (8.3) de-
forma

5

(xt, > nr,) V (*0, Þ n¿,) V ... V (xro ) r¡,)

çi cîte unul din termenii ac i disjuncfii se va adäuga ra restricliile prob-lemei,P, oblinîndu-se în ã. tT'äöiãfrme fundamentale nor.c) Problemele fundamentale ä.ri- for*" generalä

fi¿ 2 a¡,

t6¡-lt¡Þta¡,
z : f(X):

ieN
(i,i)eH
minim,

(7.8)

mä universalä a sistemului (7.8) care
a metodä a drumului critic..Foi.mula

(7.9) E¿: rnax loo, y?I G¡ * toì1, i = N,j ê P(¿)

Tðiiråghîlr:ï:t"'u mu1limea predecesorilor vîrrului i din grartt G(N,

f : Í/=il""c!ia 
folositä pentru comparare este tocmai funclia eco'ornicä

Din cauza fantului cä graful G rämîne neschimbat la toate proble-
ruhf¿"fruå:itä aceastääeiãal ." pu," 

"e 
p,iaü{ aiantaje tã1a ae

B. Fabrica,tia în scrie

prin faptul cä operafiile de execu_
va alege ca funclia'economicä de
tle ce permite folosirea rnaximá a

cazlluli, cînd fiecare maçinä de
în ce fel condiliile acestuí caz se
producliei în serie.

este înrnclitä cu mullimea
vine c1ar, dacä o scriem

uÞ(x¡lt)-x¡, (i,i)aJ
care furnizeazä condilia esentialá pentru durata u a perioadei.

Avem aici douä märimi d.e minimizat: drrata perioad.ei a çi duata w
a procesului de fabricatie care este definitä prin (3.5). Se dä prioritate lui u,
adicä se cet valori ale necunoscutelor fi¿ care sä minimizeze drrata u. Din
mulfimea solutiilor se va alege aceea care minimizeazá" pe u.

Fiind vorba çi aici despre o problemä de programare cu disjunctii care
se rezolvä prin procedeul Branch and Bound, sä studiem forma unei prob-
leme fundamentãle: o astfel de problemá" va avea înfâJiçarea

(8.5)

çi

(8.6)

n¡-%¡àt¿¡ (i, j)aL (HCL)
nj-x¿Þt¿-a, (¿,j)eJ

1,: mlnlm

Este evident cá rninimul lui u este cea mai micä valoare pentru care
sistemul (8.5) este compatibil. De aici rezaltá o metodä ,,simplistä" de re-
zoTvare, o metodä de aproximäri succesive atribuind 1ui u difetite valori.
Are 1oc în orice caz

(8.5) umit Þ max tt,

':
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Aceastä märime uo poate servi ca varoare de pornire; cu märireatreptatá" a acesteia, se poate 
"pro*ì-" ,_,,,.

valoarea ü-¡,, odatä gäsitä, si.stemul (B.s) reprezintä o probrernä de pote'_þial a cärei solulie minïmä ;;l;";;;t mtntmtzeazâ variabila u.

9. Stocuri tampon

dit cu cel clin praragraful precedent

e aratä" cä restrictia între rc,, x¡ çt s¡
operaliei 7 este

(9'1) sjtì + n¡ - na Þ r¿¡, (i, j) e H,

eaçi lucrare çi se deduc clin timpii dali

lungimea z a perioadei, clefinitä în pa_
este egalä cu suma timpilor de execrilie

a operaliilor ce urmeazâ a fi executate pe maçina cea rnai încärcatä. Prin
uÍmare, mårimea u în restrictia (8,3) are valoarea

(s.2) u:t:p1îoÐorn.

c) Cea d.e a treia deosebire este cä durata minimä posibilä fiind atinsä,
este ralional sä se aleagä ca funclie economicä d.e minimizat valoarea to-
ta1á. a stocurilor tarnpon

(9.3) p: )ì ø¿s¿: minim.
¿eN

Modelul rnatematic obline astfel urmätoarea înfäliçare : necunoscutele
fr¡, s¡, i e N sä verifice restricliile:

(e.4)

în aça fel încît condilia de optimizare (9.3) sä fie reahzatâ.
Dezavantajul acestui model constá în faptul cä problemele funclanen-

tale ce se nasc din el, nu mai sînt problerne c1e potenlial. Motivul
rezidâ în ultima condilie din (9.4) uncle apar trei necunoscute (în loc ile
diferenla a douá necunoscute). Introducînd. însä substitulia

(9.5) z¡: %¡ I s¿ti, i e, N,

sistemul (9,4) se transformä lntr-un sistem (cu necunoscutele xn çi zo) a7e
cärui probleme fundamentale sînt problene de potenfial. Pentru detalii,
trimitem la lucrarea citatä, unde se trateazä" çi situalia existenlei mai
multor exemplare din acelaçi tip de maçini.

x¡20,
s; )0,
frj-fr¡Þt¿-t,
%j-%¡ÞtrY fr¿-%¡2t¡,
s¡ljf %j-n¡>t,¡V siÞ1,

ieN
i,aN
(¿,i)eJ
(¿, i)eJ
(i,1) e H

10. Lucrul în mai multe sehimburi

Acest model de organizare a fabricaliei a fost tratat - din punctul de
vedere al ord.onanfârä - în lucrarea [5]. O situa]ie esenlial nouá fa!ä d.e
cazttrile anaTizate în paragralele anterioare apare în unul din urmátoarele
douä cazuri (care pot apärea çi simultan) :

a) Diferite maçini-unelte lucreazä într-un numär diferit de schimburi
respectiv în diferite schimburi.

,]
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(10,2)

(10,4)

L. NEMETI IB

b) O operafie începutä lntr-un schimb 6 (: 1, 2, sant 3) çi neterminatä
în acelaçi schimb se întrerupe. Urmätorul schimb lncepe cu o a1tä operafie,
iar prima operafie se continuä ln acelaçi schimb o din ziua urmätoare.

Abaterile d.e 1a cazuriletratate anterior îçi au originea în urmätorul fapt :

dacä o operatie, avînd dluata de execulie I lncepe în momentul ¿ atunci
ea se terminä 1n momentul ! : x * t. I-,a lucrul în mai multe schimburi,
funclia y : Í(tc) este mult mai complicatä. Ea nu este liniará., în general
nu este continuä (posedä salturi) çi nu este definitä pe întregul intervall-*, *-1.

Pentru a d.educe se introduc mai multe noliuni noi.
În cele ce urmeazä se mai simplä cînd existá cite irn exem-
plar din fiecare tip d.e rare.

Se definesc douä perechi cLe funclii pe toatä axa realä prin relafiile:

/1o. I*: t*l * {n}, lxl: numär întreg, 0 ( {ø} < 1,\^"'^'f lx: lxf' I {x}', lxf': n:umár lntreg, 0 < {ø},( l.

Se considerä o operalie oarecare gi maçina pe care ea se executä, Maçina
Tttcreazâ într-o mullime datä d.e schimburi S C {1, 2, 3). Danta unui schimb
este unitatea de timp, Schimburile din S f.oimeazä" un interval d.e timp
cu momentul de lncepere €. Are loc
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Trecînd acum la determinarea funcliei y : Í(x) se aratä cä are loc
pentru modul de rzinaj A:

'{"-}*,(10.5) y:Í(x): A(x): x It + (3-l')

iar pentru modul de uzinaj B

(vezi fig. 2),

:)e:3c1,2

unde c este un numär întreg oarecare, Mulfimile S sînt ordonate.
Se noteazä

(10.3) I : lS I (1, : l, 2, sau 3).

Existä dottâ mod,uri d,e wzi,nøj.
Moclul de wzinøj A: O operalie începutä într-un schimb o e S çi ne-

terminatä în acest schimb, sã coitinuä în schimbul urmätor.
Modul de uzinø,j B: este descris la aliniatul b) de la începutul acestui

paragraf.
'Se mai determinä schimbul în care se gäseçte un moment dat, x de timp :

(10.6) y : Í (x) : x + t + 2 lt -l {x\l' (vezi fig. 3)

Intervalele Lt;i x în care are 1oc

(10.7) {*}>r-{t}',
le numim intervale interzise. Motivarea acestei denumiri iese la ivealä mai

'ot' *" mai folosesc noliuni deja clefinite în paragrafele anterioare :

M: malþimea maçinilor

N-
h
U Nu: mullimea operatiilor
eM

H C N X N : rnullimea perechilor de operalii legate între ele printr-o
relalie de succesiune tehnologicä.

,J C N x N: mullimea pe.rechilor de operalii ce se executä pe
aceeaçl matlna.

Pentru fiecare rnaçinä l¿ e M se dä mulfimea Se a schimburilor 1n

care lucreazá".Pentrr orice operalie ø e No are loc Sn: S¿, de asemenea

S¿ : S¡, (i, i) a J.

Dupä aceste pregátiri putem trece la construirea modelului matema-
tic al problemei. Sistemul de restriclii va confine:

condiliile de începere

(10.8) n¿à0, øeN;

conditiile schimburilor

(10.9) o(øn) eS', ieN;

condiliile de succesiune tehnologicä

(10.10) x¡ Þ Í(x¡), (i, j) e H;

trnde /(ø) : A(x) respectiv B(ø) conform cazului de uzinare a operaliei i;

7 - Revisl.a de analizä numericá $i teoria aProximôiiei vol. 2, fasc. I, 1973

s: {1}s: {1, 2,}
s: {1, 2, 3}

s:s-
s:s-

:)e:3cf1

3c+

ì
I
I
I

{2}
{2, 3}

{3}
{3, u

o(x) :r * f, {å}l
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Condiliile de neinterferen!ä care d,iferä dupä cum avem cazul de tzi-
nare A sau B:

CazaT A.:

(10.11) x¡ à A(x¿) V x¡ 2 A(x¡), (i, j) a I;
caatl B:

(10.12) x¡ 2 B(xn) V x, à B(x¡) \/ Dn¡, (i, j) e J,

unde simbolurile D¡¡ (ce exprimä conditia o(x,) :i= 61y,¡¡ reprezintä çi
ele niçte disjunclii çi anume:

(10.13)

S¿:Sr:{"}i Dij:Ø
(adicä termenul al treilea a1 disjunctiilor (10,12) dispare)

S¿ : S¡ : {o, 9} : D¿j - (o(*o) : a, o(x¡) : p) V (o(xr) : þ, o(x¡) : a),

S¡ : Si : {1,2,3}: Do¡ : þ(xt) : L, o(x¡) :2)V (o(xr) :2, o(x¡):1) V
V ("(ø¿) : l, o(x¡) : 3) V (o(x,) :3, o(x¡) : 1¡y
V (o(x,) :2, o(tt¡) :3) ! (o(ø,) :3, o(x¡) :2).

Pentru a formula condilia d.e optimizare se poate introduce d.urata
totaTá" a prelucrärilor u ca o nouä necunoscutä cu restriclia

(10.14) u>-f(xn), ieÀ[

çi funclia economicä va fi

(10.15) F : u: minim !

Modelul descris prin condiliile (10.8) . . . (10,15) este çi el o problemä
d.e programare cu condilii logice. O problemá fundamentalâ P a ei pose-
dä forma;

Dacá mullimile N1, N2, NB nu sînt disjuncte douä cîte douä, proble-
rra (10.16) este incompatibilä. Vom nota cu

(10.17) [No: N\(N'U N'U N')

mullimea operaliilor ce nu sînt înrolate apriori într-un schimb prin problema
fundamentalä studiatä.

1n cele ce umeazâ descriem procedeul d.e rezolvare a unei probleme
fundamentale P (10,16). Acesteia i se va ataça un graf .orientat, G(N, U)
pafiial ponderat (la vîrfuri), anume fiecare vîrf i € NÀ (À : 1, 2 sau 3)
primeçte ponderea ,,de schimb" À (À e S¡).^ Dacä^graful G are circuite, problema 

-Þ 
este incompatibilâ. În caz

contrar este cunosctt (vezi cle ex. metoda drumului critic) cä vîrfurile
grafului G pot fi ordonate în aça fel lncît vîrfurilor predecesorare ale v1r-
fului i li se atribuie un numär ordinal mai mic d.ecît ce1 atÅbttit 1nti i.
Necunoscutele xn vor fi calculate în aceastä ordine.

Necunoscutelor xn la care vîrfu1 i ntt are predecesori în graful G (acest
fapt se va nota cu i e C0) li se atribu.ie valoarea

13 CERCETÄRI ÎN DOMENIUL PLANIFICÀ.RII t0l

(10.18)

pentru

din S¿.

onare a vîrfurilor, dacä ajungem sä calculärn
hi i, atwci toate necunoscutele x¡ ataçate
sînt deja determinate, Notînd cu

P(i) : {jl U, i) e u}

mu1limea predecesorilor lui i, se va determina întli

(10.re) xi: IJ,:ax Í(ti'i).j - P(¿l

ieCofll/t
ieCofl.l/'z
ieCoflNs
øecoflNoI

fr¿à0,
o(ø,) e Sr,

x¡ 2 f(r¿),
o(xn) : 1,

o(x) :2,
o(ro) :3,
u >- f(tcn),
u i minim !

iel/
ieN
(i, j) eU (H
ieNlçN
ieN2çN
ieN2ç.ð/
ieN

u)C
sau

satl

Pentru cele ce umeazá" se vor distinge mai multe cazuri;
Cazut I 'i e. No, o(r';) e,5,, modul de uzinare A

i e .ð/0, o(xi) e S¡, modul de uzinare B çi

.Í¿ n1l se gäseçte într-un interval interzis, adicä are 1oc

{øí} ( | - {t'}' (vezi 70'7)

i É N", o(xi) : ¡.'

(10.16)



t02

Se va pune

(10.20)

Cazul, 2 ,i e
interval interzis

L. NÉMETI T4

%¿ : 1çt''

N0, o(xi:) € S¿, modul de tzinare B gi ri se gäseçte într-uir
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te, decît obiectivul de a servi ca rezervâ a çtiinlei în vederea aplicärii lor la
calculatoare viitoare mult mai puternicé.

Pentru necesitälile actuale, o altä direclie d.e cercetare promite a fi
mai eficace: aceea de a construi metode de suboptimizare, ldicá. metode
euristice, de aproximare, unde restrictiile problemei sînt verificate - se
elaborcazâ programe admisibile
rantatä. Totuçi, niçte principii p
teza cä solulia gäsitä nu se va înd.
schimb ca procedeul de calcul s
calculatoarelor actuale.

r,a rnstitutul de calcul au fost elaborate mai multe din aceste metode
din care

În c unul din aceste metode. pro-
cecleul co färá stocuri tampon, existlnd
mai rnult aborat constä din programele
pentru fiecare maçinä, iar un astfel de program nu este altceva decîi o listá
conlinînd_ operaliile ce rtmeqzá" a fi executate la aceastä rnaçinä precum gi
mornentele 1or de începere. Într-o fazá" intermediará", programele i" o.t-"i"
programe parliale..Procedeul constä din alegeri succèsive de maçiri çi de
operalii ce sînt 1a rînd.p_entru a fiprogramate,çi d.in înserarea opeialieí ale-
se în programul parþial al maçinii alese. rntrebarea este cum sè taó aceste
alegeri çi aceste înserári.

E1e se executä pe baza urmätoarelor principii:
a) Se va alege pentru a fi programatá" maçinã cea mai încärcatä,

- _b) _ 
Dintre piesele ce tumeazá. a fi programate pe una din maçinile din

tipul ales, se va programa piesa ce necesitä d:u:-.ati mai mare pîni 1a pr.e-
lttcratea sa completä.

. ^ c) In-scrierea operafi!]or_în programul parlial se va face la aceea rnasinä
çi în aça 1e1, încît perioada de funclionare a tipului respectiv sä rämîni cît
mai scurtä.

Bineînleles, speciale în vederea aplicärii
acestor principii a intra în detalii (vezi çi [41).Obiectivele titutul d.e calcul ia próttèrnt
atelierului sînt r exacte çi amelioarêr'a meto-
delor euristice

FORSCHUNGEN I1VI RECHENINSTITUT AUF DEM GEBIET
DER OPERATIVEN PI,ANUNG (II)

ZUSAI{MENI¡ASSUNG

In diesem zweiten Teil des Berichts iïber die erhaltenen Forsch.ungser-
gebnisse äber Ablaufplanung werd,en noch folgende probleme darge-
1egt.

7. Das dritte Mode1l des Falles, wenn mehrere Bxemplare aus dem-
selben Typ von Bearbeitungsmaschinen vorhand.en sind. 

-

sau i e N", o(x'¡) É S.. :

Se va pune

(10.21) x¿: lxil ! a¡,

unde ø, este cel mai mic numär natttal pentru care are 1oc

o(ø,) e S¿.

Cazul 3 i É No, o(xi) =r. 70.
Se va pune

(r0.22)

unde p, este ce1 mai mic nurnár natÍral pentru cdre are loc

a (xn) : ¡''

se demonstreazá" în Trcrarea citatä cä prin acest procedeu se obtine
solulia minimä universalä cu o duratá, total-ä, de desfägïrate a progtuí-,o-
Itll

(10.23) u:maxÍ(frì)

11. Mctode euristiee" Concluzii"

Dacä se considerä modelele expuse în paragrafele precedente sub
punctul de vedere al volumului calculelor necèsarèl se conìtatä urmätoa-

e prea mare, atuici modelul simplu,
abordabil prin calculatoare modérnê

alii pe secundä, l0 . . . S0 rnii de cu-
operafiilor, timpii
mai pregnantä,7a

nrodelele arátate în paragrafele urmä. uproiimãurä. mai
bine realitatea tehnolo_gicä çi o.rganizatoricä complexä a ìntreprinderilor.
În acest fe1 cercetäri1e déscriie vileazâ mai prlin 

"ptl"oliità 
practice irnedia-

x,:lx'llþ0,

I

i
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ASUPRA UNUI OPERATOR CARE PÀ,STRE AZÃ SEMNUL
uNEr FuNcTrr rsr AL DERrvATEr,oR sAr,n

de

DUMIîRU RIPEANU
(ctuj)

, Instilutul de Cølcut din Ctuöal Academiei Reþublicii So"iàiisti"Åomânin

l. 1n ll].s-a indicat în teorema 2 un procedeu de a determina u'operator A : cþ') h. bl -, c@) lø, bf (tndu , çf ó slnt numefe fixate, a < b)definit de relaliä'' - L-''

b

ç(x) : AlÍl : \Þt*, ù Ítù o,

cu propriet te o funclie oarecare din C@tLø, ó] pentrucate fþ)(x¡ xela., bl çi 6:0, 1,..., h, atunci çieþtþt-),>-P ly,^.bl si 6.-,0, l, ..., ?t. procedeul esteurmätorul: fieîinit ¿e sîmbure-te" " '"'

tt_l
(1) þ(x, s) :Ður**"ri tf' - ø)"(s - b)"1 * ##l(s _ ø),(s _ b)*l

în care constantele Co(a.:O, n _ i) sînt date de retaliile

(:2) c*-^:r+ (L*,-^,^ +5t# mn-¡,,"cn-t+o)

i¡

;:

,l
,ì

j
,)

j

a

ir
I

7ar

(3)

/kn-),o:

(^ :î, n; " : ì-, l¡.


