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ASUPRA UNUI OPERATOR CARE PASTREAZX SEMNUI,
UNEI FUNCTII $I AL DERIVATELOR SALE

de

DUMITRU RIPEANU
(Cluj)

1. Tn [1] s-a indicat in teorema 2 un procedeu de a determina un

operator 4:C"[qa, 5] - C® [, 8] (unde a si & sint numere fixate, a < b)
definit de relatia , .

b

#(x) = ALf1 = (p(x, ) £(s) ds

a
cu proprietatea ci daci f este o functie oarecare din C® [a, b] pentru
care fx) > 0 pentru orice x & [a, 8] si ¢ =0, 1, .-+, M, atunci g

¢(%) >0 pentru orice x & [a,0] si 6=0,1, ..., n Procedeul este
urmétorul : operatorul A este definit de simburele

() pl59) = I Cat £ 1l — a6 = 7] + 2 £ (16 _ (s — g,

in care constantele C, (0 =0, # — 1) sint date de relatiile

>

—1

1 — 6)!
@ Coa= = ( = 3, F _,Iﬂ%’mn_x,acn_m)
iar .
Mu—), a0 =
3) = — min x9 d° [(s — a)r=2r+o(s — b)r—r+a]

#5€le,b] (s — a)" " Ms — b)" ) qso

=1 5n; ¢ = , A
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2. In nota ‘de fati sé fnlocuiesc nﬁrﬁéréiéica; din (1) cu alte numere
Iy, al cdror calcul este imediat.

TEOREMA. Numerele C,(« =0, » — 1) din (1)

se pot ftnlocui -
numerele T, date de relatiile p ocui cu

(4) T, =% 7 (0=0, n—1)
ala — b) daci b0
e L o o m 45 g 1 merle B s = — 1w,

»--+, 0) se determind succesiv prin relagiile, ., .

n—1—c
©) Rii=1 R, =1+ 3,

(o]
. C”—uRa+a
o=1:

(o=n—2n—-3,...,0)

f oa—1 .
(Sa'u Rysdmmdich 20 CaRocars @ =2,8,. ., )
B jmik i‘:v/:'°=\l A A.; |4 . =

A

Demonstragie. Dacd se inseamni pentru comoditate in’ (3)

P = 1'. E: (._ Hn— \‘a —_ n— a-
o(8) = e e [(6 — @) o(s — Bpraee]

) ‘i . i1 s . R -

SR | “\\_ & R4 D o I S (TS ] T ot B s ¥
1 se face schimbarea;s = 5 [ b+ (b — @) u], atunciise are

SRR ,r ot A [

(6) Po(s)lz‘('— 1)5 G"(b 1_ d)b PLn—A'n—‘A)(%) ‘
in notatia ‘clasici a polincamelot'lui Jacobi :

NS & Vo ot P N, % Hi: RRR .
Plfglﬁ](%);.:!.(rl)' ¥y Jlere 17 d— 1—% N+:“1 ' ;;JN_H;
2N 0 0+ P i [( | ] .( + u)N+e].

Ori, se stie ([2] pag. 79 s5i 175) ci dack o> 1, B> —1 si p
= max («, f) > — ;, atunci max [P%®(4)| = Ciio- Dacd a = B(=¢)

) A wel—1,1] ) . ¢ >
se are deci

max [P P(u)| = PRP(1) = Y,
wel—

24

12
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Ak D —r o 2) ... (n— % +io)(b— @) dar in ipoteza @ b <O

- Aga - dar, in’ (6) ‘max- 3|P;(s‘)|.‘r=‘:Pi,(a)' = (b —a)° ! Comrto = (1 —

L Ce s€la bl - AT

se are |a°Py(a)| > |2°Py(a)| > [x“Ro(s)l si deci pegtrg_ ¢ mnepereche

(64) 2°Py(s) = — |#°Pq(s)| = — [a°Py(a)| = a°Pyla)

iar pentru ci;‘perech"é« '

(7) . xGPo (S)> — %7 1nax]|PU(s)l = e aa‘Po(“)( acé 4 l;’éO)
Do W8 @ 78 Byl el 7 £ 1005 B

Asa dar, pentru orice o =1, 2,..., A — 1, se are 1(111[11 . #°Py(s) >
%, s(Ela,

S (AN — x4 8) o 0=+ o) [ala — D)I° i deci tn (3)

e
My—%6 = Mn—-2 0 =

- LT
e AR

8 ans TR
@ =m—2+1n—2+2)...0 —% 4 o)[ala — b)]°

unde . = - 1)(g+2) ... (¢ + o)al@a — b)1°. In ipoteza comple-
mentars @ - Efg; 0, )s(e{ deduce aceeasi relatie (8) cu [b(b — a)]° in loc de
[a{a — b)]°. Pentru a termina demonstratia teoremei este suficient de a
copia demonstratia teoremei 2 din [1], in care se inlocuiesc numerele C,
cu I',, iar numetrele m,, , din (13) (in [1]) cu numerele 7, , din (8), cu sin-
gura deosebire ci: 17 relafia

non(Bs) = (00— W) Choy 2

A—1
B T e ) A E S T 1
— ifleateta L e Oyl oM 6 — — Py 3,0 = 0
5oL ligml oo oa i cesady ey oy i 2l

Fie oy o TN T L R L S TR Ty BT A T
din demonstratia in’ chestiune se inlocuiegte pe baza Idi (8) cu

A—1

boal®, &) > (n— W) 1Ty — > =2 P, (— min 2 Pos) —

o1 7 ol % scla, b]
— L~ min @P(s) = (n — )T,y —
WKL, IWeM . =t % )

©)

==t 9! 1

n — o)

— 2 L T ataMn—rg — = My, x >
a=1 ol : Al

>

—1%

— 2 ! S 1 __
>(m— NIl — n + o) Ty st im0 — — Fig—s = 0.
o=1 cl L0l Vi Al D WY
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dat fiindcd pentru ¢ pereche (7) aratd cd inegalitatea in (8) este stricti. S-a
ggezupﬁi 7£ >3 Dalca A =2, cum in 8 se are pentrit ¢ nepereche semnul
galitate, SeTEu > din (9) se inlocuieste cu semnul egal. 2° Relatia

- =] :
plx, s) = C, — ; Cottg o — Mo = 0 se inlocuieste cu relatia

— pl . A—1
x,8)>T, — _1 — 1
?( )/ 0 ;FGMO:O hlm0,">Po_(;lpamo.o_n—!%’m,nzo.

Relagia (15) din [1] (adick relatia (2) di 4)se Inlocui
dups eia ( menj:ionat,( . relatiat (2) din prezenta nots)-se inlocuiegte,

: A-1
(10 p ., _1 \(n — 2+ o)1 — 1 _ )
n—k = Py .; Lo F”—A-’—q"tﬂ_;\’o— -+ % 71'1,”_7\’7\]_

J

(8) si (10) dau

A _ 5 !

(11) I,_, = K,C _
A A n('n,—}\)l (7\——1, %)

unde K, este un numir. In adevir daci (11) are loc pentru A =1 Ao

; Ao+ 1
(8) si (10) dau I1n—(7\0+1) B Kzg+1cﬁ°+lw.l}\,l: unde
— 23— 1!
12 3
(12) Kj41 =1 +Ogl Gt 1K 1120

asa cd I',_, ;1) este de forma (11): Cum (8) si (10) s a
. ' . Cu pun cd I',_; este de for-
ma (11) (cu K, = 1), relagia (11) este dovediti. Se va scrie aéeasfﬁ. era(;ire

Z"—a .
sub forma I = R,C (¢=n—2=0,n— 1), unde R, = K,,_, sint

dafi de relafia respectivi (12)
..

1

#—a —
Ra =1+ 21 Cz—aRaJro

(0 =n — 2, n—3,...,0; R,_,=1),
sau

o—1
R, ,=1 +§;/l C:Rn—a+o (U. = 2_: 3,.. ) n)’

ceea ce dovedegte teorema.
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3. Observatii. 1° Este evident ca teorema precedenti di pentru
coeficientii 'y, valori mai mari decit procedeul indicat la punctul 1, cu alte

cuvinte ¢ I'y, > C, (¢« =0, n — 2).
In adevir, daci o« > — %, B> — %, atunci numirul ]Pg’;’ﬂ)(—l)[

si maximele relative succesive ale lui |P@P) ()| din intervalul » & [—1,

%,], cu %y = ﬁ alcatuiesc un gir descrescitor, iar aceleagi maxime re-
lative ¢i numarul |P{ P(1)] alcituiesc in intervalul [x,, 1] un sir cresci-
tor. ([2], pag. 176) ( in cazul nostru « = B, deci x, = 0). Asadar se are
in (6) Py(s) < P,(a) = |Py(b)| pentru orice. s & [a, b]. Asadar, in (7)
(c pereche) se are (dacd, spre a fixa ideile, a4+ b << 0) Py(s) >
> — max |Py(s)| = — Py(a) = — Py(b), deci min x°Py(s) > — a®P(a)
sCla, b] x, se(a, b]
(pentru x = 0, cum in ipoteza facutd a < 0, relatia (7) este evidentd).
Deci pentru ¢ pereche (tot in ipoteza a - b < 0) se are in (8) in loc de
semnul <, semnul < (pentru o nepereche, se are in loc de semnul <

semnul =, dat fiindcd in (6,) se are x°P(s) = a®P,(a) pentru x = s = a). .

Agadar, (2), (10) si (8) dau

T = C - -Vf—ﬂn—l, 1 o Wn—1,1 - # !
1 T =1 m—11
1 : i 1 _1
Ly o= [(n — ) Ty sty a1 + 2—|m,,_2, 2) >

(n—2)!
!
n—2)1

((ﬂ — ! Cﬂ——lmn—Z,l + % Moy —g, 2) = Cp_z

si in gemeral I',_, > C,_, (A =2, #).
2°. Se vede imediat cd in (B) se are
(13) : - max P,(s) =
s&la, b]
=m—r+1Hn—2r42)... (n — r+ o)(b — a)°

In adevir, daci =B, max |P® B(u)|=CY , ;=P ®(1) deci max P ®(u) =
uwe[—1,1] vel—1,1]

= P{#)(1), asadar, in (6) se are pentru ¢ pereche

max Pus) = Pyla) =n —r+1)n—2+2) ... (n — A+ o)(b — a)°

sela, b]
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-'if;ii;wpéxftfrq? 3df>{ﬁépé;ech§"~"(ddtf fiitided daca’s o =B i ser are’ P@E®(=1) =
ALV PR (1)) dedivdaed ol wo@iosit N esternepereche s atunci  conform

ui (7) AR e U eb T e ) o aeing
ey PBA(s:1) = max PEP(y) = min P@®(u)):
N v nel—1,1] o ( f).' wel—1,1] v ( ))
max P.(s) = —c! (b — a)° min P—n» N(u) =
SE{(I' l}] "E["]. ]J o 3

=Pyb)=(n— 2+ 1(n—242) ... (n— 2+ o)(b—a),

agsa cd (13) este dovedita.

SUR UN OPERATEUR(QUI CONSERVE,LE SIGNE D'UNE FONCTION
b IETYDB'SES DERIVEES [ N

Coliag {0ty ST s o ) bt dab
RESUME |, s e ;
Dahofdd e (00 DY

D:\ms) cette note on apporte un complément & un travail & paraitre
[1], oit Ton détermine des opératetirs A :C"[a, b],—~ €™ [a, b] par la
! bt Twl tar ' . ’

relation ¢(x) =A [ f]= S p(ag, s)f, (sg)\y}sz &ui jgﬁigsent de la propriété que

¢(x) > 0 (6 =0, #) pour tout x & [4, b] pour toute fonction fe&

& C™ [a, b] “ﬁourufﬂlaqué'lle.‘. O (x%) 20 (5 £ 0, %)’ pour tout x & [a, b].
Une classe particuli¢re de tels opérateurs est fournie par le poids

{34 o Y I\ .| Moo
IR A Yoo Foinraces o i

x”/\d”‘ ‘

A n—1 b :
= o« 9% o o . . "
Pns) = 2 Cow 2 [ls — a)3ls = OS) ot 22 S5 s, A)lfs = 0]

oit les constantes C, sont donnéé‘s‘fﬁ‘ﬁﬁrf{lés!lrelations i)
i) F A—1 ¢ Ay oy
1 1 (' —x Floyt - v R
Chey = [y de A 10 /
= o et GZ:’ a1 "reCaoto)
avec '
ZON E e I Y

. 20 ] de fa 1y
Mp_3, o = — min - Z (s — a)(s — b)Jr—=rto
’ o #s€lm ] (s — )" As — )" * as° L )s )]

h=T o a=T 5,

IS O
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Dans cette note on remplace les constantes C, par d’autres dont le
calcul est immédiat, notamment par les constantes

T, =2 Cone (0 =0, . — 1)

o
ol

ot I = a(a — 1) S,l a+5<0 et les nombres R, sont donnés par les
bb—a)sia+b=0
relations:
=1
Roi=1 Ry =1+ 2 CoR, ... (a=2m)

On montre que Iy 1 =C, 1 et T, >C, (¢ =0, n —2),
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