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REPREZENTAREA
PRIN NOMOGRAME

UNOR SISTEME DE ECUATII
CU TRANSPARENT ORIBNTAT

de

I,. BAI, gi M. MIHOC

(cluj)

t

Studiul nomogramelor cq transparent a fost obiectul cercetärii ln ultirnii
ani a numeroçi matematicieni, printre care se remarcä ln deosebi
s. c. HovaNSKr [3]. El stabilegte diferite forme canonice pentru ecua]iile
ce pot fi rezolvate în acest mod gi dä efectiv metoda de construcfie a
nomogramelor cu trans ntat,

Problema condiliilor o ecuafie datá sau un sistem de ecuafii
pot fi aduse 1a aceste for ice a fóst cercetatä mai pufin. În cazul
s_istemelor de douä ecualii cu cinci-opt variabile, problema-a îost studiatä
de cätre J. BocorrruBot l2l.In aceastä lucrare ne vom ocupa d.e reprezentarea nomograficä a
unor sisteme de patru ecualii cu douäsprezece variabile prin nomograrne
cu transparent orientat.

Se considerä sistemul de ecualii:

(1) Qr(xr, !62, !ts, 1t4,9i6, 16, !17, frs, frs, fi1s, )611, )l.o) :0, i :1,2,3,4,

unde funcliile o, sînt deÍinite 5i continue într-un domeniu cu 12 ditnen-
slun1.

" qi presupunem cä funcliile On îndeplinesc condilille pentru existenla
tuncliilor implicite:

,.!
,, :ì.,.,¡

r.ji ¡ i

¡ 1. -i.i::,,.ii,.

i jrji,.',í iit,.r l:

, llr: ..i

(2)

*z : g(ßu !12, ßs, tt,, $5, fio)

xs : þ(xr, ß2, t(s, xa, iú6, *6)

lttt: 'y(Xy Xz, 1l¿, !t4t fg, t4*)

%tz: a(x1, xr, !ts, ,64, l6s, lll1¡,)
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Funcliile g, þ, y, co ale sisternului (2) satisfac condifiile: Schema acestei nomograme este datá ln fig. I

ct,2: çL'Ùi,
9i, +',"

+0 c3,4: 91, +1,

9'-, +L,

J
f 0 ts,6: 9'r, Ú'",

9'*, þ'*"
+o

(3)

dr,, : IIL'
lY'r,

at-

a'-
*0; dsA: Y'*, a'*,

{,, aL,
* 0 ds'rc:lT:,"':;,"1* o'

Pentru ca sistemul de ecualii (1), respectiv (2) sä poatä finomografic printr-o nomograníá tú' transparent orientaf elpoatä fi adus la forma 
"ano-rricä:

trebuie
a) plan fix b) plan mobil

figura 1

(4)

Ar,t(xr, xs): A1,2(xt, xz) * Ar,o(x", xn) * As'(xu, xu)

B7,s(x7, xr):81p(xt, tçz) * Br,o(xr, rE) * Bs,6(xu, xu)

Art,tr(rrr, xn) : Ar,r(xr, xr) * Ar,o(xr, xn) * As,1¡(xr, xrs)
Btr,t"(x¡, xn).: Br,r(xr., xr) + Br,n(xr, xn) I Bs,rc(xr, xn).

Problema reprezerìtärii nomografice a sistemului (2) printr-o nomogramå
cu transparent olientat revine la gäsirea urmätorului sistem de identitäli:

Pentru simplificarea scrierii vom nota

Arn-r,ru(x"n-t, tczn) : Arh-r, rh,

(6)

Ar,r(q, þ) : At,2(xu xr) -l At,n(xr, xn) * A5,6(xu, xu)

Br,"(ç, þ) : Bt,"(xu xr) t Bt,n(tú",x¿) I 85,6(xu, x6)

Au¡r(f , a) : A1,2(xr, xr) t At,n(xr, xn) * As¡,)(xs, xú)

Btt,tr(T, d) : Btp(xt, xr) * Bt,n(xr, xn) I B"Js(xr, xt)

Functiile A¡¡, B,¡ satisfac condifiile de nedegenerare alebinare (tcro_r, xzn), h: l-6

_l
å : 1,6.i

I

I

cîmpurilorl,
În baza unei leme datá de J. Bogoliubov se aratá cá" condigiile (3)

sînt necesare pentru existenla sistemului (6), care este supus condiliilor (5).
Pentru rezolvarea problemei propuse se cere deci gäsirea funcliilor

A"u-r,,"0(x"o-t, ttzn), respectiv B"u-t,ra(xru-t, ttzn), care sä satisfacä identic
sistemul (4).

Sä determinäm condifiile pe care trebuie sä le înd.eplineascä funcliile
sistemului (2), pentru ca acesta sä poatä fi adus la forma (4).

Vom presupune deci, cä sistemul d,e identitäli (6) existä.
Sä calculäm derivatele parfiale ale primilor membrii ai primei çi

celei de a treia ecuafii a sistemului (6) 1n raport cu variabile\e xr, xr,
fr1, !t4, 1ús, !t6, respectiv x1, 1t2, xs, lta,9ts, *1¡, finînd. cont de sistemul (2).
Gäsim sistemele:

ðAzp-t,zp ôArn-t,rn

(5)
ô rzp-t ô'zn

ôBzn-t,r¿.

ð'zn

õB zn-t,zn

ô'ro-,

+0 h - 7,6.

Nomograma care.rezolvä sistemul de ecualii.ß) .r" atît în pranul fix.
::t f :å"r"tiiîl #"3#;"1r;üu Í;nîi ninare. v tiiiá^,e^,,or,,ogiamei esté

P\zl=l Psi,n Prpl3l pr," ps,rol3l pry,rr,

ôAr,t

ôrp

ðA- ^
e;, + á:Ú|, =

9n',,
òx,

v :1,2

(7)
ôAr,e , , ôAr,e,, ð4",0

ar 9'n * u+ 9'*= a**'
ôAr." , ôAr3,, ÔAt,u

un 9', - u+ v") : ô*n '

$:3,4

#.
xl

ô"

#"
X¡ xs

X,t

Xt2
x8

Xa

D:

unde P2¿-¡.2¡, (h:l,O) 
"ifrt 

puncte în cîmpurile narc (xra-r,rn) (å : l;6).Primul contact aurJí ;i;.;rã;;;-"i 
"rt" conta de fixare, iar cerelartedouä sînt contacte de rezolvar"î -- -- - I:5,6
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9i

ôA tt,r, ôArr,rz
Sistemele (9), çi de funclä7e B2e-r,"ry. Scoflnd'

(10) de ord.inul lntli ale functiilor
ale vom avea sistemele:

9n:rn:ounr,"*bðAr,,
õ2" - ô*, ôx,

ðA".n òAr.", ,ô4r.,
_:_|w_

ðttn ôx, ð*,

ðA,,u - ðA ,,, , 
"ðA 

r,,

-= 
- '-ðttu- ôx, ' J ðt"

unr,r: 
ounr," + hðAtr,

ôxu-o ôtr' ô*,

din
A,.r,

ôy Ti" +
dr¡

¡¡'- -
ôAt,z
'ôr, '
ôÅt,n

ð*p

I 5,6r

(B) '+r"nt'+a,n= þ:3,4
ôAtt,t, 

u,. _y ôArr,r, ..,, _ õAr,ro
ô.¡ Itq T -i.- -"=-*-=j, e: 9, 10.

ului (6), rczultâ cä sistemele (7)
n(1t2¡a, 12¡).

stemul (7) de çase ecualii cu douä
at în raport cu acestea:

1)

SI

de

- ôAr." ôÅr., ôA" 
"t'''ãî ¡ t',' ¡f l t',rîf = o

tr,ra# * cn,r!!J', * rr,ru# = o

- òAr." ôA,." ôA.^crs-;: * cu,, u; I,,,r"ãf = 0

,"ß9# * 
^,,u# +,,ru# =0,

' çi procedînd analog pentru sistemul (g), gäsim, dupä eliminareaðAs,to 
, ÔAp,to 

.
ð*, ôxto

-. c2,g ,- cs,l
A:--' ú7--'

cl,z c1,2

c2-A

Cto
d

al,z

(r2)

e--c2'!,.f=-!, g=-%, h
ct,2 cl,z c1,2

slnc funclii de variabilele $p !t2, xs, !tq, !t6, )t6

: 
- 

c6't

ct,2

a/:4-;!1-z-;oAr,,
ôr" ô*, ô*,

un",n :hônt,, a*ônU
ðxo ôtt, ðx,

(13)
òAs,to --ôAt,r, tôÁr,"J:M¿ L^-

ôxn ôx¡ 
t' 

ôt,

0,,,+ +d,,}* *d,,,u# = o

0,,,W +d,,,?*0,"u# = o

0",,? +,,,W +d,rT=o

dn,,o? r.dn,t; +d,rff = 0,.

9t:to - .ônt,, -:'-l
d*ro d*t

ðA t.,s-,
Ôt,

und.e

(10) i:-þ3, i:-fu, h:-fu, *:-þ"
dt,z - dt,z dt,z dt,z

(t4)

n:-þ', þ:-b, r:-þt', r--191
dt,z ' ù,2 ú,2 i4,,

sînt funclii de variabileTe $r, !Ç2, )ts, fr4, !l,g, !61s.
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€;rati câ

,(15)

ar:

az:

as:

À¿:

Avem aceleaçi sisteme pentru funclii1e Ba'-'po'Un calcul simplu ne

- 
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finlnd cont cá Wur, * O Siõfu + 0' pentru ca identitätile (17)

çi (18) sá aibe loc' sînt o"""tu'" urnätoarele conditii:

| ø'r. - c',, b'"' - d''"\ : 0

\''-, - g''" f''" - h'"1

(19) 
1a,., - c,r"

ln'',"-'1,
Sä deriväm acum membrii s

".,, vãriabilele tcu, fr6' lt3' !(.n' Çr

ïtiltã*"t"i (13) în raPort cu

oi,fu*,+bL,%ur=o

oL"%*,+u;,ôfr=o

,1,%*,+d"-,u#=o

,1"%*,+d',,u#=o

,L,u#+ ÍI"ôfi=o

,L.u#+fL,#:o

sL"u#+ t';Jfi:o

o bl:crd,-bc:t:!+0
t dl ot,z

t Íl- eh-f s:oElo
g hl ct'z

jl-im-hi:1Y*o
n *l dt,z

n þl: ns-þr--on''o+o
/ sl ^ dt,z

L, BAL çi M MIHOC

-cI

-i
-h

-b
-d 0

t

l

!

ìl
I

i,

I

IPrimeledouäecua}iidinfiecaredinsistemele(11)çi(13)conducla
un sistem omogen de'patru ecu-afii-cu patru necunoscutè' Condilia ca

acest sistem se aamiå äl"tt"ìtftiiie a"'solufia nulä este:
(20)

_J

1

0

I
0

0
1

0
1

:S411

lø-i u- jl:0.
,(16) lr-n *-d\-

Derivämacummembriistîngiaiecrraliilorsistemlrlui(11)înraport
cu variabilele xt,ør, respe-ctiy ry'. *''-iiîpoi l'e scä'dem'dòuá citedouá'

linînd cont de "grrit"iãï 
dlrivatäior pJ4iãi" *ixte de ordinul d'oi :

(o',, - r',")u#+ (ó;, - d|,)u# = o

(17) 
(r'," - r,")u# + uL" - 

^'*")%u*, 

: o'

Procedînd analog cu membrii stîngi ai ultimelor. 4qlá ecuatii ale Si:s.

temului (13), pe ""å 
ï ä*i;'; ît ;";p;; ¡u variabilele x'o' respectlv

ts, gäsim

(lB) (n1,, -,'^)%*, + (þ1,"- sl') 
u# 

= o'

(21)

(22)

gi,%*,+h'-!#=o

nr"u# + Þ;"ðfi: o

n,.:+ * þ,,u#: o
aÍt vuz

ðA, " ðA r.z
,L"Uun, + tL," ul = o

,r,H + ,L,fuu*: o
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ô,At,z + f.u'nr,, ¡,ri,a!:l + i,_,u!y = o

ô*r, ' - ôxrôx2 . -. 
9r, . .. 'Qfrz 

Ì

rW¡,W+sf#*,ri,u#:,

125I

(25)

" W + þ W¡, nL,Ô'!:c r Þ1,!* = o

*u#*,*: l# + nL,a# + ot,Ôff =o

, !nJ.,-" +, ô"nr,, a r'".a!:c ¡ s,*,Ô!^t,' : g
ôn? Ôx1ðx,. 'dx, - clfrz

(26)

, ô"n r," ¡, *u-- 
+ rtr. 

ð! r,, ¡ s,-^ðlJ! : g
ðxnÔx, Ôxl - dfrt . orz

sistemul (24) este sistem omggel de 4 ecuafii,.avînd. ca necunoscute,
¿erivátete p"tiirí" de ordinul lntliçi doi ale fuircliei -Arn.(yt1øJ' -El este

verificat gi åe derivatele parliale d,e orâinul întîi çi doi ale funcliei B¡2(xp x2) '

o si Br o trebuie sáfie liniar independente,

"ásta'õîmpul 
binar al variabilelor xr, xr,

ului 'trebuè; sä fie raai m!9 sau egal cu

' b .o 'at,'- : uîrl
a. b aL, br,\

d, o 't'rrt d';;l
'c O crt' dl,,

A-

II

Se observä cä orimele 3 coloane ale matricii ,4' slnt liniar indepen-
dente, deã"i""ã piitã"ï ã"leiminant de ord.inul trei este diferit de zero :

:'.. - ì -' I j ì : i;:'' 
': "''

bzc - a.bd, : b(bc - ad) r= 0

çi deci rang A 2 3.
Din cele 2 observafii reatltà deci cä tang A = 3.

L. BAL 9i M. MIHOC B
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linînd,,cont cä þ + p çi ry='- 0, pentru câ identitälile : (20),
ôx, ' Ôt"

(21), \22) sä aibe 1oc, sînt,necesare-urmátoarele condiliil ,:,i: ,,i,

ø1,

at-

ø1,

ct*r,

bL"

b'-,

bL"

d,_

aL" b';,:0; 0
d'""

bL"

lL" =0;

øi
eL,

bL"

Í1, =0;
øt"

ol
6xa

(23)

aL, bL,

hL^

:0; bL"

þ1"

:0;
tl
t>tt

a'r"

m|.

bL'l:ot
þ'-,1

bL"

sL"
0

a.L"

r'",

b",

=0;s'*,

Säderivämmembriiîntliaiecuatiilorgistemelor(11)çi(13)înraport
cu variabil e7e fir, 1t2¡ à:vèffr sistemele de ecualii cu derivate parliale

(24)

nônr,, + bôAr,, a n,,,Ô!:e + bL,o!J! :0
ðtt? ô*rðx, - Ò2r, dftz

. #,* u ?í + ø!# + bL"ð:]! : o

" 
ônnr,, ¡ ¿ð?Ar,, + 

"1.Ôl-t,, 
+ d4!+ :0

ôn?, Ôtt1Ôxt - dttt oxz

"#,* oW ! r'.^%u,i+ d'L,u#:o



11
REPREZENTAREA UNOR SISTEME 127

Cu substitufi" W: 
(J(xt, xz), #: V(xr, tcr) sistemul (28) de-

vlne:

E:AU+BV
Ôr,

ðu av(28',) , 
rr:=r::::,
ô*r-

Deoarece sistemul (28') are ca gi solulie funclia Br,r($r, x2), el v¿
avea deci douä solufii iiniär independente gi prin urmafe, el trebue sä.

fie complet integrabil;
scriem condiliile de complet integrabilitate (d.eriväT pr,ima ecuatie'

a sistemului 1n raport cu ø, çi a doua în raport c1J )ty apoi a doua ecuatie
1n raport ct riz çi a treia în raport cu øt).

Avem:

(30)

AL"-CL,+BE-CD:0

Bi, - D',,, + AD + BF - BC - D2 : 0

c',, -t E'-, +. çz ¡ DE - AE - CF :,0

D',", - FL, + CD - BE :0.
Sä impunem acum condilia ca solulia (28) sä'verifice gi sistemele (25).
Gäsim sistemele: .

(A, + cÍ * eL)ff + @e * DÍ + fL,) ff = o

(ce * Ef * eL,)4. + (De t FÍ + Í:)H = o

(26)

(31)

(ce + Eh + sL)?,, +(De + Fh + h',,¡ry:'z:o

(
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Din acest motiv,minorii de ordinul patru slnt r:uli. Adicä avem:

lc, ø'*, - a' cL, * d . aL, - b . c'r, : Q

(27) l, . ó1, - ø. d.L +d..b,:r,-b . d,',,:g.

ln aceste condilii se poate rezolva sistemul (24) relativ la

ôrAt,¡. ôrAt,¡. ôoAr,,

ôxl ' ôrtôxr' ô*f,
Gäsim

(28)

ôzAt¡_ A ôAr,, I R ôAr,z

ô*1. 
: -- ô*, ô*,

ôrír,, _côAr,r+DÔAr,,
ôrrôx, - Ôx, ðx,

unde

dA:
, , . {rr_ ø. dLr.

Ç:o'&r'-4tcx'; D:'--,
A1 Ar

ir o', "L,- o'ro'r,- Lro!",. r. 
- 

aodLr- o,b'rr- àrbf,,.

' DAr ' åÀt

Lt:ød'-bc'

sä derivåm acum ecualiile sistemului (28) în raport cu variabilele
2i¿,11¡i

A ôAt,z

Ôs,
+ pLr, ðAt,o

ôt¡,
0

,t,T + DL.T=o

ELo%*,.+ F''o# = o h:3,4,5,6,9, 10

Amintind din nou câ Ô4,,, + 0 çi * + 0 gäsim
ds, oxz

¿L*

ç trr

pL*

pLn

trLn pLx

pLr
0.0;(2e)

E
"þ



1¡

REPREZENTAREA UNOR SISTEME t29l3

Intesrind sistemul d'e ecualii cu derivate partiale (28')

X:::Íii:,î:l:Ê,';{i,:'í^l,f ,',åIîï,'TT,,ìTlli,i"o\',!)ú,i"il,

gäsim funcfiile
gásim functiile
, Bt,to(xr, xro).

r,l nEpnÉsENTATTON DES SYSTÈMES D',ÉQUATTONS PAR DES
NOMOGRAMMDS À TRANSPARENT ORIENTÉ

nÉsuuÉ

Dans ce travatl nous avons étud.ié la représentation nomographique
des systèmes de quatre équations à douze variables par des nomogrammes
à transparent orienté'

on consid.ère le système d'équations (1) et on suppose remplies les
conditions pour l'existence des fonctions implicites (2).

Pour qire le système d'équations (1) respectivement (2) puisse. être
représenté nomographiquement pal un nomogramme à transparenb oflenté,
il iaut ou bien i'ariretrêr à la fórríe canonique (4), orl bien que 1es fonc-
tions z4;¡, Br¡ satisfassent aux conclitions (5) .

I,e'ichéina d.u nomogramme qui résòút le système d-'équations (4)

est donné dans la figure l.
fe problème dJ la représentation nomographique du sys-tème. (2)

paf un nomogramme dont le schéma est donné dans 1a figure 1 revient
à trouver le système d.'identités (6).

L il est contenu dans 1e dernier théorème:
P ions (2) qui satisfait aux conditions. (3)

puisse il est'riécãssaire que les contlitions (16),
(1e), (23), (27), (29), (30), (33), soient remplies.
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(33)

:(An * cþ * nL,)ff + (Bn -r Dþ + lL,)ffi = o i:

(Cn + Eþ + "',")T + (Ð'n + Fþ + þ1,)H = O

{32)

(Ar + Cs * rL,),4-tz +,(Br * Ds * t',,)H:0

(Cr + Es ! r',")'ff + (Dr, I Fs f si,) H = o.

Dapä s91iem:acum conditia de compatibilitate a sistemelor

çi menfíonind iar .6þ + 0+ # ô orr"*:
ôxr' ôx,

.':

(31) çi (32)

.. .r. :.-:

AelAf!e'n,
CelEf te',, :

Ae*Cf*eL,
Ae I Ch *.sI,

4elcfig'r,
Cs+Eh+sL,

A{eCf*e'*,
AniCþ+n'",
Ae!Gflë',,
Cn*Eþ+nL,

A'e ! Cf I'tii; ,

ArlCs*rL,

,Bt'i,DÍ +,f';,
DøtEflf'",

Be -f DÍ I fL,
,BS + Dh + k'.,

BeiDÍ+f+,
De + Fh +hi"

,i !Be*DÍ*fl,
'Bn'+ Dþ + þ;1,

Be*Dl +Ítr,
Dn*Fþ+þ'""
,'ße*Dr+Ítr,

Br1.Ds1.s'*,

--Q

:0.

-0

0

=0

0

Ae t Cf * e';j,,' '. ""'Be + Df + Íi,
Cr I Es I r'*" Dr * Fs f si,

Din cele prezentate pînä,,aici rczulti urmätoarea:

TEoREMA: Pentru cø sistemul, d.e ecuølii (2) cu cond,ilül,e (3) sd þoøtã
.fi-þus sub formø (4) este,necesa.r sd. fie î,nd,eþl,inite cond,ilüle (16), (23), (27),
(2e). (30), (33).


