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REPREZENTAREA UNOR SISTEME DE ECUATIL
PRIN NOMOGRAME CU TRANSPARENT ORIENTAT

de
L. BAL si M. MIHOC
{Cluj)

Studiul nomogramelor cu transparent a fost obiectul cercetirii in ultimii
ani a numerogi matematicieni, printre care se remarcid Iin deosebi
S. 6. HOVANSKI [3]. El stabileste diferite forme canonice pentru ecuatiile
ce pot fi rezolvate in acest mod si di efectiv metoda de constructie a
nomogramelor cu transparent orientat.

Problema condifiilor, in care o ecuatie datd sau un sistem de ecuatii
pot fi aduse la aceste forme canonice a fost cercetati mai pujin. In cazul
sistemelor de douid ecuatii cu cinci-opt variabile, problema a fost studiati
de citre j. BocoLiuBov [2].

In aceasti lucrare ne vom ocupa de reprezentarea nomografica a
unor sisteme de patru ecuafii cu doudsprezece variabile prin nomograme
cu transparent orientat. :

Se considerd sistemul de ecuatii:

(1) Q% %y %3 %o X5, Key Xgy Xy Ky Hyoo Hapy ¥ag) =0, 1=1,2,3,4,
unde functiile Q; sint definite i continue intr-un domeniu cu 12 dimen-
siuni.

S3 presupunem ci functiile Q; indeplinesc conditiile pentru existenfa
functiilor implicite :

x7 = q’(xli x2' xa; xd' x5, xe)
%y = P(%1, %y X3 Ky X5, %g)
2) %11 = Y(%1, %o, X3 Xy Xy ¥yo)

X1z = O(%y, %, X Xy %y, %y9).
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Funcfiile ¢, ¢, v, o ale sistemului (2) satistac condiiile :

’ ’
<le (th

Cra=| " 05 ey = Pm q’f" #0; cs=l| P ¢,"‘ # 0
(Px: Lp”n CP*A (I[J'ﬁ q)xo quu
N O Y OF, Y
a2 = Y, A0 dyy = ’Y, w’ #0; doyyo = Ta O # 0.
EZ) EZ} qu mxa .

Y;UI m;’u
Pentru ca sistemul de ecuatii (1)

poatd fi adus la forma canonicy :

A7,8(%0, %) = Ay 9%y, %2) + Asa(%s %) + As (%5, %)
Bis(%7, %) = By (24, %) + Bs(%5 7,) + Bso(%5, %)
A1 12(%yq, %1p) = Ao(#1, %9) + As (s, %s) + Aso(%y, %y,)
Bi11o(#yy, %1,), = By (%, %2) + By, %4) + By, 10(%, X10).

Pentru simplificarea scrierii vom nota

Azk—l,ék(xzk—l; Xop) = A2k——1, 2k) k=186,

Functiile A4;, B;; satisfac condifiile de nedegenerare ale cimpurilor
binare (x%u_y, %), & = 1,8

0Ag,_1op Aoy 124

%9y Oty s
(5) £0 E=T,

0By, 108 9By 1o

g _1 0%y,

Nomograma care rezolvi sistemul de ecuafii (4) are atit in planul fix,
cit 5i ih planul mobil, trei cimpuri binare. Utilizarea nomogramei este
datd de formula de structurs:

Pyy=i Py, Pss |3 Py Py 1o |2 Py s,

unde Pyy_y g, (b = 1,6) sint puncte in cimpurile binare (%2 -1,2) (R = 1,6).

Primul contact dublu ‘al nomogramei este contact de fixare, iar celelalte
doud sint contacte de rezolvare,

» Tespectiv (2) si poati fi reprezentaf
nomografic ' printr-o nomogrami cu transparent orientat, el trebuie si
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Schema acestei nomograme este data in fig. 1.

4

] Vi

7;5 e #}( éi i i i %h%xa ﬁﬁz
6
X
xl X; Xg XJ iy x"
’
b ) b, <
a) plan fix b) plan mobil
Figura 1.

Problema reprezentarii nomografice a sistemului (2) _prmtr-(;) npfggiiaég%
cu transparent orientat revine la gisirea urmdtorului sistem de ide :

Arp(0, §) = A12(%y, %2) + Asa(¥s, %0) + Ase(%5, %)
B7;8((Pl 4)) = Bl,Z(xlr x2) + B3,4(x31 x4) + BS,S(x5: xs)

Aie(y, ©) = A13(%, %) + Ass(¥a #4) + doro(% ")
Byy1a(y, ©) = Bia(%1, %) + Bsa(¥s, %4) + Bo,io (% %10).

In baza unei leme dati de J. Bogoliubov se aratd cd cora@?;le ((53))
sint necesare pentru existenta sistemului (6), care este supus con 1ft11 griilor.
Pentru rezolvarea problemei propuse se cere dect gas;.refael1 c:‘iu?d%entic
Azk—le(x2k—-1, xzk), respectiv sz—l,zk(xzk—l, ka): care sa satis
sistemul (4). b ey ! ] N
'S4 dfetzerminém conditiile pe care trebuie sd le 1ndepl1nezsca functiile
sistemului (2), pentru ca acesta si poatd fi ac_luvs la format v( ).
Vom presupune deci, c4 sistemul de identitdfi (6) existd. el s
Sd calculam derivatele parfiale ale pnmﬂor membrii gnl {)r » x§
celei de a treia ecuatii a sistemului (6) in raport cu v(aina ils tee;en ullj (2§,
X5, Xy, %5, %, Tespectiv %y, %, %5, ¥4 %, %1, tinind cont de s .
Gésim sistemele :
04

0A aAl,Z

7,8 7,8 1/ = v = 1,2
20 TG, b =50
04,4 0455 ;0444 v =34
@) 0 ¥ o b = oxy
04 S T _
"y T = i, = 1 =156

9p oy N T 0wy
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04 04 04
1,12 _, + 11,120); =z v=12
dy b do ¥ %y
0dyy 1y 044y 12 04, ,
8 : =, = =, =34
®) dy . - do u dxy, "
04y 19 04y, 15 94410
— — 0, = =, = 9,10.
oy YT P g

i ifi i iile Boj_ig. Scotind din
" 10) sint verificate si de f1_1nct11A ; . 0 B
. . S::;:: 1?5)1 € ((?33 (d.er)ivatele parfiale de ordinul intfi aie .functulor As s
Ezis enrespecti,v ale functiilor As., Ag10 vom avea sistemele :
15,6,

Datoriti particularititii sistemului (6), rezultd ci sistemele (7) si 8

sint verificate si de
Tinind cont de

ad a4
noscute —%, - 7’8,
dp ap

i procedind analog pentru sistemul (8),

04410 aAP,lO,
—=2, 80,

0, 0y,

(10)

functiile B2k—l¢2k(/x2k—l; %) '

relatiile (3), sistemul (7) de sase ecuatfii cu doud necu

poate fi rezolvat in raport cu acestea :

04,, 04 o4

1 1,2 3,4
Co, ~ 41—+ ¢ — =0
2,3 7 + ¢ om + ¢ Py
a 04, , 04,
2,4 1=t 0 —" =0
o, + “, o, + ¢z o
0 a4, ,
C25—= + ¢51 Fl—==0
2 0%
04, , L 194gy 0dg.
C26 = - Co = e —2 =0,
%y Ox, Oxg

04 as 04
dy s L2 -+ ds, = +d 2 -0
axl . aﬂ'z a’r’a
0A 04 0A4
dpg—22 4 dyy —22 4 dig—22 =0
0x, 0%, %y
04 04 94
dyy 12 + dy, 12 +dy, a0 _
0%, 0%, Ox,

04

04 04 :
dy, 10— + dyo —22 +dp o 220 — 0,
ox, . 0z,

¥10

(11)
unde :

a=
(12)

e =
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6A3’4 — a aAI,Z + b aAl,2
ox; 0x 0%,
04 a4 aAl,Z
34 _ T2 +d
0%, 9%, 0%
045 . 04,4 _I_faAI:Z
'3»’5 = ax Ox,
aAs_6 . gaAl’2 i h0A1 2
0%y - 0%y 0%,
C23y, ypictar Bl o gl o o4,
€1,2 ’ 1,2 12
. Ca5 f: . 05,1, = — fz_,G) hE
oz c1,2 ‘12

sinc functii de variabilele %, %,, %3, ¥4, X5 %e

gisim, dupi eliminarea functiilor (13)

unde ;

(14)

sint functii de

04, , .04, , .04y,

=1 +7 ;
0%, 0% 0%
a4y, 04, , 04, ,
- = +m
0%, o, 0%,
34 04 ! aAl,z
9,10 =n 1,2 + :1,
0%, - Oxi 0%,
A
Mopo _ 41 | (g,
axlﬂ - axl axﬂ
dy3 ]:.._‘ii’l’ k—__—__dz,fi' = —
1,2 , iz %2 '
4
! ‘_iﬁ) P — di’l ) y= — 2,10’ =
dio d1,2 4,

variabilele #%,, %,, %3, X4 % %10

G,L

°1,2

6,1

°1,2

121
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Avem aceleagi sisteme pentru functiile Bgy-12- Un calcul simplu ne
arati cd:

Alza b:ad—bc:_—fy;éO

c d : 1,2
Az—_:e f‘: eh——fg:ﬁf;;éo

g h ' 1,2

T ] . . dgy |
A, = = im— k] = 0 |
Pk m\ Y dm# i
A4:n p:ns—pr———fig—'lg;éo. “

4 S dy,2 |

Primele douid ecuatii din fiecare din sistemele (11) si (13) conduc la (
un sistem omogen de patru ecuajii cu patru necunoscute. Condifia ca
acest sistem sd admitd solugie diferitd de solufia nuld este: !

1 0 —a —b
(15) (1’ (1) - —_‘j, =0
o 1 —k —I |
|
16) 4 —i b—j|_o 1;'
c— R m—d 1

Derivim acum membril stingi ai ecuafiilor sistemului (11) in raport
cu variabilele x4 %3 respectiv %, %5 si apoi le scidem doud cite doud,
tinind cont de egalitatea derivatelor partiale mixte de ordinul doi: |

04 9A
(ay, — C%) a;'-z 4 (b — d) 7‘— =0
{17)
0A 04 |
(€r, — &%) a“ +(fh, — By == =0. |
X1 0%y

Procedind analog cu membrii stingi ai ultimelor doud ecuatii ale sis-
temului (13), pe care le derivim in raport cu variabilele x,, respectiv
%,, gdsim

i {18)

(e — 72) 5

6A1:2 ' '
+ (pxlo - Sxo)

o |

0%, l

. A v aAlZ . aAl
'Imlnd cont ca - 220 st
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2 £ 0, pentfu ca identitdtile (17)

Xy L2

si (18) sd aibe loc, sint necesare urmitoarele conditii :

ay, — Cs

ey, — 8%

(19) . o,
ey — 71,

83 derivam acum membrii stingi ai ec
cu variabilele %5, %o %3 %o membrit s

by, — 4 _0
[ — P
be — = 0.
Pra— St

uatiilor sistemului (11) in raport
tingi ai ultimelor doud ecuafil

a sistemului (13) in raport cu variabilele %y 5i %, gasim:

04,4 04,
al » bl )
% 5. + 0% F™
04 04
a, 1,z+ b, 1,2
(20) ﬁ 0%, 0%y
044, 04, 4
cl y d! )
S T a 0%,
04y 04y,
CI » dl 3y
\ 9, T @ 0%,
[ 04, 94, ,
el ) ’ ]
B ox + d%,
04, 94,
6‘;4 '2 +f”vl
(21) H 0%y 0%,y
04 0A
’ ’__1_1_2 h/ 1,2
En 0%y + & 0xs
04 04
' 1,2 h, 1,2
845, + Az, o
04, 04,
nl ) ! y
A + P 0%,
04 04
e T
(22) ﬂ Ay 0%,
04, ., 04,
rl ) sl‘ 3
» om + s Dy
04y 04y
rl » sI 1]
| 72 v + sk, YA

0

i

i
=

I
o=

I
=

il
o

I
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i
o

i
o

i
=

il
=

i
o

i
v
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9 J
. 04 C0d,, L e T uotts SuPnaAT] Hus
Tinind. cont ci —2% =£.0 si. —2 =« 0, pentru ca identitdtile : (20) (, S22 + f it + e} Mia + fi i
’ . . 0%y ‘ 0%, . . ! ox2 " 0w 0% L R YT P
(21), (22) s3 aibe loc, sint necesare urmdétoarele condifii: .. . ] ) :
> SIL neee Ty AR TR 84, , L B ; a4, , a4, ,
B R e L
95 0x,0%, x5 0%, 0%,
a;‘i bkﬁ = 0 N a”‘u b”‘a — 0 x ( ) agAl 2 + ; aBAl 2 + ' (]Al % + }?— aAl 2 0
= > : =V, 2 f — = =it ! =
“ D 4 & Ta " omam M n " om
0?4, , 04, ., 04,, 04,,
; y h » 7 14 » ‘hl ) [ 0
Az, b, —0- a., b | _ 0- lg 0%,0%, P I + g‘_" 8%, + ey
c;’t.: d;; . ' 8;5 fﬁ?; Pt
fn 0444 +P %4y, + " 04,9 + 15' laAl,Z —0
a, b;s\ = 0; @, b;:\ 0; R N Y
¢, A B SRS | i Ny, 0 My, | ., 04
DR g, M, nhE g p TNy g TRy R 0
( 93) (26) ﬁ 0x,0%, 0x% 0%, : 0x,
0%y, 0%y 04y, 04,
a' b ' ' | y —= § —= 75 : S Z=0
x, %l =0; s b, =0; 0#i - + 0%10%, + N 0y + 5 0%y
144 by, nl, A : ‘ . 3
: ’ 04y, 0%y 04y, [, 04y
y—2 s —2 by, —= 5 =0
\  O%,0%; 0% 0%y T 0%,
ag’s b;% . 0 . a-:'.\ b;’s p={ O .
W’ pl =W o' s’ = = # . . . .. N
% % £, A | _ Sistemul (24) este sistem omogen de 4 ecuatii, avmd ca necunoscute,
derivatele parfiale de ordinul intli si doi ale: funcfiei A2(%y, %g). El este
2 b verificat si de derivatele partiale de ordinul intfi si doi ale functiel Bi2(%1, %a).
. f‘ =0; l i.rltmc:i!; aceste doud functii A, ; si Byz trebuie si fie liniar independente,
7x, Sz, datoriti cerintei nomografice de a exista cimpul binar al variabilelor %, %,

rezultd cd rangul matricii sistemului trebue: si. fie mai mic san egal cu
) | trei (rang A < 3). % ‘. Sa, e 1 1E S 4
S3 derivim membrii intii ai ecuatiilor sistemelor (11) si (13) in raport |

R

cu variabilele #,, %, avem sistemele de ecuatii cu detivate partiale | a b o 4l b !h
| 4 = 0 a b a«;. b;’
( %4, , %4, , 04 04, . c' d o ‘c;'i. d:ﬁ
P Ry ia N e L | - L
0x3 + 0x,0%, + o 0x, + = 0%, | 5 7 ’ ¢ d cx’, d’.’
S ¥ 2 o vt}
41y o\ 3 Pie ) M1z Y M2 _ ¢ . Se observi ci primele 3 coloane ale matricii 4 sint liniar indepen-
(24) ] 0xdm o3 * 9, Y Qw, . dente, deoarece primul determinant de ordinul trei este diferit de zero:
%4, , 024y, , 04, , 041, o ) - Ve
Tt T aman T T TG, =0 o — abd =Hlpo —ad) =<0
c 0%4,9 +d 0%z + ¢ ?41,2 + 04y _ 0 st deci' rang A > 3., .
\ 0,07, a3 ' am T am, | Din cele 2 observafii rezultd deci ci rang A = 3.
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Din acest motiv . minorii de ordinul patru sint nuli. Adicd avem:

c-a, —a-c,+d-a,—b.c,=0
@) {

¢ b, —a-d, +d-b,—b d,=0.

0 .
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Cu substitufia -":7= U(%,, %), ";‘7 = V(xy, %) sistemul (28) de-

vine :
fn aceste conditii se poate rezolva sistemul (24) relativ la Z_U _ AU + BV
a’A""; 941 ; a’Ai". Gésim : oU " av
01 ' 0% 0x,  0x3 (28") ) —=_"=CU+ DV
01y _ 4 O | p i 07 0m
- 1 0%,
m 2 pvsry
,= L. _ ¢ Lg D 14 %a
(28) 0%, 0%y 0%, T 0%, : R ol . ; e .
4y, 0:4 o4 “Deoarece §1stemu_1' (28’) are ca si ‘soluti'e functia B ao(%;, %), €l va
L _ F g Fe avea deci doud solutii liniar independente §i prin urmare, el trebue sa
073 97, 0% fie complet integrabil.
unde Scriem conditiile de complet integrabilitate (derivim prima ecuafie
; ) : ' a sistemului In raport cu x, si a doua in raport cu x,, apoi a doua ecuafie
4bim—dian . p_ bedy —d - by in raport cu x, si a trela in raport cu ).
A & | Avem:
C G'a:ﬁ_a"c;’x: D cl'b;x_a'dv"l- ] !
=——A—‘, :——A_———; Ax,fcxl+BE_CDEO
1 . 1
E = a* - 0;1 1121 ca;x ~ Alalzz . F — a’d;x s acb;ﬂ T Aib;‘l . B"”ﬂ - D;"l + AD + B‘F - BC - Dz = 0
‘ bA, - ey o o s Pruapmbag ( ’
! _‘ ) (30 C, —E, +C*+DE —AE —~CF =0
A, =ad—bec. '
B oo sama e . \ o D, —F, +CD — BE = 0.
Si derivim actim ecuatiile sistemului (28) in raport cu variabilele
Xy X' | S& impunem acum conditia ca solugia (28) si verifice si sistemele (25).
4 a4 (26). Gasim sistemele : '
A; 11,2 + B;‘ 12 = 0
& dx b 0z, 04 04
by J (e + Cf + ¢,) 222 4 (Be + Df + f2) 222 =0
C w4 D) 1 I 0%, 0%y
A 6x1 k 62’2 .
’ 6A1.2 3 ’ aAl,n __
Ey %y py Mu_ g £=13,4,569 10, (Cot Bf + en) 5, TilDe + B+ ) 50= 0

X
B Qxy. TR 9x

Amintind din nou ci 2412 £ 0 si Lt gidsim :
0%y - 0%,

! BI
4 *x %

li
e

(29)

—_ 2

’ ’
A %, D,,k ‘
r FI
E"k *x

’ D !
C"k *r

:

(31)

(Ag + Ch 4 g.) %_ - (Bg + Dh+ k) 6:"‘ =7
xy A

(Ce + Eh + gi) 222 1 (Dg + Fh + h,) 222 = 0
2, s




128 : . L. BAL si M MIHOC 12 13 REPREZENTAREA UNOR SISTEME 129

, iy 94 . ,y 04 ' § i 1 de ecuatii cu derivate partiale (28') gidsim functiil
(An L+ C Y Pl U B ry94ys N Integrind sistemul de ecuatii cu derivate parfiale (28) g tiile
(An+ Cp+ mo) T2+ (Bn + Dp + p5) T =0 o Ayolsy %), Bualy, %) iar apoi din sistemele (11), (13) gasim functiile

A3,4(xa. %), 33,4("3' x4), As.s(x5, xe):' Bs,s(xs.. xs) As,xo(xg, xm), Ba,10 (xo, %10)-

(Cn+Ep + ) 222 4 (Dn+ Fp + 1) 222 = 0
(32) ‘
(Ar + Cs + r;l)aa(‘:"* + (Br 4+ Ds + st,) 01 _ g | LA REPRESENTATION DES SYSTEMES D'EQUATIONS PAR DES
" - 0%y | NOMOGRAMMES A TRANSPARENT ORIENTE
(Cr + Es + 7,) ?:7 4 (D7 + Fs + sb,) a:,, =0. - RESUME

:
| | . S . .
—_ irs Caepits . : | Dans ce travail nous avons étudié la représentation nomographique

| i _Daga S_‘FP;C‘{‘ >.,acu%§9ndvlﬂa age T i at;b;lltqggya s;_s:t‘emelor‘ ; (31) si (32)| des systémes de quatre équations a4 douze variables par des nomogrammes
si mentionind iar cd =2 #£ 0=22 £ 0 avem: -: .1. o % | A transparent orienté.

0% 0% U™ | On considére le systéme d’équations (1) et on suppose remplies les

. N T . conditions pour l'existence des fonctions implicites (2).

Ae + Cf + ¢} Be + Df 4 fi,| ‘ Pour que le systéme d’équations (1) respectivement (2) puisse étre
Ce + Ef + ¢, De + Ef + i =0 représenté nomographiquement par un nomogramme a transparent orienté,
Be + Df + f%,

Ae + Cf + e,

| il faut ou bien 'amener A la forme canonique (4), oit bien que les fonc-
tions A;;, B,; satisfassent aux conditions (5).

A F oCf + €.,

Be + Df + fi,

, =0 ' Le schéma du nomogramme qui résout le systéme d’équations (4)
Ag + Ch +g,,  Bg+ Dh+ W, || est donné dans la figure 1.
: , , " ILe probleme de la représentation nomographique du systéme (2)
| de+ Cf+e¢,, . Be+ Df +f:y1 —0 ‘ par un nomogramme dont le schéma est donné dans la figure 1 revient
Cg + Eh + g, Dg + Fh +h, | = a trouver le systéme d’identités (6).

Le résultat principal du travail est contenu dans le dernier théoréme:
Pour que le systéme d’équations (2) qui satisfait aux conditions (3)

€ TpPO3PAuHLIM OpHEHTHPOBAHHHIM TpaHcnapautoM. B xu. -Homorpadmuyeckuit
cBopuux, 7, M. BI[ AH CCCP, 128—142 (1970).

[3] Xosanckui T. C Metoxst  womorpapuposanus. M. BL AH CCCP, Mocksa, 1964.

Institwtul de calcul din Cluj
al Academiei Republicii Socialiste Romdnia

(33) 0 | . ons (2) qui s di
Fop sl o T | = puisse se mettre sous la forme (4) il est nécessaire que les conditions (16),
An +Cp+mi Bnt Dp+ pi | (19), (23), (27), (29), (30), (33)(, Lot tomplics. T (
|Aet Gf o Bek Df Rfa|
Cn+Ep+ni, Dn+Fp+p,|= J
Wi Ao+ Cf+7¢i © "Be+ Df+f, 0 | BIBLIOGRAFIE

| || Ar + Cs 4 74, Br 4 Ds A ,

) = x' , + R ‘ [1]1 Bal, L'M lglihoc, M. Sur la condition de Goursat de séparation des vaviables

ST RNE , . athematica, (Cluj), 12 (35), 2, 217—222 (1970).
‘ Ae + Cf + bx Be + Df + f”x =0 ‘ [2], Boroaw6os 0., O npejcTaBHMOCTH CHCTEMEl ABYX YPABHEHHH C LIECTHIO NEPEMEHHBIMH
Cr + Es 4 r;, Dr 4+ Fs + s, | — ] B BUfe Ay, = A;j + Apg. Byy = Bij + Bpg, AONYCKAIOMEM NOCTPOEHHE HOMOTPaMM

Din cele prezentate pind aici rezulti urmitoarea:

~ TEOREMA: Pentru ca sistemul de ecuajis (2) cu condifitle (3) sd poatd
fi pus sub forma (4) este-necesar si fie indeplinite conditiile (16), (23), (27),
‘ {29), (30),(33). ‘ e iR '

Primit la 23. XII. 1972.

‘ 2 — Revista de analizdi numerici si teoria aproximatiei vol. 2. fasc. 2, 1973.




