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‘Fie X un spatiu liniar §i normat, S o submulfime a lui X i x un ele-
ment oarecare din X. Numim element de cea mai bund aproximare a lui x
| prin elemente din S, un element s, = S astfel cd:.

[ (1) |l — sol| = int{|]x — s]]: s = S}.

Uneori vom nota d(x, S) = inf {||x — s||: s € S}. Spunem cd mulfi-
mea S este foarte neproximinald dacd nici'un element din X\ S nu are un
element de cea mai bund aproximare in S (vezi [8, p. 348]). Pentru o mul-
time S € X vom nota cu Prox (S) mulfimea elementelor din X\ S care
| au un element de cea mai bund aproximare in S. In aceastd notd ne vom
ocupa de multimile convexe foarte neproximinale din c,. ;

_ Daci teoria celei mai bune aproximari in spafii normate prin elemente
din subspatii liniare este destul de bine pusd la punct, se cunosc mult mai
pujine lucruri despre cea mai bund aproximare prin elemente din mulfimi
convexe. Vom prezenta pe scurt citeva rezultate obtfinute in aceastd directie
de M. Edelstein, fn [2] M. Edelstein a demonstrat cd daci X este un spafiu
Banach uniform convex si S este o submulfime inchisi a lui X, atunci Prox
(S) este densd in X « S. In [3] se aratd ci dacd X este un spatiu Banach
separabil si conjugat (adicd X = E*, pentru un E spafiu liniar §i normat),
atunci pentru orice numdr real d > 0 existd un ¥ € X gi un s, = S astfel
cal = |[x —sy|| = d(x, S). Se pune problema ce se intimpli dacd renun-
fdm la condifia ca X sa fie un spatiu conjugat. Luind X = ¢,, spajiul
sirurilor de numere reale convergente citre zero, cu norma definitd prin :

@ |1%]| = max {|()]: i = N}

] pentru orice ¥ = {x(i)} = ¢, (cu N am notat mulfimea numerelor naturale);
ieN

' M. EDELSTEIN §i A, ¢. THOMPSON aratd in [4] cd existd in ¢, un corp
convex: marginit, inchis si simetric S, astfel cd Prox (S) = 9. (Prin
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|
corp convex infelegem o mulfime convexi avind cel pufin un punect interior),
Aceasta ne arati ci ¢, este de tip N, in clasificarea dati de V. Klee [5],
adicd un spatiu liniar si normat in care existi o mulfime convexi si mirgi-!
nita care este foarte neproximinali. M. Edelstein arati ci se poate construi!
un corp convex foarte neproximinal care s fie strict convex, si pune prob-
lema dacid se poate giisi un corp convex, inchis, mirginit, simetric, local
uniform convex si foarte neproximinal. (Spunem dupd A. R. LOVAGLIA|
[6] ca un spatiu normat este local uniform convex, daci X X € X, ||5,|] =}
= [|x|]| =1 si ||x, + x|| > 2, implicd %, — %). Vom réspunde pozitiv la|
aceastd intrebare.

Folosim notatiile din [3]. Notdm cu §;, i = N functionalele liniare si|
continue pe ¢, definite prin :

{3) 5(%) = 2()), % = x,; |

cu g, ¢ € N, functionalele liniare si continue definite prin

@) &%) = () + i 9~k-15(2i1 (2 + 1)).

Considerim operatorul liniar 4 : Co => €, definit prin

{5) Ax()) = gi(x), 1 =N, xec, |

In [4] se aratd ci 4 este un izomorfism topologic al lui ¢, pe ¢, si adjunctul
sdu A¥, care va fi un izomorfism topologic al lui ¢y = I, pe ¢*, verifica relatia

|

(6) A*S, =g, i  N.

Cu /; am notat ca de obicei spatiul sirurilor de numere reale absolut sumabile
cu norma

|
|
|
(7) [l =; (%)), x <.

M. DAY [1] a construit o normi pe ¢,, echivalenti cu (2), in felul urmd-
tor: pentru orice x = ¢, se rearanjeazi sirul {%(s)} astfel ca ‘

[#(0)] > |x(@a)] > ...

Norma se defineste prin 1|

1 |

[eed

® #0) = | @sntipp) |

=1

< o p . N |
J. RAINWATER [7] a aridtat cd p este o normd local uniform convexi.
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Putem enunfa acum rezultatul nostru. . | o

roREMA. Existd in co un_corp comvex, mdrginii, inchis, simetric s
localTum'form comvex cave este foarte meproximinal. .

Demonstratie Fie p norma lui Day datd de (8) si A:cy = ¢y
izomorfismul definit de (5). Definim

L) q(x) = p(4%), % = c,.

i i 4 hivalentd
i orfism topologic, ¢ este o norma pe ¢, ec
Deoarg CgiAi fﬁt&)lfns Eazggtém cd g Este local uniform convexd. Fie x,, j = c-i,_,
cu p, e (i;) — 1sig(x, + %) — 2. Rezultd p(4x,) = p(Ax) = 151;1( )xulf“
2L ——ng(Ax + Ax)"—p 2. Deoarece p este local uniform convexd rezulta
j-xx)L—Ax i A fiind un izomorfism topologic, rezultd x, — x.

Fie
(10) S={x =co:glx) <1}

Deoarece ¢ este o normd pe ¢, echivalentd cu (2), S va :fl I’J;ns cortp C(i)nl‘(f)izi
mirginit, inchis si simetric. In plus, dupd cum am ardta este si lo
uniform convex. - ) ]

Vom ardta acum cd S este foarte neprox1£n1nal. S& presupunem cd ar
exista un x € X, ¢(x) > 1 si s, € S astfel ca

[|# — so|| = inf{||x — s||:s = S}.

Din definifia normei lui Day, rezultd ci existd o bijecfie 6: N - N astfel
ca

oy (So)| = |€otien(So)l, 2=1,2, ....

si
1
0 2
q(so) = [21 (Z_igs(i)(so))z]
Facem urmitoarea observatie privind bijectiile ¢: N — N:
(*) Nu se poate ca pentru doi indici © diferifi sd aibd loc relafia
(11) Ak NE > By o2 (28 + 1) < k.

Sa presupunem contrariul, Atunci vor exista doi indici diferifi s, j

SN, i # j si va exista un k, € N astfel ca

o(2(2k + 1)) < kb si o(2F 2k + 1)) <k, k> k.
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Fie m > ky si k£ = ky + m. Atunci
o(2i(2t + 1)) <t < ksia(@(2+ 1)<tk ke <t < k.

Dar mulfimea M = {2¥(2¢ + 1), 2/(2 I
- . . F % + ] e = k s
!213 2?;@ jcermgm, iar mulfimea N, i: {1, 2,) g ki _(}:_orlticiu;: }ak;_; ”—? 1::‘502-
= 2m termeni, Deoarece o(M) = N, rezultd ci aplicatia ¢ nu poatc? fi bijec-
1va.PAférma1::a (*) este demonstrati. ]
e baza acestei afirmafii, demonstratia teoremei est A
. . e ! - . ¢ 1 ! _
g??ust'ratla din §3 (i) [4]. Dacd un singur g(s,) este ﬁenu%u;u{;gf‘nc:llef‘iiﬁi
1]1‘31;2.& pn;'l ;(k) ; k41, pentruk=1,2,...,i—1, o) = 1si o(k) =
= ru %k < 4. Daci existd cel putin doi indici 4 astfel ) 0,
alegem pe 7 astfel ca relatia i el oeps Dl 70
o e i 2}: a (11) sd nu fie satisficuti pe.ntru i — 1. Fie

So = (So(1), 5o(2), ..., se(n) — e, ...).
Atunci gi(so) = gj(s) pentru § # 4, § £ n si
gn(s(l))2 i gu(so)z =g — zsgn(so)'
8i(50)? — gi(sg)? = 22 2%~—2 27 kegy(s,).

Deci
(12) q(36)2 — q(so)2 — 2_20(”)52 + 2—20(i)~2k—2€2 . 82—2()(1L)+1g (80) _
| — e2-20 -t (5.
Fdrd a restringe generalitatea (luind eventual ¢ < 0) putem presupune

Fie acum 1 i ici
SRS Ca:s ales astfel ca 2e < max{||x — s4||, |[sol|} 5i % suficient de

Q) o212k 4 1)) > &
(i) 24 o 27200h -2 4 2441 ]g, (5,)| < 20 (s,)

(i) |2(n) — som)] < 711w — soll, Isalm)] < L isall

Atunci din (12), (i) si (i) avem

i
gi(se) > 0. i
|

!

g(se)? — qsg)2 < 2-2e2 4 2—20() -2k —22 + elg,(so)|2-%+1 —
— 272l —kegy(sy) =
= 27he[27Re 2720l —h"2e 4 O-hhl|g (5 )] — 27 %0ligi(s,)] < O.

Deci g(sg) < g(sq) =1 si din (iii) || 4
; 8 x— So|| = || — s¢|| = d(x, S). D
}z;ces:c lucru este imposibil deoarece x nu porfte avle!a ca e‘l’!alment( de c)ea mzli-
una aproximare un punct interior lui ‘S, Teorema este demonstrati.
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VERY NON-PROXIMINAL SETS IN ¢,
SUMMARY
that in the Banach space ¢, there is a bounded, closed,

y uniformly convex and convex body, without nearest
o a question of M. EDELSTEIN and

It is proved
symmetric, locall for
points, giving so a positive answer t
A, C. THOMPSON [4].
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