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. Fie V si Z dous submulfimi nevide ale unui spafin vectorial normat
[ real sau complex, T o aplicatie a Iui Z tn ¥ si y, un element din ¥ cu
roprietatea ci V' — gy C Zira 3 el us

Un element v, din V se, numeste element de cea, mai bund T-aproi-
wajre locald al elementulii Yo prin elementele mulfimii V, daci existd o veci-
dtale ol a1 a ok el el R U

Uvo) =y &Yy — v, < 2}, (x> 0),

Lt o, astfel ca sé aibi loc egalitalea
|

;l 1700 — ya)ll = inf {IT(0 — y,)]|: v @ Uy(00) () 73
!! !

?L;Ztlem_euml Y0 GV se numeste element de cea mai bund T-aproximatic al
ﬁdemmadm Yo Prin elementele multimis V, dacd are loc egalitatea
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[11] au aritat cx este avantajos ca la procedeul luj Newton-Ra,lesou o, [6):

caleul al inversei unei functii reale continue, functia de pornire $i ny
aleasd tn mod arbitrar, cf s§ fie solufia unei anumite probleme de cea g
buni T-aproximatie. n luerarile [8], [10], [12] ei au studiat si unele aspe
teoretice ale probleme; celei mai bune T-aproximatii, in cazul cind Y o

st
Sensul nofiuni
;J:atatul lui KOTHE

3. Dim mai inti
3.

¥

spafiul functiilor reale continue pe o mulfime compactd si V o mulime!
polincame de grad fixat sau de functii rationale generalizate, Precizi]
completdri la aceste Iuer§ei au fost ficute de wyy ACK 1, [14], [15], [{f

signaturd a ele-
gia 1. O mulpime S C Ep(Sys) se numesie $1g
f i pi | i 1a =7 S-

mﬁi'ﬁé y @z, daca R icatia identicd a spatiului ¥ pe el
icular cind T este aplicajia 1den R w. w. [1, Definitia

In cazul partic I?urii a fost datd de BRECKl;EWgKI- s, [3, Definition
[sugi, definifia m%llgmare cu cea datd de BROSitﬁ‘submultime o(V4Y)-
17 si este a?g%"? $(Sy+) a considerat insd o anum
| care in locul lui
fchisi a mulfimii Sy«

In cazul unui spafin vectorial normat ¥ arbitrar, Problemg celej
une 7T-aproximatii a fost studiatd pentry prima dati de prpc
[2] in ipotezele A Z =Y si oy aplicatia 7' se bucurs i
trei proprietdt - . S il Y st o 0 apli-
; b Fie V o submultime nevidd tz Sﬁﬂfg@ﬁm fi gia;f: element
Definifia 2 ea pargilor P(Y) alwi Y, agt_];ﬂ c? g@; 0. Mulpimea V se
apie a lui V in ngf) sd fie un con ascufit o UV?fi y C Z, orice vy &V,
At mﬁ#wﬁfﬁ cPcisi:c:d peniry orice y &Y m;u proprietatea cd
omeste ‘P"'ggf‘; Sice signaturd S a lur vg — Yy b= 0 pentru orice 3’$.,E‘-S
poeiia QP.(.U"’ 0 si Re y*(T'(vg—y) 20> V, astfel incit sd fie
piey %a;rﬁi‘r A >0 existd un element v, in V,
; . ; Epescid 1 . i pentru orice n
are loc oricare ar fi elementele y,, Yo din'Y i oricare ar f functionaly ¥ di ;t?s?d’mw relagiile .
o(¥Y'*, ¥)-inchiderea multimii punctelor extremale ale sfere unitate a spf
fiului dual V* 4] lui ¥,

Ideea de bazi din luerarea [2] a constat in definirea ynei notiuni
regularitate fagd de o multime de conuri $1 in demonstrares pentru asemeng Y regulari generalizeazi
mulfimi a unui criteriy care generalizeazi criteriyl lui Markov-KoImog . 5 sti notitne de mulfime pelepl roximati,
Tov din teoria celei maj bune aproximatii 5 sens Cebisev (a se veddl Observim uc_ﬁ; acea regulard din teotia celei mai bune ap
i iteri Motiunea de mulfime -

;. [1, Definitia 2.2].
; Bofiune introdusd de BRECKNER W. W. [
buna 'f—apromma}:le analoge unor criterij Cunoscute din teoria celei mg

bune aproximatii, sl vectorial
In lucrarea de fati se continui aceste cercetdri din [2]. F4rs a se cefl ) int dowd submulfimi nevide ale spajiulu Srmialii
verificareg Proprietitilor (}32) $1 (Py) de citre aplicatia 7, se stabileste ;’ TEOREM{X, I;ac; v, IZ’ 5‘:"&? licatie continud, atunci urmdloarele afirmaj
normat Y st T:Z > ;

(Py) T este continug ;

(P2} T(0) = 0, unde cu 6 g-a notat elementul nul a spafiului ¥ :
(Ps) egalitatea

S8 Re y*(T'(y,) — T'(y,)) = sgn Re V¥ (y, — )

Ry) oy — tol] < A3 . A
ER) Rely*(T(w; — ) < ||T(vg — )| pentru orice y* &

drii est dtoarea teoremd :
Rezultatul principal al lucrérii este urmato

secfiunea a treia o teoremd, care indics o condifie necesary pentru elemen
tele de cea mai bunj T “aproximatie locali si care cor il

; . . kit 2 7 2 1 e:
a criteriului de bazi obtinut in lucrares [2]. int echivalent

1°V este o mulfime o@-regulard. YeuV —y,CZsivy &V un ele-
. : lement din'Y cu V — Yo & £ §
2° Orvicare ar fi yo un €

mullimii V, incgalitatea

2 <0
va fi ca'in secfiunea precedents o aplicatie g unei mulfimi nevid (1) min {Re y*(w) : y* & E(vy — Yo} <
ZCYinY. Daci ¥ este un element din 7, atunci se noteazi cy

EO) = {* & Ep(Sv): y¥(1(3)) — NZ ()11} are loc pentru orice eloment w din ¢(v,).

ament d o v ' s A
. 7 una T-ﬂj) om'mat '8 IOCQJG al 836 g‘ﬂtﬂlﬂ yu
e cea mar b ¥ 12 L % p?@% 8!81%3%585!»

m—




I - fj' in punctui T(v, — ). Dar atunci avem Re Vi (wy) = a, deoal‘ecg
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. istd
.. — y,). Prin urmare exis
] x4 a mulfimil E(vy — Yo
Demonstragie, Presupunem cg mulfimea ¥ este P-regulard si cy Uy g%, Y)-inchiderea :san¥§1 fncit
este un element de Cea mai bunj T~aproximai:ie localy g1 elementy[y) indice v, & I in a§ 2-Y|T(ve — o)l
prin elementele multimii 7, Dacy T(v, — Yo) = 0, atunci avem E(y, — 9 2-1g si Re y¥(T(vg — yo)) >
=EP(Sy+) 5i tn acest caz inegalitaten (1) este evidents. Fie deci T(vy—y Re y¥(wo) >
=4 0. Conform ipotezei existy 0 vecinitate

%k
\ i s cu
A
A a a ca functlonalele yv :
i mna 1nsa ca ! y "
ceasta Insea ; g :
a al! 1 <]ll li:.mli S ceea ce¢ contrazice 1p0te a a
i ulty 5 noastra rin
v P i VA t P
1= I, Yo <V,

Fmare are loc inegalitatea (3). A o
Q acum un numdr real A, in aga
Alegem

. al, v
Mt orice v &1,
Unvo) = {y SY:ly — o <} '

a elementuluj Yo, astfel ca s§ avem

— vl —
(2) 1T(vo — y,)| = |7 — yo)|: v g Up(ve) N V). 0 < Ay < || T (2o — Yol

5 0 tfel ca
. o 1T 8 > : as
. " C Lo | 0 v ista un numa
Presupunem cd n conul cp('uo) existd un element @y pentru care lim}ia T fiind continua ex

— yolll < Ay
# 7 min {Re yMwo) 3% @ E(n, — ygy 0, 1T(5) = Teo — p0)ll

# 1t parte mulfi-

| <8.Pedea Ap,\ o, m
: in Z cu ||y — vy + Yoll % fel incit si ave

Jentru o.r.xcg ele;n ggfajr)édlgxisté ur%) element v, & V in aga

hea V fiind ¢-re :

r!

1

Multimeg

S = {y*SEp(Sy.): Re V@) > 2-1a, Re y¥(T(s, X)) = 271 T (v, — p egalitifile

: . o . - o [lv, — vol] < min {7\) 8}'
este atunci o signaturi g lui Yo ¥o. Sd ardtim cj A

ice y* g S.
‘ o — ¥o)|| pentru orice y* g
©)  u=sup (re YT (vo—ypy) : yheg E2(Svs)\S} < 1T (o, — )], Re y*(T(v, — v0) < IT(vo — ¥

_ . latiei (4)
. = tunci avem in baza re

Dacd am gve, egalitateq t={|T(v, = Yo)ll, atunci ar exista un P2 S B5eN\S, stun
(¥¥uen de functionale dip Ep(Sya)\S, astfel ca

N

e * T o—yo))
Re y*(T('UA ____yo)) < U,*(T(-vl ___yo) — T(Uo —yo))l + Re y ( ('U

T 0——3’0)”'
lim Re YT (v, — Vo)) = || T(v, ol <T(vy — 30) — T(vo — y)l| + ¢ < Ao + 1 < ||T(0

n—co

Sy« fiind o mulfime g(Y*, Y)-compacts, existi un subsir generalizat (¥)@Prin urmare

al sirului (¥¥)uen care converge in topologia o(Y* V) a spatiului ¥+ cxti — yo)ll pentru orice y* & Ep(Sv+).
o functionals y¥ qiy Syx. Atunci avem : Re y*(T (v, — 30)) <7 (vo — %o

i a y* di Sys) cu
lim Re y3(7(, — Vo)) = Re y¥(T(v, = 30) = 1 T(v5 — p,)|]. Alegind deum o funcionald * din Ep(Sy)
| YT (v, — v0)) = || T(#, — yo)ll,

Tinind seams de inegalitateq

Re y¥(T(v, — Vo)) < [T (v, — Yol < 17wy — o)l rezultd deci

' T — o)l <1l T — 5o)ll-
se deduce ci I VE(T (v, — M) = 0. DeCi_J*fif este un subgradient af rormid

ia 1° implici afirmatia 2°.
T, ‘ deoarec ints afirmatia 1° implicd a !
multimea subgradientilor normet [ - || in punctu] 7 (o — ¥o) coincide 11f tradicie cu relaia (2). In consecinti afirmat

baza teoremei 1uj Krein-Milman (a se vedea KOTHE G, [6, pag. 335]) cd

|

| I) tr '.ne i e eSte In con
1; 11 % ‘ \ aceasta 1 gallta
kj rti lll imll @{ ( 0) )
i ] Deoal‘ece 7)7 apaltlne m A
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el vecto-
ime_q-regulavd  a spafiubui vecto-
B Fee ¥ 0 Sﬁlbmumnﬁiii?ggc Y inY st yo ﬁﬂb;i‘fuf
?Mesée wn element f;‘{ g 133”;1 (o)
; . ntele maliimite 3 I
| imayie locald al?!emenmig% Yo ?g:’::; a?éi??’?z ¥ i s ;ﬂ“}: ;};;;;;;SE
i ' Ui dacd spai
. | Re v# co y o um subspalin veclorial oy — o), tnde 1< k< o Wl = e
- T P Re yH (Tl — ) = >0 pentru orice ¥4 k functionale J’z %ﬁf—l- 1 dacd spajiul Y este complex, 3
Joste 1e0t 2 +1 . k—l:ﬁ;. — 1, astfel incit sa avem
>00M?\1 NS . e
F(w;) + -+ MF(ws) = O penirne ] e
ot este definitd prin

Presupunem acum o3 are loc afirmatia 2° §i sd demonstrim cg muliff consecinfpa 3. L'¥ continud a
V este atunci g-regulari. Tie Y un element din ¥V e 7 YC2Zz v, ‘,::': noymat Y, T © aﬁl&g“%% Dacd vy S
w din ¢(v,), S o signaturi a lui Yo — ¥ cu proprietatea ci Snt dinY cu V — Yo

si A > 0. Din relafia (5) se deduce ¢

min {Re y*(w) 1y* &g E(v, —M}=a>0.

Prin urmare Yo nu1 este un element de ceq mai buni 7T-

Iui y prin elementele multimii V, Rezulty o existd
astfel incit si avem (Ry) si

ey, ) B
fn cazul particular cind aplicaia ¢ V - @PY)
n c

p i

A 5o itatea (1)
- el insusi, inegalita
icH : tul ¥ pe el insuy, ines i Markov-
icatia identicd a spafit i riterivtud lui Ma )
j o este ap_hcal«‘lia: i;digre intervine in g'eneralmafﬁifilmatii intr-un spajin
iue el 67 :cl:} problema celei mai bune ap w. [1], BROSOWSKI B.
Kolmogorov pen rIhitrar (a se vedea BRECKE‘ER}{}r{rmé tia 2 din enunful
fectorial normat E‘h). Implicafia ,, Afirmatia 1° = are o generalizare a pirfi
§ = \VE(ﬁgANTT:e[‘a.été lucrare constituie prlm un:'lov
Feoremei din ace: e v-Kolmogorov.
g em;?él;g;itate a criteriului lui Markov-Kolmog A
o . o o . e - ,, Babes-Bolya e
adevirati pentru orice y* & S, rezulti atunci si (Ry). Prin urmare ¥ ef UWI?UEZ;ZZ‘jzzadE Matematicd-Mecanicd,
o mulfime ¢-regulary. ac Catedva de Analizd.

aproximatie localf
un element v, iy

1T — )l < 1T, — p))).

Tinind seami de relatia

Re y*(T(v, — ) < T, — )1,

Tinind seami de lema 4.9 si de lema 4.3 din lucrareq [1], se obtin
aceasti teorems urmatoarele consecinte :

. Consecinga 1, Fi V' o submultime p-regulard a Spatiului vectl
"al normat ¥, T o aplicatie continudg 4 mulfimii Z C Y in Ysv youn elemels
ainY cu V — Yo © Z. Dacd vy S V este un, element de cea mai bung T-aprost

magie locald al elementulu; Yo Prin elementele multimii V si ¢ (o) este o multink
cireulard®, atunes

OBLEMS
ROXIMATIONSPR
INERUNG DES APPROX

. VERALL?IFT:L;EORMIERTEN VEKTORRAUMEN

ZUSAMMENFASSUNG

RKNER W. W. [2] verall-

In dieser Arbeit werden die Ergebnisse von BREC & folgenden

iteri iir die I,6sungen d
I einert und ein notwendiges Kriterium fiir die Losung
. . . s ’. i‘::;nroximationsaufgabe angegeben : s tor.
Consecinga 2 Fie v o submultime o-vegulari 4 spativiui vectAPD

0 & co {y*(w) S E(v, — Yo} pentru orice w (p(v(;).

| : i eines it
_ : i nichtleere ’I:ellmengen in Element aus Y mi
rial normat ¥, T o aplicafie continug a mullimic Z C Y in Y St yo un elemenl V und Z Zse1enyzzivrele stetige Abbildung und y, ein E{:J(:ngebung

@@nY cuV — y, C 7. Dacd Vo & V este un element de cea mas bund T-aproxiy raumes Y, g 3 be;:cimme ein v, aus V fiir das es eine

matre locald al elementului Yo prin elementele mulfimii V si ¢(vo) este un subl V —y0 S Z;

Spafiu vectorial care admite bazg algebricd {w,, .. ., w,}, atuncs Uw) ={yeY:|ly—vll <N
©, ..., 0) g co{(y*(wy), ..., (@) 9* & E(vy — y,). gibt, so dass : V3
{y ) y y ( 0 yO)} | HT(,UO_yO)H :inf{HT(U—‘yo) H‘v EI@[)\(‘UO) n
e

1) Pentru multimile circulare se foloseste uneori $i denumirea de multimi cercuite, Dc-] gilt.
finitia lor este dati §i in lucrarea [1, Definitia 4.2, ) '
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