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ELEMENTE EXTREMALE ALE UNOR CONURI
DE FUNCTII

de

LUCIANA LUPAS
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1.'Ne vom referi in cele ce urmeaza la conuri de functii stelare pe
un interval I. Functiile stelare au fost studiate de A. M. BRUCKNER si
E. ‘osTROW [2] si de alti autori (vezi [1]). Definifia datd in lucrérile citate
pentru functiile stelare este urmitoarea: O funcfie f: I - R se numegte
stelard pe I dacd oricare ar fi x €1 §i « = [0, 1], cu ax = I, are loc
inegalitatea

(1) flax) £ of(x).

Se observi ci dacd 0 = I si f este stelard pe I, atunci f(0) < 0.

Deasemenea are loc urmdétoarea lemd [1]:

Lema 11 Dacié 0 =int(I), o functic f:I — R este stelard pe I

f"dmnm st numai atunct cind aw loc urmdboarele proprietifi

(a) f(0) =0

(b) 1% este nedescrescitoare pe {x € I|x > 0}
X

(o) 1

este nedescrescdtoare pe {x = I|x < 0}.
X

Din lema 1.1. deducem

Lema 1.2. Daci f:I - R, 0 =int(I) s
@) fl0y=0
(b") [0, %y, %5; f1 = O pentru orice %, # %, %, > 0, x,> 0 din I
() [0, %,, %5; f] = O pentru orvice %, # %,, % << 0, 2, <0 din I
atunci f este stelard pe I.
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¢ste ca funcgia @ definitd prin o(x) = —(v-) , x # 0, sd fie neconcavd de ordi-
. X i ._
wul n— 1 pe 10, a]. .
' Demonstratia rezultd din identitatea
(4) [0: X1 Xy v o0 xn+1;f] — [xl: Xgy <o o Xpt1 (P]
cate are loc oricare ar fi punctele #;, 1 =1,2, ..., n -+ 1, distincte si

diferite de zero din I.
9, fn cele ce urmeazi considerim intervale de forma I = [0, a],

| I o. |
3 ‘ar> Fie Co(I) = {f: I - R|f(0) =0, f continud pe I}, normat cu || ||=
= max {|-(Dllw € [0, al).
Notdm cu
Soll) = {f € CoDI[0, 2;f] 2 0, x = I},

si
S,(I) = {f € Su_1(I)|f stelard de ordinul # pe I}, n=1,2, ....
sint conuri convexe si inchise In Cy(J).

Mulfimile S,(I),»=0,1,2, ...
fn continuare, vom determina elementele extremale ale conurilor
se numeste extremal dacd

S.I), »n=0,1,2, .... Un element f = S(I)
fi odescompunere f = f; + f; a functiei £, ecu f; € S,(I), ¢ = 1,2,

oricare ar

existd A, >0, ¢ = 1,2 astfel incit f= Nf;, ¢+ =1, 2. Funcfia f= 0 nu

se considerd element extremal al nici unui con S,(f).
Notam cu

E, = {f = S,(I)|f element extremal al conului S,(I)}.

Lema 2.1. Conul S,(I) nu ave elemente extremale.

Demonstragie. Intr-adevidr, oricare ar fi f & So(I), f # 0, o descom-
‘punere neproporfionald se obfine alegind f,f, = So(I) astfel

bA) = 26 A =S = file), v = L

Lema 2.2. Mulfimea elementelor extremale ale conului Si(I) este
E,={fi:I > R|fi{x) =M, x I, 21> 0}

Demonstragie. a) Conul S;(I) confine o singurd functie constantd i
anume f = 0, care nu este element extremal.

b) Functiile liniare din S;(I) sint {f;|A» > 0} definite prin Alx) = rx,.
% € I. Ele sint elemente extremale. i ;
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s
m, dacd x=20

olr) = {M daci x <= 10, al.
x

Din lema 1.1. rezultd cd ¢ este nedescrescitoare pe [0, 2]. Avem o des-
compunere neproporfionald a lui ¢ dacd alegem i ,

oy (%) = min{qa(x), ﬂ))—:ﬂ}, x € [0, a]

si
pa(%) = (%) — P1(%).

Pentru f obfinem descompunerea neproporfionald corespunzitoare
f=/fi+ fo cu fil®) —= x(%) 5i fo(®) = %@a(#), ¥ = L.

Cd aceasta lema 2.2. este demonstratd.
Lema 2.3. O functie f € S,(I) aparfine multimis E,, n =2, 3, ...
dacé si nwmai dacd funchia o definitd astfel ‘

inf{ﬂ?’—)|x £ 0}, daci x =0
X ’ .

(8 ¢(x) =
__I—(f), daci x = ]0, a]
L ox

este element extremal al conului functitlor neconcave de ordinul 1,2, ..., n— 1

pe 1.
Demonstratie. Yie f = E, si presupunem ci functia ¢ definitd prin
(5) nu este element extremal al conului functiilor neconcave de ordinul
descompunere neproporfionald

1,2, ...,n — 1. Atunci ¢ admite o

P = ¢ + P2

Din teorema 1.2. rezultd cd functiile fi(%) = »ei(%) si fa(x) = xpy(x) sint
din S,(I). Deci f=fi +f; admite o descompunere neproporfionald i
deci f & E,. Contradictia obtinutd demonstreazd necesitatea conditiei din

enuntul teoremei.
Suficienta se demonstreazd analog utilizind formula (4).

Tinind cont de rezultatele lui & K. McLACHLAN [5] si de Jemele din
acest paragraf, vom determina mulfimile E,, # = 0,12 ....
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Fie fi,: I - R astfe] definite :
0, dacd x = [0, A[
Jan(x) = Nk Anes
ma(% — N*, dacd x = [, al, m >0,
pentru orice x I, ) = 0,af, k=1,2,....

TEOREMA 2.1. Conul So(l) nu are elemente extremale., Elementele extre-
male ale conului Si() sint functiile liniare de Jorma fi(x) =%, x I,
A>0, far

Ea=BiUlpalr <0 aL k=12 .. n_ 1,

EXTREMAL ELEMENTS OF SOME CONES OF FUNCTIONS
ABSTRACT
Let Cy(Z) be the space of all real valued functions which are defined

and continuous on 7 — [0,a],a> 0, vanishing at the point » — 0, nor-
med with the usual uniform norm. A function ST R is called star-

shaped of the order n on I if for any distinct points Y1, Xgy ooy X, from T,
Yo#0, =12 vo -1, the following inequality is valid
[0, %y, %, ..., wirs Jf] 2 0.

In this paper we give the extremal elements of the cones

Soll) ={f = Coll): [0,2;f] 30, x = IN{0}}

and
Suld) = {f € S,_y(I) ' f starshaped of the order # on n=12 ...
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