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ASUPRA UNICITATII PRELUNGIRIIL
$-SEMINORMELOR CONTINUE

de

COSTICA MUSTATA
(Cluj)

1. Fie X un spatiu liniar realsip < (0, 1]. O functionald ||| |||: X — R
se numeste o p-normid pe X dacy ea verificd axiomele:

p) sl 20, l#lll =0 x=98 x<=X
p) a1 S [l + vl xy <X

ps) NIl = 120 - il x =X, AR
Spatiul liniar real X, inzestrat cu p-norma ||| [l| i numim spatiu
p-normat si il notdm (X, I HD-
1 lucrarea [4], w. RUEss defineste conul convex al p-seminormelor
continue definite pe spafiul p-normat (X, ||| HE

(1) Clr— (hh: X > Rt Vx,y = X, YA = R, h(x +y) =
hw) + b(y) st b)) = INPR(x)}

';‘,i spatiul generat de C £+, anume

2) X% = Ck — Ck~.

Vom mnota cu X¥ spafiul liniar real al functionalelor lipschitziene
definite pe spatiul p-normat (X, || ) (vezi [2]):

3) VfeX# IM 20, Vry <X [f(x —flI= M - llx — ol

* R+ reprezintd mulfimea numerelor reale nemegative:
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Cu @ vom nota functionéla nuld pe (X, ||| |])).

C ,ﬁ* este un con convex din spatiul lini #* <

X patiul liniar X*, Intr-adevir daci % ?
atunci pentru orice x,, X aca b € Chr
pentru x, # x, 1 ¥y S & avem |B(xy) — A(%,)| = A%, — ,) de unde,

(4) 1h(x;) — h(#,)] < h(vy — %) < g h(x — )
Mo = wlll -~ o= mlll = ory lx— o)
nyeX

Pe de altd parte » = C2 dacy si numai daci sup Hlz) < oo (vezi [4]
pag. 16., Obs. 2.6) si avind in vedere 4) rezalet)g{cag.”}lzx"el X#,
Evident X? este un subspatiu liniar al lui X,

Pe] X? i X . £l, . ) ‘
din [4e]]) ; = se definesc urmitoarele norme (vezi Definitia 2.7 si Lema 2.8

(5) Il Iy : X2 - R+
Vi e X2 lfllx = JSup 1),
(6) | llx: X2 > R+

g P
Vi e X%, ”f”X . g(B,(O,I)nc£¢—31(0'1)nc)1§1)(f)

unde ¢ este functionala lui Minkowski atasats imii
: satd multimii B,(0, 1 Che —
— Bi(0, )N Cir dar By(0, 1) = {f = X2, |||k < 1). ehne
Confo.rm Lernepi 2.8 ;iin [4], (X2, ] llx) este un spatiu Banach si
pentru omce1 Fe X5 0fllx S 1Ifllx. Dacd % este chiar din Cl atunci
P15 = 11A]]x.

= Fie Y un subspatiu liniar al lui (X te
cu hly restrictia lui 4 pe subspatiul (Y., g RenGr o € yom nghp

TEOREMA 1. (Teorema 2.9 din [4]). Fie Y un subspativ lLiniar
. : . : , ) miar  al
bud (X, 0] 1N) s b = Ci=. Atunci Sunctionala

(7) H:X - R+

VyeX Hx) = inf {Aly(y) + lAlylly - |12 — 111}

ye

verificd proprietitile :

(8) H e C)I()T; Hly . kly; ”H”X = ”le”Y'
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Functionala H din TEOREMA 1 se numeste o prelungire a restricfiei
lui » & C pe Y, de pe Y pe X cu péstrarea normei de pe Y.

2. In general, prelungirea H, cu proprietdtile (8) nu este unici. In
cele ce urmeazid vom gdsi o conditie necesard si suficientd pentru unici-
tatea unei astfel de prelungiri. Pentru alte tipuri de functionale, conditii
pentru unicitatea prelungirii se pot gisi in lucrdrile [1], [2], [3].

Definifia 1. Fie (X, || ||) wn spativ liniar normat, V o submul-
time a sa nevidd si Y un subspapiu lintay al lui X. Vom zice cd subspafiul
Y este V-cebisevian dacd dindu-se v € V existd un singuy element y, €Y

astfel ca

) llo — ol = #f |lv — yl| = d(v, Y).
yE
Fie Y un subspatiu liniar al lui (X, ||| |||). Vom nota
(10) Yiﬁ = {f « X*, f(y) = 0 pentru tofi y =Y}
T

Evident Y1 este un subspatiu al lui X?.

T

Lema 1. Fie Y wun subspajiu lintar al lui (X, ||| ||]) st h € Ct.
Atunct are loc wymdtoarea egalitate :
(11) Vlylly = d(h, Vi) .

Demonstrafie. Conform rTrorEMEI 1, dacd s = Ccé, pentru
h|, existi H e C}* cu proprietitile (8). Conform Lemei 2.8 (d) din [4]
avem:

||klglly = 1\Alylly = sup A(y) = sup |A(y)| =

Nyil=1 il <1
yY yeY
= sup |(h — g)(y)] = sup |(h —g)(¥)| =
Wyt NS
yeY X
SGY:\'-If gGYJl‘}f
= |1k —gllx < ||h — gllx-

De aici rezultd ci

[1#lylly S inf 12 — gllx = d(h, Y5p) .

EEY ¥
T



176 COSTICA MUSTATA 4
Invers, conform THOREMEI 1 avem:

Welylly = [1Hlly = (b — (b — H)llx = d(h, Yy).
Deci

NAlylly = d(h: Yip)-
TEOREMA 2. Fie Y un subspatiu liniar al i (X, ||| |l|) s¢ & € Cl=.

Urmdtoarele doud afirmatii sint echivalente :

o a) Oricare ar fi h = Cl, hl, are o prelungive H, care vevificd proprie-
tdtile (8) wumicd.

b) YJJ;,, este Cle — cebisevian.
T

Demonstragie. a) == b). Mai intli observim ci pentru orice s e Cls
iat g 1 .
existi un element g, = YX,: astfel ca || — golly = d(h, Yi,,,). Intr-adevir,

T

conform TEOREMET 1si LEMEI 1, A|, are o prelungire H  C 2z astfel ca
Whlylly = d(h, Yp) = | — (& — H)||y.
T
Deci g = h — H.
S# presupunem acum ci Yi, nu este C% — cevigevian; atunci existd
T

he Chosioexistd gy, g, din YJ;(j,, g, # g, astfel ca

(12) I — &allx = IV = gallx = (B, V) = [1hlyly-

Dar atu’rici, avind In vedere si egalitdtile (12) rezultd cd b — g; 51 b — g,
sint doud prelungiri diferite ale lui 7|;. i

b) = a). Si presupunem ci existi i = Ck astfel ca A|, si aibd pre-

lungirile Hy, H, € C§r, H, # H, cu proprietitile (8). Atunci din rEma 1
rezultd ci:

||H1||X = !|H1 - (H1 I Hz)“x - ||h|Y”Y = HHllY”Y = d(Hl’ YJ)}ﬁ)‘

Dar aceasta inseamnd cd pentru H, existi doud elemente din Yf\;ﬁ pentru

care are loc (9) si anume ® si H;, — H, # @, deci Yip nu este CZr-cebi-
T

sevian.
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SUR I/UNICITE DU PROLLONGEMENT DES
»-SEMINORMES CONTINUES

RESUME
Soit (X, ||| |||) un espace p-normé réel (p = (0, 1]), Y un sousespace
de (X, ||| |]]) et soit CPx le cone des p-séminormes continues sur (X, 1.

Soit # e Cix et H un prolongement de k|, de Y sur X qui conserve la
norme de Y. On montre que H est un prolongement unique si et seulement

si IYé)j(,T ch fest un sousespace de Tchébycheff pour les éléments de C 2=,

el
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