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REPREZENTARI CONSTRUCTIVE PENTRU FUNCTII
POZITIVE SIMPLU SUMABILE (—NESUMABILE),
RESPECTIV IMPROPRIU INTEGRABILE
(— NEINTEGRABILE)

de

ANDREI NEY
(Cluj)

In §1 se pun in evidentd reprezentdri analitice cave cavacterizeard func-
tiile pomtive simplu sumabile respectiv neswmabile pe sivuri, precuii sl re-
prezentdrs cave caracterizeazd fumciile pozitive, comtinue, impropriv integral-
bile respectiv neintegrabile pe [a, +eo[. Pe baza acestor formule se pot construi
efectiv functiile din clasele amintite.

fn §2 se trec in revistd probleme similare in condifii mai largi, dar
totodati mai pufin complet rezolvabile.

Precizim urmitoarele relativ la terminplogia utilizatd :

O functie f reald, definitd pe muljimea E C [a, 4-oo[ unde a € R,
va {i numitd funcfie simplu sumabild respectiv simplu nesumabild pe sirul

o0

crescator {%, | %, & E, %, < %ni1 (n& N)} dacd si numai daci > flx,) este
n=1

finitd respectiv infinitd sau nu exisid. Dach (x,) este dat prin %, = % -+ nw
unde #n & N, o o constantd pozitivd, iar x 0 valoare aleasi din [a, +»[,
atunci se va vorbi de sumabilitate stmpld respectiv nesumabilitate simpld
cu pasul o. Integrabilitatea improprie $i neintegrabilitatea improprie vor fi
considerate pe [a, +ool — pornind de la integrala Riemann pe [a, B],
(a <b< +).

§ 1

rrOREMA 1. Orice functie f strict pozitivd si simplu sumabild pe sirul
(x,) = {#,| %, & R, %, < %at (n & N)} este cavacterizatd pe acest §ir pron
reprezentarea
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2
st | ==+ 1]
(1) fl®,) = _(,,1— ¢(%,) (nsN),
I_I1 (1 + olzy)

unde ¢ este o funclie strict pozitivd pe (x,) satisficind impreund cu f ecuatia
Sfunctionald (care le caracterizeazd concomitent), '

2) JICAREASTT)) y

cP(xﬂ) (P(xn—{»‘]) x"+1) (n E N)'

Dacd functia f este datd, atunci mulfimea {@} a cuplatelor lui f se veprezinii

pe (x,) prin

@ o)=—9 Y C20meN);

C+ D flim)
v=2-+1
Suncfiile @ fiind si ele simplu sumabile pe (x,). exceplatd ' Wt
; 51 ¢ § ). €3 unciia ¢, obftnut
din (3) peniru C = 0. care nu este simplu mmabifi pe ]Ex”). B et
Demonstratie. Fie un cuplu de funciii pozitive pe (x,), anume (f, o),
. ) ] n+4p—1

care satisface ecuatia (2). Aplicind lui (2) operatia >, se obfine

n+p

() = 10 _Tasg) i)
vent1 X - p(wn) ‘P(""',H.p) o(xy)
iar pentru p — oo rezultd

S flw) <L
v=n+1 (xp)

zzz?%ce Inseamnd, cd f este simplu sumabild pe (x,); pentru suma ei are loc
area : »

}1: Ax) = flz) + i (%) < flxs) ( b

n=2

ap(lxl) )

Acu}n se va determina familia cuplatelor lui f, transformindu-se ecuatia
(2) intr-o ecuatie cu diferente finite, astfel il

“ L !
unde 93] f(xn+1) ()
1 1 1
Avaduie E
[TEM) @(xn+1) o) (% = N)
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Tcuaia (4) este liniard si neomogend in L.o solufie particulard a lui (4)
?
este

[+]
1 > f)
= B n+1
) (v & N,

A 42 . % s e : a1 c
in timp ce solujia generald a ecuafiei omogene in — este -—, de unde

Fa,
solufia generald a ecuatiei (4) pentru funcfia ¢ — in condifiile unei functii
sumabile f, date — este

olz,) =—L%—  vC>0
C 4 flw)

n-1

(C este o constantid nenegativé, arbitrara, pentru ca ¢ si fie strict pozitiva
pe (%,)). Dintre toate cuplatele lui f, date prin (3) se pune in eviden{d ¢,,
care se obtine pentru C = 0. Dupd o teorema clasicid a lui Dini relativd la
serii cu termeni pozitivi, are loc

*® d f(xn)
2 <PO(%n) m 2 © = 40,
n=1 n=1 2 f(yv)

nt1

deci ¢, nu este simplu sumbald pe (x,); toate celelalte functii ale familiei
o sint simplu sumabile pe (x,), in baza criteriului de comparare

im I%) — ¢ < 0.

n—ao0 P(#,)

Pe de alti parte, daci f este pozitiva gi simplu sumabild pe (%,), 1se poate
atasa familia {} reprezentatd prin (3), astfel, ca cuplurile (f,) sd satis-
faca ecuatia functionald (2), care — n consecinfa — caracterizeazd mulfimea
{f} a functislor strict pozitive §i simplu sumabile pe (%,).

Din (2) rezultd

fFy49) _ e(#, 1) ) 1 maN),
pAEN! ®(%n) 1+ q’(xn+1)
ntp—1

acestei egalitidfi i se aplici operatia Il si se ajunge ugor la formula de

reprezentare (1), pentru f,
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Observatia 1. Din (2) rezultd descvesterea strictd a sirului

—r , Pprin uymarve i existenta limiter lim ) _ ¢ o = 0.
?(#n) 'neN n—so (%)
Punind

(f (%)

1 1 Co

= it 3

O(xn)  olxn)  fl#)

se poate concepe ecuatia funcfionald cu o condifie la limitd, anume

f(#n) f(xn+1) : Slvy)
5 L Drd) : lim 2% —
©) D(xy)  O(Hpyyy) fnsa) e O

’

avind drept solufii — dupa cum se constatd ugor — cupluri (f, ®) de funcfii
strict pozitive, f fiind simplu sumabild pe (x,), iar ® simplu nesumabild
pe (x,). Pentru reprezentarea lui f fiind valabila formula (1) in care se pune
¢ = @, iar pentru reprezentarea lui ® este valabila (3) in care se pune C = 0;
pentru sumda are loc

A se consulta [1] si [3].

Procedeul 1, pentru construirea functislor f strict pozitive st simplu
sumabile.

a) Sumabilitate pe un sir (x,). Se considerd pe (#,) o functie ¢ defi-
nitd strict pozitiv, de altfel oarecare, si prin intermediul formulei (1) — in
care f(1) este o constantd arbitrard — se construieste f care satisface (2)
cu cuplata ¢, deci f va fi simplu sumabild pe (x,).

b) Sumabilitate pe orvice siv avitmetic din {a, +o[, cu un pas o dat.
Intervalul [a, H-oc[ poate fi acoperit cu familie de siruri aritmetice de
forma :

{(# + n0)p=01,..}, *& [a, a + o, © constantd pozitivd arbitrar aleasa.
Dacd ¢ este definitd strict pozitiv pe [4, 4+oc[, atunci fnlocuindu-se in (1)
— in care constanta f(1) se fixeazd arbitrar, %, prinx + no (# =0, 1, ...)
si fdcind apoi ca x sa ia orice valoare din [@, 2 4+ o[, se va obfine o functie f
strict pozitivd pe [a, +oo[ — a cérei restringere pe un anumit gir aritmetic
de pasul » se reprimeste dind lui x o valoare particulara fixata in [a, @ 4o

—, f fiind simplu sumabild cu pasul . Un exemplu imediat este dat de
cuplul

o) = 2, fla) = = (x > 1),

unde % este un parametru pozitiv arbitrar, iar o > 0 pasul ales.
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Analogia teoremei 1 si indeosebi a formei sale (5), care apare in cadrut
observatiei 1, este . _ R

rroREMA 1 bis. Orice funciie f, strict pozivivd §t nesumabivla stmplu
pe sirul (x,) = {x,| %, € R, %, < %, 1 (n & N)} este carvacterizatd pe acest
sir prin veprezemtarea

1
—1
plo) | (%) (n& N),
TI (1—o(x)

v=1

unde @ este o functie strict pozitivd pe (x,,) sqtisfdcind cu f impreund ecuatra
functionald (care le caracterizeaza concomitent) :

’ f(xn+1) __ f(xn) — flx cu lim f(”n) - __|_ 0,
@) olrmsd)  9lEn) fa), cn fimn 9 ()

Dacd functia f este datd, atunci mulfimea {9} a cuplatelor lui f se reprezintd

pe (x,) prin

(3) oln)=—L —, ¥C>0 (rsN)
C + S flx)

11 1) ' i iin (3 doptd C =0, @,
wnctiile © fiind simplu nesumabile pe (%,). Dacd (3) se a ’
astfel Ob;gﬂ{d vamine incd simplu neswmabild, dar atunci veprezentarea (1
se modifici — neesenjial — astfel:

1

o) |=—1—1
(1”) f(x,,) — (fP(xz) )(P(xn) (M, = 2, 3, .. )
: (1 — o(xy)

=

Demonstratia urmeazi o cale analogd celei parcurse cu ocazia dletlnons-
tririi teoremei 1. Trecem in revistd momentele principale cu formulele co-
n+p—1
. L o .
respunzitoare. Aplicind > asupra ecuafiei (2) se ajunge la

Ed

n+p
E f(xv) . S(xnyp) - F(#n)
v=n+1 9 (%n4-p) o (%n)

si tinind seam3i de conditia la limitd din (2') se obtine prin trecere la limita
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(p - oo):"Z;l, f(x,) = oo, adicd f nu este simplu sumabild pe (x,). Se

obfine usor din egalitatea rezultatd anterior, prin insumare,

S fm) = fl) 1 — ) 4+ L2,
v=1 P

(#4) P(¥n)

<ca formuld de reprezentare pentru o sumd partiald de rangul
ca 2 7€ ;i 1 ul 1. Pentru deter-
iminarea familiei cuplatelor lui f, se ajunge de la (2') 15. ecuatia .

NS
o(xy) f#n+1) ) o (#n) ’

a cérei solutie in L este
¢

G e
o) flaw) S

»

de unde rezulti imediat (3'). Totodatd reiese u 4
ind 2 . ! sor ci ¢(x,) <1 (»n & N).
Daci in (3') se pune C = 0 se objine o solufie singulaq;(s?t ) ( )

— Sl

" (n & N),
1)

(PO(xn)

unde go(#,) = 1 si 9o(#,) < 1 doar pentru #» =2, 3,... . In conformitate

o0
1 teorema lui Dini amintitd §i mai sus, are loc > 9o(#,) = + 0. Deoarece
1

Z_,\ f(x,) = +oo, rezultd

Hm @ (%) —1.
naco Pol¥n)

Astfel toate functiile ¢ date prin (3') pentru C >0 sint simplu nesumabile
pe (J::"). Aseminitoar celor vizute pentru obfinerea formulei (1), se objine
si (1) din (2'), presupunind cazul regular € > 0; pentru C =0 rezultd ne-
«cesitatea utilizarii fui (17). In sfirsit, daci se presupune ci f nu este simplu
sumabili pe (x,), construindu-se ¢ cu ajutorul formulei (3'), cuplul (f, ¢) va

o—sux
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satistace (1’), iar din egalitatea ce figureazd la inceputul demonstrafiei,
rezultd

lim f(¥nth) = + oo

po @(¥ntp)

Y

ceeace este cerutd de (27).

Procedeul 1-bis de construire de functii nesumabile simplu pe (%,),
are in vedere doar pornirea de la functii nesumabile simplu, cunoscute,
atilizindu-se transformarile (3') si (1) pentru a se ajunge la moi functii
simplu nesumabile.

rgoREMA 2. Orice functie f din clasa C F v wr (a functiilor strict pozitive
[e0)

si continue pe [a, -+l si pentru care S f(x)dx este convergentd, este carac-

a

terizald prin reprezentarea

X
== s o(wydn

(5) fo) = Mome © L xs o oL

unde o este tot o funclic din clasa Cliiwls satisfacind tmpreund cu [ ecuajra
integrald cu diferente finite (care le caracterizeazd concomitent) :

2 Z-to
AN (A S flwydu, x & [a, +o[, @ constantd pozitivd, arbitrard.

B el + o)

Dacd [ este datd, atunc mulimea {9} a cuplatelor lui [ se reprezintd prin

7) o(x) = A ,C>0, xa[a +of;

funcliile ¢ fiind si ele impropriu integrabile pe [a, oo pentru C> 0, tar
pentru C =0 integrala funclier ¢o V& diverge pe [a, +o[.

Demonsiragie. Fie (f, ) un cuplu-de functie din Cfj, .« satisfacind (6).
Substituind in (6) » prin x + vo (v=0,1,...) sl aplicind apoi operafia
n—1
> asupra egalitatii obtinute, rezultd

v=0

o) olx + no) f)dn,

6 — Revista de analizd numericd §i teoria aproximatiei vol. 2. fasc. 2, 1973.
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de unde
241w
S flw)du < J% % e [a, 4of,
px
deci (pentru »n — 4-¢o0):
Sf(u)du g 1% au Sf(%)du < M;
) ?(%) ?{a)

prin urmare f este improprin integrabild pe [4, 4-co[. Aceasta fiind demons-
tratd, ecuatia (6) se poate pune (dup# metoda intilniti mai sus) sub forma

zto

1 f# \ 1 1
AL (1 NP/ D R du
i T f(x+o»)) o frte) Sf ®)

x

(unde diferenfa A este conceputd cu pasul ). Solufia generald a ecuatiei

a1 c . . " " . . %

omogene in — este m, iar o solufie particulard a ecuatiei neomogene in
P X

)

L este % S f(#)du, de unde rezultad formula de reprezentare (7). Privitor
] X
la functiile familiei {¢} distingem doui cazuri:

1) dacd C > 0, atunci numitorul din expresia (7) a lui ¢ este o functie
pozitivd §i continud pe [a, +oof, deci ¢ este integrabili pe orice interval
[a, 8] unde a << b, < +oc, iar relafia la limitd lim ¢ > 0, ce se obti-

z—00 @(%)
o0

ne din (7), atrage dupd sine convergenta integralei S(p(x)dx.

2) dacd C =0, atunci integrala impoprie a lui ¢, pe [#, +oo[ va fi
divergentd (dupd cum rezultd dintr-o teoremid analoagh aceleia a lui Dini,
mai sus amintitd, adaptati la integrale, dupi cum urmeazi:
fie a4 < %, < %, << 4-00, are loc

§ o0 (e = (L1005 (A0 L (fyay =
x # J ) dae # ff(u) du ff(:r) ax *
f J(x) dx — | f(x) dx ([ f(x) ax 1
— k2% Xy = 1 _3'1—__ > —
0 0 2
iff(x) dx jf(x) ax
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9

dach x, se alege suficient de mare: prin urmare, oricit de mare arfi x, i se

E
I'd v ! o
va putea ataga un %, astiel, ca ,.segmentul Cauchy” \ @o(%) dx, sd nu poatd

1

fi arbitrar de mic, — ceea ce trebuia aritat. Pe de altd parte, daci, f&C ool

i iu integrabila i iderf i datd

te impropriu integrabila pe [a, —|—oc_[, atunci gons1der1nd flvmct%a ® a

(;)sl‘ifl (7)¥,) cgplul (f ¢) satisface ecuafia (6), dupd cum rezultd prin simpld

inlocuire. Pentru a obtine formula (5) de reprezentare a lui f, integram ambii
membri ai egalitagii (7), dupd cum urmeaza:

S(P(%) du — SM
. a C+ | fi)at

1

2]

substituim v = C + S f(#t)dt, de unde dv = — flu)du, iar v, = C + S 1) dt si

v,=C -+ S f@) d¢, — in continuare:

. v, C + f F(t) dt
d L Il & ‘_il}. —_— — 1% id ’
| ol du=— (% ”
de unde
—_ ,s‘(p(u) du

C—i—Sf(t)dt:va-e ‘

Prin derivare in raport cu x se obfine

x

— §o(uydu
— f(¥) = — v, ¢ - (%) 5
apoi se determini constanta v, punind » = 4, de unde —f(a) = — v, - ¢(a),
deci v, = 1@ si se obtine ugor (5). A se consulta gi [2].

¢(a)
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Procedeul 2, pentru construirea functislor impropriu integrabile
pe [a, +o[, ficind parte din clasa C[; 1 0.

Se porneste de la o functie ¢ oarecare din clasa Cf; i1ise aplici
transf)m‘]x?l}area(t (5). Ddm dound exemple simple: fetot 3 P

a) Fie () =1, ¥ & [0, +-oof (cu integrala improprie di a
P v [( g proprie divergentd),

f®) = fMe*  x & [0, +oof.

. 1 .
b) Fie ¢(x) = S ¥E [1, +oof, (cu integrala improprie convergentd),
se obtine

f(%) . % & [1, Hoof.

TEOREMA 2. bis. Orice functie f din clasa C{;, o[ @ functiilor strict po-
o0

zitive §i continue pe [a, +oc[ pentru care S flx)dx este divergentd, este caracte-

. " . @
rezatd prin veprezemtarea

X
s @l)dn

(5) fiz) =) e, xela, +wl,

X

. . + Popwoa A i : ;
undve @ este tot o functie din C o 1wp satisfacind impreund cu f ecuatia integ-
rald. cu diferenfe finite (care le caracterizeazi concomitent) :

X

fir o) e ;

ux

fu)du, cu lim (LI

x+oo p(¥)

(6)

it |

ol + @ oln)
o constantd pozitivd arbitvard.

Dacd [ este datd, atunce mulfimea {p} a cuplatelor lwi [ se veprezintd prin

(7) oln) = —L

= C >0, x s [a +x;
C + [ flw) au

toate functiile din familia {@} aw integrala improprie divergentd pe [a, +oo[.

11 REPREZENTARI CONSTRUCTIVE 197

Demonstratia acestei teoreme folosegte metoda intilnitd mai sus, —
pentru deducerea formulei (§') se urmeazd calea vizutd la deducerea for-
mulei (5). Singurul punct asupra ciruia trebuie si insistim in mod special
este ultima afirmatie din enunful teoremei. in adevir, daci s-ar presupune
o functie ¢ din familia {g}, ca avind integrala improprie convergentd pe
[@, 4-oof, atunci din (§') ar rezulta

Sq:(u)du
fim ¥ = 1@ e = k (k constantd pozitivd),

it o(x)  (a)

ceea ce ar contrazice pe de o parte contifia la limitd din (6'), pe de alta

parte ar afirma — contrar premizelor — integrabilitatea improprie a lui f.
Procedeul 2. bis, pentru construivea functislor f & C btor care sint

impropriu neintegrabile pe [a, +oof, este o analogie a procedeului 1 bis.

§ 2.

Redim, in cele ce urmeazi, enunjul a doud cupluri de teoreme: 3 si
3 bis respectiv 4 si 4 bis, ale ciror demonstrafii urmeaza in linii mari me-
toda utilizatd in §1, la demonstrarea teoremelor similiare. i

TROREMA 3. In multimea funciislor stvict pozitive, definite si aproape
peste tot continue pe [a, +ocl, (¢ & R), mdrginite pe ovice interval finit
din [a, +woo[, ecuatia

8 S fete flx + o) (a < x <+, o constantd pozitivd),
o(x) ¥+ o) ' '

unde funciia L este marginitd pe [a, a + o, adwite drept solufiv cug'lurj

@
de functii (f, ), legate intre ele prin formulele de veprezentare: (1) respectiv
(8), in care se substituie x prin x + no. '

1° Integrala improprie a functies f este convergentd pe [a, 4 <[,

2° functisle {9} — cuplatele lui f — sint simplu sumabile pe orice siv de
forma (% + now)u—oy,... V¥E[a, +oc [, exceptind aceea care se obfine din for-
muda (3) pentrn C =0, aceasta nefiind simplu sumabild pe sirul consideral.

3° toate functiile de tip f, pozitive si necrescdtoare avind integrala improp-
vie convergentd pe [a, -+oc| satisfac ecuatia (8).

Observatia. 2. Se arald usor, cd punctul 1° din emunt ramine va-
labil si pentru cazul in care in (8) se inlocuieste semmul egalitdis cu inegali-
tatea > . Acesta este cazul formei inegalitate” a criterinlut Iwi Kummer.,
[1], extins la integrale improprii de cdtre Gh. Bucur (in Culegerea de probleme
de calcul difevential si integral vol. II. Ed. Tehwicd, Bucuresti 1966) — ce-
clelalte aspecte ale problemei tratate de moi nefitnd atinse de autorul cital.
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TEOREMA 3 bis. [n multimea de functii precizatd in enuntul teovemer 3,
ecuatia :

®) e S0 gyt w)  (e<x< o) i lim 22— oo
(¥ + o) (%) ro00 ¢(%)

unde % este mdrginitd pe [a, a + o[, admite dvept solupii, cupluri de functii

(f. @), legave intre ele prin formulele de veprezentare (1') vespectiv (1) dupd
cum C > 0 respectiv C = 0, precum si (3') — tnlocuindu-se amintitele Sfor-
mule %, prin % -+ no.

1° Integrala improprie pe [a, +x[ a functiei f diverge,

2° functitle {¢} sint simplu nesumabile cu pasul o pentru C > 0,

3° dacd f este strict pozitivd, monotond si avind o integrald improprie
divergenid pe [a, 4-oo[, atunci i se poate atasa o cuplati ¢ datd prin (39
asifel, ca (f, ¢) sd satisfacd (8').

TEOREMA 4. I'n multimea Junctiilor strict pozitive definite si integrabile
pe ovice segment finit din [a, +x|, wnde a S R, ecuatia integrald cu dife-

rente finite (6) in cm'eé este mdrginitd pe [a, a + w, caracterizeazd familia

{f} a functislor impropriu integrabile pe [a, +-co[. Functiile din Jamilia
{e} a cuplatelor lui f se veprezintd prin (7); pentru C >0 integrala impro-
prie a lui ¢ converge, iar pentru C =0 funcfia ¢, are o integrali impro-
prie divergentd pe [a, + oof.

TEOREMA 4 bis. In multimea de functii precizatd in enunful teoremes
4, ecuatia integrald cu diferente finite (6') unde% este marginitd

pe [a, a4 o[, carvacterizeazd familia fumctiilor cu wntegrald improprie
divergentd pe [a, 4-o[. Functiile din familia {e} a cuplatelor i [ se
veprezintd prin (7') ; toate functisle {o} avind integrala improprie divergenti
pe [a, +xl.

Notd. Cele tratate in aceastd lucrare, au fost prezentate de autor in anii 1970 si 1971 la

sedintele de comuniciiri ale Seminarului de teovia ecuatiilov functionale al Filialei din Cluj a So-
cietdtii de $tiinte Matematice din R. S. RomaAnia.

REPRESENTATIONS CONSTRUCIIVES POUR LES FONCTIONS
POSITIVES SIMPLEMENT SOMMABLES (—NON-SOMMABLES),
RESPECTIVEMENT IMPROPREMENT INTEGRABLES
(—NON-INTEGRABLES)

RESUME

L'auteur établit des formules de représentation analytique qui carac-
térisent les fonctions simplement sommables, (1), respectivement nom-
sommables, (1'), sur une suite, — ainsi que des représentations qui carae-
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térisent les fonctions positives et continues qui sont improprement inté-
grables, (5), respectivement non-intégrables improprement, (5'), sur demi-
droite [a, 4-oo[. A 1'aide de ces formules on peut effectivement construire
les fonctions appartenant aux classes envisagées. On donne aussi les équa-
tions fonctionnelles qui caractérisent ces classes de fonctions, notamment :
(2), (2'), (6), (6), ainsi que d’autres, dans des cas particuliers remarquables.
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