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tipul (9), unde coeficienlii P¡'r
särii"'programului Pe Primele
din pa?agraful Precedent)'

descresc cu I crescätor în vederea ,,conden-
perioad.e I (restricfie anaTogá' cu alineatul e,

e) Concluzii'
Dupä cum se vede, modelul prezentat este foarte flexibil lj et l.o1t9

fi adãptãt la situaliile cele mai diferite. Se.poate deci afirma cä modelul

;i ;;'"d. ãå t"roí""* propusä posedä un iãteres economic considerabil.

DIE ZERLEGUNG DES JAHRLICHEN PRODUKTIONSPLANES
BEI EINEM UNTBRNEHMEN

PENTRU FUNCTII
(-NBSUMABTLB),
rpcnAnrr-..8

GRABILE)
.L

li

I

i

I

ì

!

I

( z u s,A.ÙrlvrE N FÀ S S U N G) <1e

Nachdem der Fertigungsplan f Lr das kommende Jahr.(oder auch -
nrovisorisch - für eine ktirãere Periode) bestimmt worden ist, muss der-

å"1Ë";;i-ãi" f"itigongsabteilungen unã kürzere Zeitabschnitte verteilt
*åiã"".-Votliegende'LË"it ¡"h"träelt die Aufstellung des mathematischen

M;ìãi; dieser-Aufgabe, wobei die zu erhaltende LöÈung des Modells fol-
gende Bedingungen erfüllen muss:

der plan soll realisiert und die vorgeschriebenen Liefertermine
sollen eingehalten werden ;

- die verschiedenen technologischen und organisatorischen Bedin-
gungen *i"¿ ," erfüllen;

- die Lösung soll hinsichtlich gewisser Kriterien wirtschaftlich - tech-

nischer Natur oPtimal sein.

Das Brgebnis ist ein Problem d.er linearen optimierung, deren Ircisung

keine prinzçiell"tt Schwierigkeiten aufrveist'

ANDREI NEY

(Cluj)

Insl'itutul d¿ calaul d'in Ch't'j

al' Academiei Reþublicii Sociali,ste Romdnia

e similare în cond'ilii maí largi' dar

:ulilizatá .'

î;*nl.itf; i,i,,T,i.ó
crescãtor {x, I x^ e E, xn 1 frn+r (ø e N)} dacä 9i numai dacä | /(øo) este

(o <b < *-)'

P¡i¡rit la 9. III' 1973.

s. l
TEoRDMAI'OriceJwnc!'ief-strict-'þozitiad'çi'iyþ'ly-':"yøbilã'þeSi'rul

(x,) : {tç,1x, e R,';:':'ï::' ø"ä" Ñfi";'o:' chra'cteiiza'tã' þe øcest çir þrdn

reþrezentarea'
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(1)

(4)

uncle
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I

9þrt)Í(*") :

g(x,):

l@,) Ecualia (4) este liniarä çi neomogenä în !; o solulie particularä a lui (4)

rynd'e.g este o.fr't'ncl-íe strict þozitiaã.þe (x,) søtisfãcî.nd imþreunã cu f ecuø!í,ø
funclionalã (care le caracterizeazä concómiterit),

(z) uP -r:4 :.f (x,+ù (n = N).q(rn) 9Ø,+t) 
J \

Dacg. f1.r,ngl!ø f este d,atd, øtunci *nul,limea {9} ø cwþtatelor lui f se reþrezintå
þe (x") þrin

este

I ltr')
lfl (ø e N),

p(x") f(r"\

în timp ce solulia generalä a ecualie omogene în 1 este -! , d" unde
q Í(x,,)

solulia generalä a ecualiei (4) pentru funclia I - în condiliile unei funclii
sumabile f, date - este

s(n,,) : -ry- YC > O

c +Df('r,)
n+l

lC este s â, atbittatâ, Pentru ca I
ò" (r,)). e lui l, d'ate Prin.(3) se

care se e DuPä- o teoremä clasicä
serii cu e 1oc

f(x")
- : +co,

I rt""l
r-l l

d.eci o^ nu este simplu sumbalä pe (x*); toate ce1e1a1te funclii a1e familiei
g sîni"simplu sumaËi1e pe (x,), în baza criteriului de comparare

1i^Í@"\:C>0.
t+o 9(rrrì

i se poate
sä satis-
mu,llimea

Din (2) renítâ

ît

.[I (r + ç(r"))

ç(x") (n = N),

VC>0(neN);f(2")(3)

c + 
"-Ð1'r(/")

lw.n çi ele øtd. fwnclia <po oblinutd.din -.- 0. þe'(x*).
' Fie 

,,*.0_ç"): 
anume (f, ç),

care satisface ecualia (2). Aplicînd lui (2) operalia Ð se obline

'# ,r- , _ l@,) _f@ut p) - f @n)

,firl\n'¡ 
: 

r@,)- ,,t 
"+þ) 

- *("r'
iar pentru þ -, * rez:ultä

i Í@.) <t+4,
r:il4 | q\t't)

ceea ce înseamnä, cä / este simplu sumabilä pe (x,) | þentru su,rnø ei øre loc
eaaluareø:

@æ

lnr;l :r@,) +f,fl*,,) (.r(ø,)[t * --)
Aço,^,' . se va ¿it"r-in"-lamilia 

""nr"*r", lui f, transformîndu-se ecualia
(2) într-o ecualie cu diferenle finite, astfel

aJ-+fl- {(¡") i I -q("J '\ f(,,*ri)r?,)-

6

^1 11
q(x") ç(*r+t) q(t")

ææ
I vo(',) : ¡
t--l tt:l

lØn+ì p(x,+t) I (n e N),
1 f(t") p(x") 7+.q(xn+t)

(n e N).
acestei egalitäli i se aplicä operafia"*f-tUt se ajunge ugor la formula de

reprezentare (1), pentru /,
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Obsetvalia l. Din (2) rezwl,td. d.escreçtereø strictà ø girulor,i

ml,.r, þùn urrnøre ;i existen!ø limitei ::It#: co Þ 0.

Punînd.

't,@):î, Í(*): 
^*^ 

@ >' r),

unde Þ este un parametru pozitiv arbitrar, iar c¡ ) 0 pasul ales.

RÊPREZENTÄRI CONSTRUCTIVE f9l

Analogiateoremeilgiînd.eosebiaformeisale(5),cafeapafelncadrul
este
lbis.oricefunclief,strictþoziúad',sinesumøbil,ãsitnþlø'.
ir"lî" é-R,'*. a *,n, (ø e N)) este ca'røcterizatã' þe øcest

entørea'

ANDREI NEY 5+

co

@(x") ç(r") Í (tr")

se poate concepe ecualia functionalä cu o condilie la limitä, anume

(5) #A-t#3:.r(x,+,)' lir It+:',
avînd drept solulii - du rä cum se constatä uçor - cupluri (1, O) de funclii
strict pozitive, f fiind. simplu sumabilä pe (x,), iar <Þ simplu nesumabilä
pe (fr,). Pentru reprezentarea lui / fiind valabilá" formula (1) în care se pune
g : O, iar pentru teprezentarea 1ui (Þ este valabilä (3) în care se pune C : 0 ;
pentru sumä are loc

Ð¡ø,1 :.f(x,) 
{t * .-)

A se consulta [1] gi [3],
P r o c e d. e u I l, þentru construirea. funcliilor f strict þozitiae çi simþl,u

suma.bil,e.
a) Sumøbilitøte þe wn gir (x,). Se considerá, pe (x") o funclie 9 defi-

nitä strict pozitiv, de altfel o&tecq.re, çi prin intermediul formulei (1) - în
care /(l) este o constantá arbitrarâ - se construieçte / care satisface (2)
cu cuplata g, deci f va Îi simplu sumabilá pe (x").

b) Sumøbi.l,itøte þe orice çir alitrnetic d.in la, *r[, cu un þøs a dat.
fntervalul la, +n[ poate fi acoperit cu familie d.e çiruri aritmetice de
forma:
{(x + ncl)n:o¡,...}, tt Q la, a *.[, o constantá' pozitlâ arbitrar aleasä.
Dacä 9 este definitä strict pozitiv pe lø, +"c[, atunci înlocuindu-se ln (1)

- încareconstanta/(1) se fixeazâ arbitrar, x,,prinx I na (n:0, 1, ...)
çi fäcînd apoi ca x sâ ia orice valoare din lø, a + .n [, se va obline o funcfie /
strict pozitivä pe lø, *n [ - a cärei restrîngere pe un anumit çir aritmetic
de pasul or se reprimeçte dînd, Ttti x o valoare particularä fixatä ît lø, a tæl
-, / fiind simplu sumabilä cu pasul co. Un exemplu imediat este clat de
cuplul

wnd,e a este o fwnc[ie strict þozitiuã. þe (x*) satisfã.cî'nd' cu f î'mþreunã' ecualia

funcli'onøtã. (cãre 
-1e 

caracterizeazä concomltent) :

(2,\ Í(!,+) _ !J!ù - f@,,¡r),cu 1im t\,*"1: + *,
\- 1 q(xn+r) p(**) 

r \ ttr'' n-æ 9@u)

Dacã'func|iøfested,øtã',atwncirnuQirnea{9}acuþt,atel,orluiJsereþrezintã'
þe (x,,) þrin

Í(nr)
I

-_7q(øJ
(1 ',) Í(*") :

g(x,,) :
c + 2Í@,)

II (l - e(ru))

**þ
D ,f(n") :

I

TI (1-e('u))

Í(xr)
tu

q@,,) (n e N),

VC > 0 (øeN)
(3',)

fu þe þc')'Døcd'-î'n (3') sa ødoþtd' C : 0' 9o

a.s nesuå'abild'' d'ør àtunci reþ?ezenløreø (l')
se:

n"., fJ_i_ rl
(l',) f(x,) :'---)q(r')--Jr1x,¡ (n :2,3' " ')'

Demonstra|iøurmeazáocaleanalogäceleiparcufse-cuocaziademons-
tr¿riliååiä;;ï' i. T;;"";ï,'*i.iá "'"äentele 

^principale cu f ormulele co*

respunzätoare. Aplicînd 1 asupra ecuafiei (2') se ajunge 1a

f(xn+p) f(t")
p(xn+ù q(x")

çi linînd seamä de condilia 1a limitá din (2') se obline prin trecere 1a limitã'
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(1 -'-) ' ËÍt") : *oo, adicä / nu este simplu sumabilá pe (x*)' Se
tt1.l

,obfine uçói'din egalitatea rczt|f,atâ anferior, prin însumare,

iÍn,) :f(x,) (t - __) +i+,

.ca formul,ã. de reþrezentare þenÚru o surnã. þørliølã de røngul' ø. Pentru deter-
'rniirarea familiei cuplateloi lui l, se ajunge de la (2') la ecualia

satisface(1'),iard-inegalitateacefigureazålaînceputuld'emonstratiei'
rezt\ti

7i^f@"+P):*oo,
þ¿æ q(xn-l-þ)

cceace este cerutä de (2'1''""-it;;" l" " t1-Èis'¿e constrwire d'e funcli
ur" ù 

-'o"d"t" 
cLoar pornirea de la funclii nes

üirrrrì.ii-i" lru"stott''erile (3') çi (1') pentru

sirnplu nesumabile'
rEoRÞMA 2. orice funclie f d,in cl,øsø Cå,**r @ ltncJäIor strict þozitiue

REPREZENTARI CONSTRUCTIVE

gi contínorc þe lø, lnl çi þentru cøre

terizøt ã' þrin reþrezenta'rea

ANDREI NEY 6 7tsz

A + 1-
q(x")

t,fV")
Í(x*+r) p(n") \ rulA* este conaergentã' este cû'ra'c-

4

a cärei solulie în 1 este
I r

4
- | o(r)dt

r@): f(ø)

ç(o)
q(x)e , x e,lø., +co[,

. 2f@,)lc: .r

- 
: 

- 
-.|-

p(x*) f(x*) ' f(x,)

.d.e und.e rezttltä imediat (3'). Totodatä reiese uçor cä ç(x^) < 1 (ø e N).
Ðacä în (3') se pune C - 0 se obline o solufie singulará

,poQc*)::Ð- @ e N),

2Í@,)
I

unde ço(.rr) : 1 çi eo(x,,) { 1 doat pentru ,::, 3,. '. .1n conformitate

,cu teorema lui Dini amintitä çi mai süs, are 1oc I po@*) : * "o' Deoarece

@

ÐÍ(r,,): *co, rezrTtâ

1i- e(zr) - 1.
n+æ qo(rn)

sumabilä pe (tc,,), construindu-se I ctl

wnd,e q este tot o func!'ie d'in cl'øsø Ç[',**r' satisfã'cî'nd' imÞry11y'A cu f ecuø!'iø

i íi, erit ã"' ír " 
a ¿ ¡ irïií ¿' ¡ ¡;;i r 

" (;;;. tË"' JJ'ã"t"' iieazä c o nõ o mitent) :

(5)

(6) t9
,t@)

T

_fJ,J9:
q(r I .)

o

f f(w)d,u, ti a la', +æl , a constøntd' þozitiuã', ørbitralã"

Dacã.fested,øtã.,atwncirnwl'firneø{9)øcuþl'øtelorl'wifsereþrezintd'þrin

s(x) : Í(x) , C>O, Nalø', +Ço[;
æ

c+sf@)du
(7)

r

el'e egra'bil'e þe -lø' +qt þentrw C > 0' iar

rølø d'iuerge þe la' +to ['
Fie u aeÏuncçie d'in-C¡+''"-¡ satisfäcînd' (6)'

x (' : ô:i;':' 'j- çi iötiðttd apoi operalia

r-l

D asupra egalitälii otrfinute, reztrlti

f(x\ f('v lna)
':---!- 

-' 
' :

-(') e@ ! na)

x1,n@

f(u)d,u,

g - Revista de analizá numericä çi teoria aproximafiei vol' 2' fasc' 2' 1973'
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de unde

ANDREI NEY
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dacâ x, se alege suficient de mare: prin ufmafe, oriclt d,e ÍÎaÍe ar fi rt i se

va putea ataça un xrastfeT, ca,,segmentul Cauchy" \ *o{') d'x, sâ nu poatä

fi arbitrar de mic, - ceea ce trebuia arâtat.Pe de aftT'parte,dacä,/eC¡f,a-¡

este impropriu integrabilä pe la, +n [, atunci considerlnd-funcfia ç. du13

prin (7)^, cuplul (/ E).satisface.ecu-ali.a (6), dupä cum-rezultá prln srmpla

iïfo"ùié. Pdntru à obiitt" formula (5)'de ieþre z€ntare a 71u¡í f , integräm anrbii

ã"-tti ai egalitälii (7)' dupä cum u-meazâ:

Í+n@

\ ¡ç"¡a" . t+, x e lø, 1.ql,), *(x)

deci (pentru n, -> lø):
?ó
\f@)a"< ry sau \t{,)0"* #'

prin.urmare-.f glte i*proprio integrabilap e lø, -..>f. Aceasta fiind demons-
tratá., ecuatia (6) se poate pune (dupä mêtoda intllnitä mai sus) sub forma

fr+6oi* (, - #hJ#: -;*,\r@)a"q(x) t fØ+a)JqØ) 
n

(unde diferenJa a este conceputä cu pasul cr). Solulia generalä a ecualiei
omogene în ] este - 

c
, *, iar o solulie particularå a ecualiei neomogene în

t*tw) d'u : f (w) d'u

æ

c+ J tv,l at
It

substituim a: C i f(t)dt, de unde du : - Í(u)d'u, iar ao: C + Í(t) d,t çi

11
- este
q Í(x) I f(u)d.u, de unde reztTtâ formula de reprezentarc (7). Privitor a* :c+

I f(t) d,t, - în continuare

la functiile familiei {q} distingem douä cazttti:
.\) .dacA C Z 0, atunci numitorul din expresia (7) a lui g este o funclie

pozitivá, çi continuä pe le, *oo[, deci g este inte]rãbilä pe orice interíal
lø, bf rnde a. < b, < f oc, iar relalia la limitä nm Í14. : C ) 0, ce se obti-

t-æ P(x)

ne din (7), atrage dupä sine convergenla integralei 
\V@)ax.

2) d,øcã. Ç:0, atunci integrala impoprie a 1ui 9o pe Le, foof va fi
d.ivergentä (dupä cum rezultä dintr-o tèoremá analoàg{ acèleia a lui Dini,
mai sus amintitá., adaptatá, la integrale, dupä cum irmeazá.:
fie a 1 xt 1 fi2 1 læ, are loc

* o*

I e(") *: - \+
oaa

æ

c + I tttl¿t
J

- -ln A6

de unde

c +\noat: vo

fr

t
4

,o@) du

e

:í i
xt

t2

I 0 x)dx f(x) dx
f(fr dx Prin derivare în raport cu ø se obline

ï
*,

æ
Ít f(u) du If(x) dx t'

lo@¡a"

-Í(x):-so¿ 
" .q(x);

apoi se determinä constanta u* punlnd !Ç:fl, de unde -l@): -1)a'ç@),
deci uo :f+ çi se obline ugor (5). A se consulta gi [2].- gla) '

ó@

IrØa,- lr{4a,
f1 *2

æ

If@¡ a*
I
0

I
æ æ

'! Í@) an f Í(x)
ur 91

dx
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(5') =#
unde ,9 d,in C integ-
ral,d, cu (care

(6',) t#:

itrarã.

Døcd. f mul,li þrin

196 ANDREI NEY 10

P r oc e d e u I 2, þentru constrwírea. functjilor imþroþriu integrøbile

þe la, læ1, fåcî,nd þørte d,in cl,øsø C[.,.*t.
Se pornegte de la o funclie g o&recale din clasa Cü,**r çi i se aplicä

ttansformarea (5). Däm douä exemple simple:
a) Fie q(x) : l, x e [0, *oo[ (cu integrala improprie divergentä),

se obline

11 REPREZENTÄRÌ coNsrRucrlvE 197

metoda lntîlnitä mai sus,
calea väzutä la dedttcerea for-

ia trebuie sä insistám în mod special
emei. 1n adevär, dacä s-ar presupüne
integrala improprie convergentä pe

Ita

fim l!)_ - Í(P)

*-¡ø e@) ç(ø)

tcruta,
eo : h (å constantá. pozitivä),.f(tc) : Í(l)e.' tç e 10, *co[.

b) Fie q(x) :1,, *= [1, *oo[, (cu integrala irnproprie convergentá),

se obline

Í(xl :ÍA ev. x-' ø c [], f oo[.

TEoRErvrr\ 2.bis. Orice funcli,e f d,in ctøsø C[.,+*r a funclül,or strict þo-

ceea ce ar contrazice pe de o parte contilia la limitä din (6'), pe de. a1tá

pátt 
-át 

átirma - "ãiti"i pi" iliteTor - íntegrabilitatea impioprie a ltti /'
P r o ce d.e u1 2. bis, þentru construiveafwrycliil'or Í É C[",**t.care.sî'nt

I,mp*prlr-itlniegrabite p, io, f æ1, este o analogie a-procedeului 1 bis'

s2.

Redäm, în cele ce urmeazä, enu de teoreme: 3 çi
3 bis t;sË"ti" ¿ çi 4 bis, ale cäror 1n linii mari me-

toda utiîizatâ în '$1, 1a demonstra Íe'

rÐoREMA 3. In mul,lim,eø funcliil,or strict þoz'i.tiae, deJinite çi ølrryÞ9.

ørtu-Tot-'îilt¡nue þe la,' +n(, @'= R), mãrginite þe orice interual linit
'd,i,n 

fø, *.o[, ecualia

(g) {@) _f(x t.) : f@ | a) (ø 41 4 f oo, a consta,ntã. þoziti,ai),
q(x) ç(ø * .)

und* funcliø L eúe märginitã. þt lø, ø + .'1, admite dreþt solulii cuþ'Iuri
I

d.e funclii (Í, 9), legate ôntre ele þrin Jormulele de reþrezentare: (L) resþectia

(ïli t"'cari t""substituie x þrin x I na'

l" Integrala imþroþrie ø funcliei f este conuergentã' þe la' * oc['

2 {9} - cuþtølele I'ui f -- sînt simþl'u suma'bile

formø :o¡,...Yielø, læ'1, gxceþtônd' aceeø39/: tt-mula. C : 0, øceastø' neJiind sxmþl'u sutna'ryxt'a' ?e ç

3" toøte funclüte de tiþ f , þozitiae çi necrescã.toare auî,n'd, integralø irnþroþ-

rie coøvergentA pé ¡o, ¡æl løtisJac ecualia (B)'

zitiue çi continue þe lø, lu:lþentrw cøre

rizøtd. þrin reþrezentøtea

(7') ç(x) : lk\

f(x)dx este d,iaergentd,, este cørq.cte-

C>0,nela,+Ðl;

a

r
c¡[¡p¡a"

toøte Junclüle d,in famil,iø {ç} o, integral'ø irnþroþrie d.iuergentã. þu la, ** [.
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térisent les fonctions positives et continues qui sont improprement inté-
grables, (5), respectivement non-intégrables improprement, (5'), sur demi-
d.roite Lø, *æ[. A l'aitle de ces formules on peut effectivement construire
les fonctions appartenant aux classes envisagées. On d.onne aussi les équa-
tions fonctionnelles qui caractérisent ces classes d.e fonctions, notammeit:
(2), (2'), (6), (6'), ainsi que d.'autres, dans d.es cas particuliers remarquables.

TEoREMA 3 bis. 1n muþirneø d,e funclü þrecizøtd î,n enunlul. teoremei s,
ecuølia

(B') t+:+- ry : f@ { a) (ø { x< +oo) pi tim ÍJ1)- : ¡oq\tr + 6) p(t) x:æ 9(x)

und,, L estu mãlginitã, þe lø, a I .l l, ød,mite d,reþt sotulii, cwþl,wri d,e funclii
(f,g),^legay rin formwlel,e d.e.reþrezentare (L,) resþectia (1,,) d.uþã.
cum C > 0 :0, þrecwu+ gi (3') - ôntocuind.u-ie ørniàtit'ete ¡'or-mule xn þri

c>0,
irnþroþrie
þrin (3')
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REPRÉSENTATIONS CONSTRUCTIVES POUR LES FONCTIONS
POSITIVES SIMPLEMENT SOMMABLES (-NON-SOMMABLES).

RESPECTIVEMENT IMPROPREMENT'INTÉGRABI,ES
(-NON-rNTÉGRABLES)

RESUMÉ

rr'auteur établit des formules de représentation analytique qui carac-
térisent les fonctions simplement som-mables, (1), respectivem'ent non-
sommables, (1'), sur üne suìte, - ainsi que des ieþrésen^tations qui carac-


