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CERCETARI PRIVIND PROBLEMA TRANSPORTULUI, IIL

de

PAUL NEY
(Cluj)

g § 1. Definitii si notatii

1.1, Spatiul matricilor p-dimensionale.

Vom nota cu M(ny, ..., ny) spatiul matricilor p-dimensionale de tipul
(ny, . .., mp), adici multimea matricilor de tipul
X = Hxi;’ L ')ip“ 1’k = 1’ nk’ k T l!j)x
"
[1%
unde %, ..., ¢ <R Aceastdi multime este izomorfi cu R_R*' . 1o
8 (ny, ..., ;) vom considera urmitoarele submulfimi M*(ny, ..., Mp),
MM O(ity, vy Mp), M (Mg, ..oy Mp), IM—0(my, ..., 1p), care sint respectiv

mulfimea matricilor cu elemente pozitive, nenegative, negative, nepozitive.
Matricea care are toate elementele egale cu x se va nota Xx.
Fie 4 = ||a, iyl st B = ||b || doud matrici din M (n,, ..., #p).
Vom nota cu

1y, ...,i?

. A* B matricea ||ai, ..., a4 - bi, ...,ipH

(A|B) numéirul 2“1'.,....1p’bfl....,i,,

AB matricea ||ay,

1.2. Algebra booleand &p.
Vom nota cu &, algebra booleand a cirei elemente sint p-uple ordonate
cu elemente din mulfimea {0, 1}. Folosim operatiile ,,| )"’ reuniunea, A
intersectia, ,,—’’ negarea, conform tabelelor : : :
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QO 1 QO 1 0—=1
0(0 1 010 1
111 1 110 1 1=0

Fie o= (o, ..., ) 51 B = (By, ..

“UB:(%UBl:---: %Uﬁﬁ)
« B = (N Bi oo 2a () Bp)

= (&1, ey MP)

., Bp) elemente din &,. Prin definitie

|

.y are 2? elemente ; acestora 1i pot pune in corespondentd numerele
intregi de la 0 1a 2% — 1, prin corespondenta dintre reprezentirile in baza 2
a acestor numere si elementele mulfimii &,.

Vom nota cu (B);, numdrul scris in baza 10 corespunzitor lui B.

1.3. Operatori de comprimare.

F%ecéirul B = &, 1 se poate atagsa un operator dupi cum urmeazi:

Fie B = &, si consideram vectorul 8 - (1, ..., p). Notim cu 4, mulfi-
mea componentelor diferite de zero, ale vectorului B . (1, ..., p). Mai
considerdm si vectorul (n,, ..., n,) B.

Definifia 1.3.1. Numim operator de comprimare atasat vectorului
B € &, functia Cp, de la multimea SN, a matricilor p-dimensionale la 9N,

astfel cd matrices X = ||x;, _,,,;p|| tw=1,mn, k=1, p 4 ataseazi matvicea
Con (0 =|| 20 %] B =T m, 18 4,
ik =1, "
ke ip
X fiind de tipul (ny, ..., n,), Cp., (X) este de tipul (ny, ..., n,)P

Exemplu :

" I:iie M = |%igisl| %, = 1,6, i, = 1,10, i3 = 1,9, 4, = 1,20. Deci matricea
i e de dimensiunea 4 si de tipul (6, 10, 9, 20). B, este mulfimea {0, 1}4;
fie B =@(O, [13, 1,( 10)263&2) VO](J)J deserie operatorfﬂ Corer (B1o ={5 dc}ac{
scriem .B-(1,23,4) = (0,2 3 0) deci 75, = {2, 3}. Aplicind

lui M olftinem matricea ( ) i 2 S aRficladize &

B fiind egal cu (1,0, 0, 1), tipul lui @ (M) este (6, 10,9, 20)(1L001) —
= (6, 1, 1, 20). ke s(M) (6, 10,9, 20)

ne
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Se poate demonstra
Propozitia 1.3.1. Operatorul de comprimare definit prin definifia
1.3.1. este liniar §i continuu fapd de fiecare element al matricer.

Definitia 1.3.2. Multimea
8 = {Cp.lB = &)}

se va wumi mulfimea comprimdrilor atasate mulpimii wmatricelor p-dimen-
sionale O,. Se numesc comprimiri elementare, comprimdrile C, pentru
k= 1,p — 1. Operatorul identitate in SN, este de fapt C,.

-Se poate verifica

Propozitia 1.3.2. Operatia de compunere ,,0” determind pe £y o
structurd de semigrup comutattv cu element unitate, elementul unitate firnd
Cy. Mai are loc €@, 0 Cp),, = Cp,

S% considerim aplicafia ¢:&, - &, determinatd de corespondenfa
B — Cp, Are loc

Propozitia 1.8.3. Aplicatia ¢ este un omomorfism de la (B, U))
la (S,p O).

Demonstragie. ‘T'rebuie aritat cd oz |JB) = ¢(x) 0 ¢(B) pentru
o B =8 . o(eUB) = Covpy plx) =Clwy 51 ¢(B) = Copy, - Cay 51 Copp
se pot dezvolta dupd comprimirile elementare si in baza propozifiei 1.3.2.,
vom grupa astfel comprimairile, incit comprimirile elementare care apar
de doud ori si se reducid, astfel vom obtine dezvoltarea lui Cuyg),-

§ 2. Problema de transport p—dimensionald

2.1. Definivea problemei.
Fie 8 = {C, ..., G} 51 M = {M,. ..., Mg} C My Mai considerdm

matricea C € Ot (ny, ..., #p) cu C=|ci,..ill 5 =1mn, k= 1,p.
Vom nota cu $§(&, M) mulfimea

(X|X < O+ (m, .., np) CafX) = M; i =1, g}

.....

fn general problema de transport p-dimensionald se poate defini in
felul urmétor :
Definitia 2.1.1. Se numeste problemd de transpori p-dimensionald

problema gdsivii uner matrici S = llsi,...,[fH i, = L, E = 1p din (2, M)
astfel ca sd aibd loc relatia
CIS) = min (C|X)

re<8(8, o)
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Problema, care se poate veprezemia prin tripletul (C, 8, SN) se numeste
covect formulatd dacd 8(R, ) # & respectiv incovect formulatd dacd
$(8, M) = G.

Daci §(8, ) # &, atunci oricum am aplica operatori asupra celor
din &, si asupra matricilor corespunzitoare, la operatori egali corespund
matrici egale. Astfel daci €, si €, 8 si €, C, €&, sint astfel cd
€, 08, =C,0€, atunci are loc (€, 0@,)(M,) = (&, o &)(M,). De aici
rezultd

Propozifia 2.1.1. O conditie necesard pentru ca problema prezen-
tatd in Definitia 2.1.1. sd fie covect formulatd, este wrmdioavea: pentru
ovice €, C, 8 si €, ¢C, €8, astfel cd €,06C, =C,0C, are loc egali-
tatea

@m(Ma) = @n(Mb)

Observatia 2.1.1. Rimine o problemd deschisd problema sufi-
cientei condifiei prezentate in propozitia de mai sus.

E xemplu .

Fie X = ||xyul] si ||U = wgu|| doud matrici de tipul (nq, %y, 1y, 7,)
astfel cd xju > 0 si u;u > 0 pentru toti indicii.

Considerim tabelul:

i 00000110 0. 0, Oril sbil eyl 1y 11

@3 @7 @8 @10 @12

Pe penultima linie apar comprimdirile elementare, iar pe ultima linie
apar comprimirile alese drept elementele lui ¥. Fie Sl = {4, B, C,
D, E}.
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Restrictiile problemei sint:

&y(X) = 1| 2 wiul| = llasll = 4

,(X) = H;an = ||b;l| = B
Co(X) = || 21 #aul| = Hlejeel| = C
€y (X)= ngukl\l = ||dy|| = D

Cpa(X) = 11 25 il = llewll = £

Tabelul urmitor se compune din:
_ coloana 1 indicii dupa care se efectueazd insumarea in cazul fiecdrui
operator de comprimare din £ '
— coloana 2 grupirile de indici, care includ grupdrile de pe aceeat
linie din coloana 1.
— coloana 3 in ordine, comprimirile ce se atageazy indicilor addugafi,
_ coloana 4 matricile din I corespunzdtoare fiecirei comprimdri
din £

{k, 1} {k, 0,1} {k, 1, j} (R L, 1,7}

{5 b I} {4, ko 1, 4}
{1} (d) G R, 6 0 0 R G4 B R D {5 g b 1

(i, k) (kg {i b B, G R L )

{4, 7} (G, 9, k{64, B (60 R
Cs, Car Cra A
e, B
Cp o €y, G G5 Cy €y C
C,, ©, G4 D
@, €, €4 E
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Deci, in baza propozifiei 2.1.1. e necesar ca matricile din coloana 4
sd satisfacd relatiile

y(4) = @y(B) = &(C), €,(4) = B
Cy(C) = D, &,(C) = E, (C) = €,(E),
Ce(C) = C4(D) = &y(E),
C15(4) = €y(B) = €,(C) = &;(D) = &(E).
2.2. O caracterizare a problemei de transport.

Sd considerdm problema de transport reprezentatd prin tripletul
(C, &, 9M). Fie M = 9 (my, ..., n,). Putem considera ci avem un opera-
tor care lui M 1i atageazd vectorul (€, (M), ..., €,(M)). Acest operator
mai poate fi considerat ca si plecind de la spatiul euclidean de dimensiunea

g
(M) la spatiul eculidean de dimensiune ;T(M,i) unde (M) inseamnd pro-

dusul numerelor din vectorul ce indici tipul matricii M. S3i notim cu
@ acest operator. Astfel putem scrie

D Rx ... xXRoRx ... xR
(M) q
> )
i=1

Pentru necesitifile problemei de transport, @ trebuie restrins la multimea
vectorilor de elemente nenegative. Putem continua cu abstractizarea proble-
mei de transport dupd cum urmeazi : fie ¥, % spatii vectoriale reale topolo-
gice, K un con din ¥ §i y, €Y, ¢ € K. Fie I': ® — % un operator liniar
si continuu, iar F: ®¥* - R, o funcfionald continui,

~Aici conul K corespunde la R, X ... xR, de «(M) de ori, I' la apli-
cafia @ de mai sus, ¢ € K corespunde matricei C din 2.1, y, € ¥ cores-
punde la vectorul (M, ..., M,) iar F reprezinti functia de scop (produsul

scalar). Multimea §(€, ) va fi I'~1(y,) M) K ; astfel problema de transport
se va enunta astfel:

Problema 221. Sd se determine x, € X astfel ca

F(c, ) = min F(c, %)

1T Yy 0K

Vom ardta cd in condifiile noastre muljimea I'-1(y,) N K este convexi si
compacta.

Propozifyia 22.1. Multimea $(8, SN) este comvexd §i compactd.
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Demonstratie. Operatorul ' fiind liniar, mulfimea 8(&,
este convexd, deci daci A, B = §(&, M) atunci ad + BB = §(&, o)
unde « + B =1si « p = 0. ] : ]
Fie acum M = 8 5i €, | comprimarea totald din &,. E clar cd dacd
X = Hx‘: IIIII iy H = 8(9, «g}lt) atunci are loe V""ll,..,, ‘IPO < xil_ "-rij;<@2p”i(M?‘
Aceasta inseamni ci §(L, 9) este o mulfime marginitd. in fine, si consi-
derim (X,),ey un sir din $(2, Oi) astfel incit sirurile pe componente
[|2» . |ley 58 fie siruri Cauchy, S84 notim cu lim X, matricea de
Ficw :acep F neEl . . g B ) .
eleﬁleuté lim %W . Din cauza continuitdii lui I' rezultd cd lim' X, e

RS ey . .. w0 )
e §(&, 5)1(;. De aici rezultd imediat ci functionala F(c, x) i atinge extre-
mele in §(8, 9N) ca fiind continud pe o mulfime compacta.

2.3. Invarians faid de vestrictii.

Vom trata aceastd problema in general, gpnsideri_nd operatorul I': ¥ >
unde I este liniar si continuu, ¥ si ¥ sint spatii vectorial t'ol?ol(u)glcle complete
de dimensiune finitd, F: % — R este o funcfionald liniard si continud
depinzind de parametrul y, € ¥, KC % un con din %, Noifam cu O.,,% res-
pectiv Oy elementele zero din % respectiv ¥. Elementele din ¥ invariante

fatd de restrictia T'(x) = y, formeazi multimea I'=*(y,).

Observatia 28.1. In cazul nostru, matricile ce anuleazd opera-
torul ® din § 2.2. se vor numi nul-matrici referitoare la sistemul de com-
primdri & e 1 g

Fie x € T-1(y,) N K. Pentru ca 6 = I'~1(0,) sd fie astiel ca .x S
e I'Yy) N K e('}r}&zcesar sd verificim daci x -+ 6= K. Vom nota cu 6(x)
mulfimea

{66 = I"Y(y,), x + 0 = K}

Propozitia 238.1. Dacd %, x3€ I'=1(yo) N K atunci existd 0, <
< 0(x,) ¢ 0, = O(x,) astfel ca x, + 0 = %, 50 %, + 0, = ;.
i i — icular
Demonstratie 0 estex, — x,,1iar 0, este x; 2 In particu .
propozifia are loc si pentru x, € I—1(y) N KsgissT 1(yq) K N astfel
incit F(c, s) = min F(c, ) pentru x € I'"Y(y,) N K.
Problema 23.1. Sd se delermine 0* astfel ca

F(c, 6*) = min F(c, 0)
8€0(x)
Propozitia 2.8.2. Problema 2.2.1. este echivalentd cu problema
2.3.1.

Demonstratie Se aplici propozifia 2.3.1. %, fiind sLolutia pro-
blemei 2.2.1., 6% = x, — xinvers F(c, 0%) =0m(;(n) F(c, 0) implicd F(c, 6%)+
€8x
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+ F(c, x) = min (F(c, 8) + F(x, %)) de unde x - 0% este o solutie pentru
0 O(x)
problema 2.2.1.
A imbunititi elementul x € I'"(y,) () * inseamnd a gisi 0 < 0(x)
astfel ca F(c, 8) < 0. In acest caz F(c, x + 8) = F(c, ) + F(c, 6) <F(c, x).
Fie 0, ..., 0, o bazd a lui I'"%(0,) si 0 € I'"}(0,) vom scrie

e: )\,0

1=1

Astfel putem formula o noud problema:

Problema 2.3.2. Sd se determine (AF, ..., \¥) numere reale, astfel
ca Y, MNF(c, 6) = min > nF(e, 9).
i=1 27.1;01-6@(;;) =1
Are loc evident (e doar o transcriere simpld a propozifiei 2.3.)

Propozitia 2.3.3. Sint echivalente problemele 2.3.1 si 2.3.2.

fn formularea noastri un algoritm pentru determinarea solutiei opti-
male a problemei de transport inseamnd un gir de instructiuni care sd
conducs de la un element 0, = I'-1(0y) la altul 6, = I'1(6,), pind cind in
numir finit de pasi se ajunge la 6% = I'"2(0 ) astfel cd » | 6% este solutie
optimald, » fiind o solufie oarecare data.

Determinarea unui astfel de algoritm depinde efectiv de forma ele-
mentelor din '1(0,) si de dimensiunea spafiului liniar T'=*(0,). Determi-
narea unei baze a lui I'~(0,) este deasemenea o problemi dificild.

Continuarea cercetirilor privind tratarea in acest cadru general al
problemelor de transport, va constitui obiectul unei lucrdri ulterioare,

Observatia 23.1. Partea intiia a lucririi constituie o exempli-
ficare a acestor idei, prezentindu-se in acest cadru, problema de transport
de dimensiunea 2, cu matrici de tipul (m, #). In acest caz & = {€y, C,}.

Exemplu 23.1. Vom indica spafiul nul-matricilor referitori la
restrictiile & = {€,, €,, €,} pentru problema de transport de dimensiunea 3.

Se considerd matricea elementard si se
considerd toate translatiile posibile ale acestei
matrici in matricea cu toate elementele o, de
tipul  (my, %, 7). In desen matricea din
urmi apare ca $i un paralelipiped de dimen-
siunile (n,, #,, 7). Fiecate pozifie a matricii
elementare, inseamnid o matrice de tipul (#,,
My, 1g) i existd (n, — 1)(ny — 1) (ny — 1) po-
zitii distincte. Matricile astfel obtinute, for-
meazi o bazi pentru spafiul matricilor ce anu-
leazi fiecare operator din £. .
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RECHERCHES SUR LE PROBLEME DU TRANSPORT, II.
RESUME

On présente des considérations sur le probléme du transport multi-
dimensionnel, a laide des opérateurs de comprimation définis pour les
matrices.
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