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' t,t. Spø¡lul rnatricilor p-dimensi'onøl'e'

Vom nota ct ÐÍL(nr, . . ., np) spaliul matricilor 1-dimensionale d.e tipull
(nt, ...,np), adícä nìullimea matricilor de tipul

X : llxi,, ...,,plliu:-1, no, h: l,þ,

fr.,u
lime este izomorfá' cu Ro:t ln'

submullimi ffi*(nr, ..., Øþ),

,...,%þ), care sînt resPectiv
negativè, negative, nePozitive.

ale cu .ø se va nota x.

Fie,,4 : llør,,...,,'rll çi B : llb¡,,

Vom nota cu
,'rll douä matrici dín ÐlL(nr, . '1,*ù-

. A.* B matricea lla,,,

(AIB) numärul 2 ait

e.p

'tþ

bi
,Þ

. b,r, , . ., r¡ll

. b¡,, ..., iþ

l""t¡llAB matricea llø,,,,

1.2. Al'gebra booleanã. &p.

vom nota cu &¿ algebï elemente. sînt y'-uple ordonate
cu elemente ain mútjiräea eraJille,,[J" ieunillnea, ,;fì"'
interseclia,,,-" negaÍea, : l
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Se poate demonstra

Prop ozilia 1.3.1. Oþeratorul' d'e cotnþrirnør-e d'efinit.þrin d'efinifiø
1,3.1. este'1,'iniør'gi continuu fà!ã, de fiecøre elernent øl' møtricei.

Def ir.íJia 1.3.2. Mul'limea'

8¿:{9rB),"1P =S¿}

se ua, nLtlni lÍi Y P'dimen-
sionøle ïlLp. enn þentru
h : l,þ -'l de

Se poat

Prop ozi!.ia 1.3.2. Oþeraliø d'e comþlínere ,,o" determinã' þe F.t 2
structurã, d,e semi,gruþ comutatia cu el,ement unitøte, el'ementul' wnitøte fiind
go. Møi øre loc €(Ê)," o 9(g), : €(g),

Sä consid.erâm aplicalia g: &p -> 8¿ determinatå de corespondenla

I * €tpl,. Are loc

Prop oziJia 1.3.3. Aþt'icøliø tp estë un omotnorfisrn d'e l'ø (8e,1))
la ({e o).

Demonstrølie. Trebuie arâtat p.entru
e, þ e 8p . ç("1) ,.91 Plqr,,
sé þot dór.'oii. ðu ei l'3.2.,
vom grupa astfel are apar
de douä ori sä se o).0.

$ 2. Problema de transport p-dimensionalä
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Fie ø:(dr,...,op) Si 9:(9r,..., p¡) elemente din &¿. prin definilie

o( U p: (ø, U 0r,..., opU þp)

o(| p: (ø,O 9r,..., npÀ þp)

ã: (nr, ...,aþ)

8p ?t9 2, elemente; acestora li pot pune in coresponden!ä numerele
întregi de la 0la2þ - 1, prin corespondenla dintre reprèzentäríleînl¡aza 2
a acestor numere gi elementele mullimii S¿.

Vom nota cü (9)ro numärul scris ln baza l0 corespunzätor lui p.

1.3. Oþerøtori d.e comþrimøre.

Fiecärui 9 = 8p i se poate ataça un operator dupá cum trmeazá.:
Fie B e S, gi consideräm vectorul p . (1, . .., þ).ñotäm cu io multi-

mea componentelor diferite de zero, ale iectoruÍui p . (1, ..., ö). nfai
consideräm çi vectorul (nr, . . ., %p) þ.

D e f-i n i.f i a 1.3.1. Numim oþerøtor de comþrimøre atøçøt aectorutrui
þ = ßp, funcliø 8¡s¡,, ile lø mul,limeø ãlLo ø møtricilor p-d.imeníionøle l,ø ïlLp
astfel' cd. møtricei X : 11xr,,...,;¡ll in:T, nh e :T, Þ î.i øtøgeøzã. matriceø

zrct,, þc) : ll D ni,,...,i¡ll ¿r:T3, t+ to

II'+l;r ll

X fiind d,e tiþul. (nr., . . . , np), €rsr,. (X) este d.e tiþut, (nr, . . ., n,)e

Exemþl,w:

Êie M : llx¡,¡"¡,¡,ll ir: \6, i¿: T,IO, is: l.g, i*: lP0. Deci matricea
M e de dimensiunea 4 çtde tipul (6, 10, 9, 20). Bo este mullimea {0, I}u ;
fie- B: (0, 1, 1,.0) = 4.. Vom des:rie operátorùl elo¡,", (g)ro:'5- dä"i
lcligT 9,, þ . (1,2,.3,4) : (0,2,s,0) deói iu : {z,g}': Apiiõlnd pe €¡
Itti M obfinem matricea

p iii"4 e_ga^l^.cu (1, 0, 0, 1), tipul lui €u(M) este (6, 10, 9, 2O¡tt,o,o,r¡ -: (6, l, 1, 20).

2.1. Def'ínireø þrobl,emei'

Fie ,8 : {9o,, . . ., Qoo\ çi &ll : {Mt. . ' .,

matricea C eÐfL+(nt, ..., nþ) cu C:llc¡",
Vom nota cu E(8, Ð11) rnulfimea

{XlX e glL+'o(h,...,np) e,i(X) - Mr i: l, q)

ln general problema d.e transport y'-d'imensionalä se poate defini în
felul urmätor:

Def i ni[ia 2.1.1. Se numeçte þroblemã' d,e trønsþort þ-d'imensionø1,å,

þrobl,emø gdsirii unei møtrici S: 1¡t,,...,rlli-- l,nr h-: l,p din S(,8, ÐlL)

østfel' ca sã. aibã. loc relalia:

(ClS) : min (ClX)
re8(8, sn)

Moj CülLp. Mai consideräm

., nrll io : I,î¿, h : l,þ'

e6(M) : D ni,,...,i, i1 : 1,6, i¿, : 1,20
d¡ : 1,10

ò.: 1,9
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Probl,ema, ctwe se þoøte reþrezentø þrin triþletwl (C, 8, ÐlL) s9 nwmegte

corect formuløtd, d,acã.- E(8, Aq + ø iesþectia incorect formulatd. d,acã

E(8, Ð11) : Ø.

Dacä E(,8 oper
din 8, çi asup erato
matrici egale. 9u e
Qr,, o Qo :-Qn o (8, o

rcatltâ

P r o p o zília 2.1.1. O condilie necesørd' þentru ca þrobl,emø þrezen-
tatd. î,n, Dejiniliø 2.1.1. sã. fie corect Jorm.wløtã., este urrndtoarea.: þentrw
olice gr, €¿ =,8 gi Q,n,Qu =8p østfel' cã €,,o€o:gnoQo are I'oc egøli-

tatea,
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Restricliile Problemei sînt :

€,(X) : ¡¡f ø;iøll : llø¿¡ll : A

e,(x) : ¡¡f ø¡,u,rll : lló¿ll : B

e.(X) : llÐ *,¡o,ll : llc¡¡'ll : C

e-(X): llÐ x¡i*ll: lldjtll: D

€,,(X): llD xwll : lleu'll : E

e,,(M 
") 

: e"(Mb)
îabe1u1 urmätor se compune din:

_col,oøna,lindiciidupäcareseefectueazá"înslmareaîncazulfiecárui
operator de comPrimare din I

- col,oønø 2 grupärile de ind'ici' care includ grupäri1e c1e pe aceeaçi

linie din coloana 1.

- coloønø 3 î' ord.ine, comprirnärile ce se ataçeazá, ind-icilor adâtgali,

- col,oønø 4 matricile d.in fJl corespunzätoare fiecárei comprimäri

din ,8.

observalia 2.1.1. Rámîue o problemå d.eschisä.problema sufi-
cienlei cond,ifiei prezentate în propozilia de mai sus.

Exemþl'u:

Fie X : llx¿¡¡,ll 9i lll) -- u,¡*ll douá matrici de tipul (nr, n", nr, n4)

astfel cä xn¡¡t ) O çi w¡¡p ¡ 0 pentru toli indicii.

Considerám tabelul:
{k, t, i} {h, 1,, i} {k, l, i, i}

i 0000000011111111
{j, h,l, i}

j 0000111100001111
{i, j\,{i, h\,{¿,1},{i, i, h\, {i,i,l\ {i, h' t\ {i, i, h, t}

k 0011001100110011 {i, h, i}, {i, h, t\, {i, h, t, i\
I 0101010101010101 {i,,i,k\, {i,i,t},{¿, i, h',1\

aroOvl v2 v4 tov8 es, eL, gp A

g, g, gro gn
/ovB

gn, €.r, 81, Q6, 95, 8s' gz

Pe peuultima linie apar comprimärile elementare, iar pe ultima 'linie

rp"f "o*primärile 
alãse drept elementele lui ,8. Fie AL: {4, B, C,

D, E\,

roô@v4, vl, v5 D

92, 91, ez E

{i,h}

{j' h' l'\

{t}

{h, t'}

C

B
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Deci, în baza propozitiei 2.1.1. e necesar ca matricite din coloana 4
sä satisfacä relaliile

e,Ø) : e"(B) : e,(c), e1(A) : B

en(c) : D, ez(c) : E, gu(c) : er(E),

eu(c) :e|(D):er(E),
e,,(A) : a,(B) : e,(c) : e,@) : e,(E).

2,2. O cørøcterizøre ø þroblernei de trønsþort.

Sä consideräm pr
(C, 8,9fú). Êie M e gfr"

tor care 1ui M îi ataç
mai poate fi considerat

c(M) la spaliul eculidean de dimensi w f "(Mn) 
unde r(M) înseamnä pro-

d.usul numerelor d.in vectorul ce indicänlipot matricii M. Sá" notäm cu
(Þ acest operator. Astfel putem scrie

<Þ:Rx...XR--+Rx...xR
r(ilr\ 

f ,W,l

ulfimea
proble-
topolo-
r liniar

"'äl¿,%'^\P, i:, "jj' =t rt'"31"tå-
reprezintá, funclia de scop (produsul

o) O K; astfel problema de transport

P r o b 1e m a 2.2.1. Sã se determine xo e %. østfel, cø

F(c, xo) : min F(c, x)
,er.-l(yo) n K

Vom aräta cå în condiliile noastre mullimea l-t(ro)f) K este convexä çicompactä,

Prop ozilia 2.2.1. MuQirneø E(8,&lL) este conaexã ;i comþøctd..
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Demonstratie. Operatorul I fiincl liniar, multimea S(q,m)
este convexä, deci áacä A,- B e 6(8, aft) atunci dA + pB e S(8, flr)
undea+p:1çiø,P>0.

Fie acum M e Ð11 Çi a,þ_, comprimarea totalä:rî,:: 
i ii,::,ïi;i

ginitä.'1n fine, sá consi-
girurile Pe comPonente

u.lim Xn matricea de

tinuitälii 1ui I rezultä cä lirr-'Xne
€ E(8, Ð1t). De aicí reztltâimediat cá funclion ala F(c, ø) îçi atiÍg-Jextre-
mele în S(,8, eru) ca fiind continuä pe o mullime compactä'

2.3. Inua.riønli følã' d,e restricl'ii.

în general, cons '-->11

tl i g sînt sPalii ve lete
d este o- fûncli nuä
d , KC"æ un con res-

pectiv O"¡ elementele zero din 9ú respectiv "J. Dlementele d.in 9B invariante

fa!ä de restriclia l(ø) : yo lormeazä mullimea l-'(yJ'
Obse rvalia 2.3.1. În cazul nostru, matricile.ce anuleazä_opera-

torul Õ din $ 2.i. se vof numi nul-matrici referitoare 1a sistemul de com-
primári 8.

Fie ø e f-t(yJ fl K. Pentru ca 0 ,= l-t(Or) sä !'_e astfeT ca x 1- 0 =
= l-t(yJ ¡ 1( eì"néc'esar sä verificäm dacâ x 

'* 
0 = K. Vom nota cu 0(ø)

mulfimea

{010€l-'(yo), xl0eK\

Prop ozilia 2'3'l' Døcã' xt'x-zê f-t(y.J )K^atunci existã' 0'e
= 0(xt) gi 0, =- 0(xr) østfel' cø x, | 0t : ttz ;i x, * 0z : %v

D e m o n s t r ali e. 0, este x2 - rt1,iar 0, estg ø, --!z; lyga1ticul^ar
propozilia are 1oc çi pentiu xrèf-_tlyr) O4gisel-l(yJKnastfel
încîi ,n'(c, s) : min F(c,-x) pentru x = l-'(!o) n K.

P r o b le m a 2.3.1. Så se d'eterrnine 0* østfel cø

F(c, o*) : 
,äåä, 

F(c, o)

Prop ozilia 2.3.2. Probl,emø 2.2'7. este eckiaøl'entã' cw þrobl'emø
2.3.1.

i Demonstralie. Se aplicá propoziþia.2.3t1. ryofiind soiy.fia^P.to-

blemei 2.2.t., 0* : io - øinvórsrþ, o'l¡ :rËåä,tr.(c, 0)implicäF(c, 0*)f
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I F(c, x) : min (F(c, 0) f F(r, ø)) de :u;nde n f 0f este o solutie pentlu
0€O(r)

,:'îi""î::l : ̂ : Å,-,' 
y 18 1 Fi,:iï årå'äi 2r1,:y,)

azä a lut l-t(Or) 9i 0 e l-t(Or) vom scrie

o : I r.,0,

Astfel putem formula o nouä problemá:

P r ob I e m a 2.3.2. Sà se detertnine (Tl',.'., Àf) nrt'tnere reøIe, astfel'
r/

úø DÀ;FF(¿, 0,) : mir1.. D 4f1r, 0o¡.
1= Ðlroteo(t) ir:l

Are 1oc evident (e d.óar o transcriere simplä a propoziliei 2.3')

Prop ozilía 2.3.3. Sînt echivalente problemele 2'3.1 ;i2'3'2'
În formul Pe

male a proble ná"

conducåãe la la
numär finit de -r(
optimalä, .ø fiind o solulie oarecare datä'

Determinarea unui astfel de algoritm depinde efectiv de forma ele-
mentelor din l-1(Or) çi de dimensiunea spatiului liniar f--t(9y).' .Determi-
narea unei baze d Íúi'f-t(On) este d.easemenea o problemá d'ificilä'

Continuarea cercetärilor privincl LraTatea în acest cadrg general al
problemelor de transport, va constitui obiectul unei lucräri ulterioare'

obse rvalia 2.3.1. Partea întîia a lucrärii constituie_o exempli-
ficare a acestof iâei, prezentindu-se în acest cadru, problema de transp-ort
¿"-åir""".iÍnea 2, cu- matrici tle tipul (*, n). 1n acest caz 8: {er,ez)'

Exemplü 2.3.1. Vom indica spaliul nul-matricilor referitori la
;restricfii1e I : {€r, 8r, 8n) pentru problema de transport d.e dimensiunea 3.

I
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matrices.
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Se consid.erä matricea elementarä çi se

consid.erä toate translaliile posibile ale acestei

matrici în matricea cu toate elementele o, d-e

tipul (nr, /tz, %s). În desen matricea din
urmä apare ca çi un paralelipiped d-e dimen'
siunile (nt, n", nu). Fiecare pozilie a matricii
elementare, înseamnä o matrice de tipul (ør,

nz, ns) çi existá (n' - l)(n, - l) (nu - 1) po-

zilii tlistincte. Matriciie astfel oblinute, for-
meazä. o bazä pentru spaliul matricilor ce .anu-
leazâ fiecare operator din .8'

J - Revista de analizã ltmericð fi leoria aProximaliei vol' 2 fasc' 2' 1973'


