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Operalia
çJ Z":ZU

unde

. ._Mulfimea elementeTor x'€ D care verificä condifiile, g(x,) 4yó, (l.l)
çi (1.2) se va nota prin E(å) çi orice element din E(b) se .id áumi rotolié

range genenlizatâ se extind la cazrtl
ll, l2l, [3] asupra multiplicatorilor
*'åüffi 

?"ïtJ,î?iu"ii",u".,Íå"ä=å

2. Nota{ii çi defini{ii

MulÏjmea ordonatäZ (care este un grup ordonat) se extind.e prin adäu-
garea a douä elemente z' çi z" care prirr definilie pentru orice z € Z velj-
ficä contlilia :
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q't I ry<- o'
- 

sÈ!\þ

,,,..! " a grupului Z o vom extinde 1a mullimile Z' :Z U {z'}
{e"} astfel: z'+z:z*2':2'pentru orice zAZ,-
o'Lo'-o,þtþ

z" *z :zl2t'-2tt pentru orice zAZ,
,lt J- rytt _ dttktk

B : {b € Y ls(ó) :, Ø},

ASUPRA FUNCTIEI LUI LAGRANGE 2t3

S(å) : {xeDlg(r) ("å}

_ Funclia Z (definitä pe X x M(b) u valori în Z") definitä prin for-
mula:

L(x, w) : f(x) - u(eþr))

se numeçte funclia ll'i. I,agr.nge generalizatâ asociatä problemei p(ó).
Fie z e Z, z > 0 (0 este elementul neutru din grupui Z) çi yr,y, àii,

Y astfel încît y, {yjl2. Atunci vom spune cä elementele yr, 3t, slnt z -separate prin funclia or, (din M(b)) dacá avem:

(2.1) u(yt) - u(y,) >- z.

Se poate arâta cä oricare arfi z€,2, z>0, b €B çiy,ey astfel
îTcît y'(.,. ó existä ce1 puJin un element u, în M(b) astfel încît y'çi ó
sînt z-separate prin uo. lntr-adevär, dacä se ia un în modul urriätor:

3,

1Af

uo9) : dacä

dacá

b

b,

!
v

,
0

(v

Inversul unui elemeut z dir' grupul Z 1l vom nota prin -2. prin defi-
nilie vom hta -z' : z" çi -2" : z'.Pentru simplitateìonvenim sä notäm
sumele_: 4_* (-zz) prin zr- z¿ Çi (-zr) | z, prin -zt.* z, pentru orice
zr, z, din Z.

Êie u_o funclie definitä pe Y cu valori în Z'. Votn spune cä funclia
u este rredescrescätoare dacä pentru orice elemente yr,y, air- y, relaiia
lt {v lz implicá

u(y,) < u(y,).

. Fie IVI múlimea funcliilor ned.escrescätoare definite pe Y cu valori
în Z', atnnci pentru orice ó e ß prin M(b) vom nota milfimea:

fu e. M lu(b) e. zj,

lz: b, çi uo e M(b).
(å) se va numi submultime separa-

0 pentru orice y € Y) aparfine nrul-

b) oricare arli.q >0çi oricare artiy eY astfel lncît y sí1.ó, existä
un element u e C(b) înclt y çi ó sînt z-separate prin u.

fn continuare asupra grupului ordonat Z se vor face urmätoarele ipo-
teze'.

i) Z este o mullime ordonatä dirijatá,,
ii) mullimea Z+ : {zlz e. Z, z > 0} este nevidä.

3. Probleme asoeiate

Fie å'g B. Atunci vom nota în continuare problema P(ó') prin Pl.
Problemei Pl i se asociazâ urmätoarele patru p?obleme.

P2. Sä se determine x'e, D astfel încît pentru orice x 
=, 

D sä aibá
1oc relalia:

(3.1) "f(*') - w(e@'))Z fl*) - u(s@D,
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trl7de u este din M çi are proprietatea cä existä ce1 pulin un element ø0

* 
'"i111*t1;it #@¿-B).-F,!'ve,iri.e relalia (8.1) pentru orice x e D se

- 1tà¡t"*a P2. Pentíu uìr eiement u lixat mullimea
i" va nota Ptin L(u)'
U o submuliime (à'lui M(Ó')) care contine o sub-

multime seParatoare din M(b')."'"^'äã. Se'." determine x' è'D gi w' Q [/ astfel încît:

(3.2) x' e L(u'),

(3.3) s@') 4"b"
(3.4) '' (g(x')) : u'(b')'

Un cuplu lx',u'l care verilicä condiliile (3'2) - (3'4) se numeçte

solulie a problemei P3'
Sá considerattt op"ittotttT H (definit pe X x U cu valori 1n Z") dat

prin formula

(3.5) H(x' u) : l@) - u(e@)) + w(b')

pentru orice (ø, u) a X x U'
vom spune "ak;, *,i è x x u este punct çea pentru operatorul fr

dacá sînt ïerificate condiliile :

(3.6) H(x, u') > H(*', u'), oricate at Îi x a D'

(3.7) H(x',u')jH(x',u), oricare arfiueU'
(3:S) H(x', u') Q Z.

p4. Sä se determine x,e, D çi u,i e u astfel încît (x"u') sá" fie punct

çea penl;ru oPeratorul f/'
P5. Fie å' e g. Sl." determine u' a (J astfel încît pentru orice solu-

Jie x' a problemei P1 sä aibä 1oc relaJia:

(s.e) f@') - u'(b') + u'(Q 7 f(x")

oricare ar Îi b € B gi x" e, s(b). un element u' e[J care verificä (3'9)

se va numi solulie 
-pentru 

problema P5'

4. Rezultatc
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D gi u' Q IJ este sol'ufie þeøtru

(4.1) u'(g(x')) 4w'(b')'

Sä presupunem cä nu are 1oc (3'4) ad'icä:

(4.2) w'(s@')) t; u'(b')'

Atunci din (4.1) çi (a.2) rcatlt'á" cä are loc relatia :

(4.3) u'(g(x')) 1u'(b')'

Dar adunîntl la stînga în ambii membrii ai inegalitätii (4'3) f(r') - u'(b')

se obline:

f@') - ü'(b') + u'(g(tc')) <f@')

inegalitate care contrazice (ij), adicá faptul cá. u' este solutie pentru pro-

blema P5, deoare;*;;itã'-b": g1*'¡ e f çi 5t' - 5t€ S(Ó) astfel încît

relalia (3.9) nu are loc.
'Prià uimaÍe, aÍe 1oc egalitatea

w'(g(tc')): u'(b')'

Sä demonsträm acum cá' tc' e L(w')' Presupunem conttarul' ad'icä

existä x" e D astfel lncît:

(4.5) f(x') - u'(g(tc')) 4f(r') - w'(g(tco))'

Din (4.5) te:.;rlJtâ cá" w'(g(x')),= Z'
¡."o*,--ãi"ä '1inem -se"*t 

àä 
"éâtilatea 

(3-4). (care s-.a-atâtac cä are .loc)

"J""rá¿la 
d.räapta ;;Qþo¡-ln-i-¡"r" peì¡i áte'inegalitálii (4.5) se obline:

f(x') - u'(b') + u'(g(xo)) <f@')'

inesalitate care contrazice condilia (ii), deoarece existá to : g(xo) s F
:i'ni;':";, ä^5tA'l--'itt"i-t""ti iÉ.9) Lí are loc. Prin urmare x' a L(w't

ii ã""i lx',w'l èstê solulie pentru problema P3'Teoremele urmätoare generalizeazá" teztTtate similare ohtinute în l3l,

lrentru prosramare"'îJrì"iãti- t;; il t4i p",-,1ñ 
-ia'tl 

cînd'z : R'
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Sä demonsträm, cä dacä cuplul ltc',u'l este solulie pentru problema
P3 atunci conditiile (i) çi (ii) sînt verificate de x' çi u'.

Presupunem cä. x'É E(b'). Aceasta înseamnä cä existä un element
.r' e S(ó') astfel încît:

(4.6) í(x') < l@').

Pe de a7tâ parte, linînd seama de (3.3)-(3.4) 9i de faptul cä ¿¿' este
nedescrescätoare se obline :

(4.7) u'(g(xo)) 4 u'(b') : w'(g(x')).

Dar din (a.6) çi (4.7) rezútä inegalitatea

Í(r') - u'(g(x')) <f@o) - u'(g(xo)),

sau altfel scris

H(x', u') I H(x, u')

oricare ar Îi x c D. Deci condilia (3,6) este verificatå.
Pentru a arâta cä (3.7) este îndeplinitä proced.äm prin red.ucere la

absurd. Deci presupunem cä existä It" e U astfel încît:

H(x', u") I H(x', rt'),

sau

Í(x') - u"(g@')) * u"(b') <.f(x') - il(g(x')) i u'(b'),

de unde rezaltá., adunînd 1a stînga - Í(*'), inegalitatea:

(4.11) -u"(g(x')) + u"(b') < -u'(g(x')) * u'(b').

Dar pentru cä :

-u"(g(x'))|u"(b')70
rezrltâ din (4.11) cä are loc inegalitatea:

0<-*'(g(x'))+u'(b'),

care contrazice condilia (3.4). Prin urmare (3.7) are loc.
Mai rämîne, de verificat condilia (3.8). Pentru aceasta este suficient

sà se arate cä deoa¡ece:

u'(b') : u'(g(x'))

rezluTtâ câ:

H(x', u') : f(x')
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care contrazice (3.2). Rezultä deci cä x' a E(b').
Mai rämîne d.e demonstrat cä dacä lx',u') este solulie pentru pro-

blema P3, atunci +r" este solulie pentru problema P5' Sä p_restpunem^ cä
r,!,' rLtJ este solulie pentru probiema P5. Atunci existä b e B ;i r" e S(ó)
încît:

(4.8) .f(*') - u'(b') + u'(b) < f@").

Dar pentru câ x" € S(å) çi w' e. M reztltâ câ:

(4.9) u'(g(x")) { u'(b)'

Acum dacä se line seamä de (3.a) çi (4.9), din (a.8) rcntltá' cá"

f(x') - ul(g(x')) <f(x") - w'(g(x"))

inegalitate ce contrazice (3.2). Deci u' este solulie pentru prgþ^lema P5.
TEoREI\ra 2. Cuþl'ul, i*','*'f este solulie þentru þroblema P3 døcã' çi

nutm,a.i døcã. (x', u') este þunct çeø þe úru oþeratorul H '
Demonstrølie.'Yom-demonstrá rai întîi cá dacä lr', y'-lSste s-olulie

pentru problema P3, atunci (x', u') este punct çea pentru 1/. Intr-adevär,
pentru câ x' 

=, 
L(u') reztTtä cä:

(4.10) Í(*') - u'(s(x'))Z Í(*) - u'(g(x))

oricare ar fi %e.D gi deoarece u(b')eZ, din (4.10) se obline telalia:

f(x') - u'(g(x')) I u'(b') 1Í(*) - w'(s@)) * u'(b')

çi pentru cá, f(x') este element din Z, evident gi H(x',u') aparline 7lui Z-
Vom demonstra acum cä dacä (*',u') este punct gea pentru H, atlunct

lx',u') este solulie pentru problema P3. Într-adevär din (3.6) rezultä
õâ x' = L(u'). Sä arätäm acum cä g(*') {y ó'. Din (3.7) çi (3.8) rezultä
cä:

(4.12) -u'(g(x')) t u'(b') e. Z.
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De asemenea deoarece Z este un grup ord.onat dirijat, Z+
(4.12), rezaTtá" cá existä în Z cel pulin un element zo care
tálile:

(4.13) zoz - u'(b') + u'(g(x'))

zo) 0.

Presupunem acum cä g(ø') (,. ð', Atunci deoarece multimea U conline
o submultime separatoare reztrltä cä existä o functie u" e U astfel încît
elementele g(x') çi ó' sînt zs-separate prin u", und.e eo verificä (4.13).

I,uîntl în (3.7) 71: x¡" se obline reTalia:-

Í(x') - u'(g(x')) + u'(b') > f(x') - u"(g(x')) * u"(b')

sa11

'{4.14) -u'(g(x')) Iw'(b')> -w"(g(x')) +ur"(b').

Dar, deoarece g(x') çi ó'sînt zo-separate prin Lí", aÍe loc inegalitatea:

-u,,(b,) | u"(g(x')) >- z,

satl

(4.15) -u"(g(x')) lu'(b') ( -zo.
Ðin, (4.14) 9i (4.15) se obline însä relalia :

-u'(g(x')) I u'(b') ) - zo,

care este în contradiclie cu (4.13). Deci g(ø') (oó'.
Mai trebuie demonstrat cä:

u'(b') : w'(g(x')).

Deoarece u' e M gi pentru cá, g(x') {" ó' rezultá" câ

u'(g(tc')) 4 u'(b').

Sä presupunem cä:

u'(g(x')) 1 w'(b').
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Atunci adunînd la stînga în ambele pirþi ale inegalitätii -u'(g(x')), se
obline:

(4.16) -u'(g(x')) t w'(b') > 0

Pe d.e altä parte condilia (3.7) revine la faptul cä pentru otice u Q U
are 1oc relalia:

(4.17) f(x') - u'(g(x')) + u'(b') > Í(x') - w(g(x')) * w(b'),

çi deoarece 0 e U relalia (4.17) are loc çi pentru u : 0, clnd devine:

(4.18) -u'(g(tc')) { w'(b') > 0.

Dar (4.18) este în contradiclie cu (4.16). Rezultä deci cä:

w'(g(x')) : u'(b')'

Din teoremele I çi 2 rensltâ urmätoarele corolare.
Corolarul 1. Dacá (*',*') este punct çea pentru H attnci x'

este solulie pentru problema Pl.
Demonstral'ie, Într-adevâr, dacä (x',r') este punct çea pentru I/

atunci din teorema 2 rentTtä cá, lx',u'f este solulie pentru problema P3.
Atunci din teorema l se obline cä ø'este solulie pentru problema Pl.

Acum 1uînd în problemele P3, P4 çi P5 mullimea U : M(b'), în
corolarul 2 se va atâta cä mullimea M(b') este suficient d.e largá pentru
a permite caracterizarea solutiilor problemei Pl cu ajutorul punctelor
gea a operatorului H fârâ a púne condilii suplimentare asupra funcliilot
f ci o

Corolarul 2, Un element x'eD este solulie pentru problema
Pl dacä çi numai dacá existä un element ct'(u'ç M(b')) astfel încît
(*', u') sä fie punct çea pentru 11.

Demonstralie. Deoarece în corolarul 1 s-a arâtat deja cä dacá, (x', w')
este punct çea pentru H attnci #' este solulie pentru problema Pl, mai
rämlne d.e demonstrat numai cä din x' e E(b') rezrltá. cä existä u' e M(b')
astfel încît (*',*') este punct çea pentru H. Mai mu1t, din teoremele 1

çi 2 rez;;Jtâ cä este suficient sä se arate cä existä u' a M(b') care sá fie
solulie pentru problema P5.

lntr-adevár, d.eoarece x' a E(b'), are loc inegalitatea:

g(x') 4" b',

de unde rezttltâ cá" b' Q B. Deci problema P5 are sens.

I

=tØçi
verificä

are loc
inegali-
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Se poate arâta cá, uo e M(b'), Vom demonstra în continuare cä øo este
solulie penlru problerna P5. Pentru aceasta trebuie sä se arate cä pentru
orice ø e. E(b') are 1oc relatia:

(4.19) f(*) - uo(b') I uoþ) <J@")

oricare ar Îi b e B gi x" = S(b).

-Într-adevär, .dacä b {ob', atunci, deoarece oto(b):uo(b'):0, relalia
(4.19) se reduce la trmâtoarea relalie:

(4.20) Í(x) <.f(*")

Dar relalia (4.20) se constatä uçor cá este adeváratá. dacâ linem seama de
faptul câ n" € S(ó) C S(ó') (pentru cä ð (" b') 9i x = E(b').

1n cazul cînd ó (,. ó', relalia (4.19) se red.uce la:

Í(*) + z' <Í(x"),

reallie care se vede cä este adeväratâ totdeauna, deoarece f(x) çi Í(x")
sînt elemente din Z.

Prin urmare øo este solulie pentru problema P5, çi deci (r', u') este
punct çea pentru fI.

Prin teorema urmätoare se stabilegte o legáturä între problema
P(ó) çi problema P2.

TEoREMA 3. Døcd. x' e L(u), atunci x' este solotlie þentru orice þro-
blemã P(b), þentru care b uerificd cond,i!'i'ile:

(4.20) e(x') {" b,

(4.21) u(b) : u(s@')).

Demonstrølie. Într-adevär, pentrt câ x' e L(ø), pentru orice x e D,
are 1oc reTalia:

(4.22) (*') - u(s@'))f < Í(*) - u(s@)),
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Acum, deoarece existä un element xo e, D astfel încît u(g(xo)) e Z 'din (4.22) rezultä cä:

(4.23) w(g(x')) e Z.

Sä presupunen acum cä teorerna nu este adeväratä. Aceasta înseamnä
cä existä b" e B astfel încît

g(x') {" b"

(4.24) u(b") : u(g(x'))

çi x' nr este solulie pentru P(b").Adicä existã. x" Q S(b") încît are loc
inegalitatea:

(4.25) .f(*') < f(x").

Acum, deoarece x"=S(b") (g(*")(" ó") çi pentru cä, u=M, se obline
inegalitatea :

u(g(x")) {u(b"),

de unde, tinînd seamá de $.23) çi (4.24), rca:ftâ inegalitatea :

(4.26) u(g(x")) {u(e@')).

Dar din (.25) 9i (4.26) se obtine:

f(x') - w(S@')) <f(*") - r(g(x"))

inegalitate care contrazice relalia (4.22). Deci r'este solulie pentru orice
problemá P(ó), pentru care ó verificä condiliile $.20) çi (4.21).

SUR LA FONCTION DE I,AGRANGE GÉNÉRAI,ISÉE POUR
LE PROBI,ÈME D'OPTIMISATION AVEC CONTRAINTES

RÉSUMÉ

Dans ce traval7, en utilisant une fonction de Iragrange généralisée,
o11 étend. certains résultats de Lll, l2l, [3] sur les multiplicateurs c1e

Lagrange généralisés pour la programmation non linéaire, au problème
Pþ) et aussi on généralise les résultats de [4] obtenus pour le cas Z : R.

STEFAN TIGAN 10

Fie u' : ,uo, llfude

0
uo9) : ! {vb'I

I

dacá

dacä b'(yv
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