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1. Introducere

Fie X o mulfime arbitrard nevidi, Y o mulfime semi-ordonatd* nevidi
(cu relatia de semi-ordonare ,<y”) si Z un grup ordonat** (cu relatia de
ordine ,<” si operatia ,-”).

Fie z,, %, doud elemente arbitrare din Z. Dacd au loc relatiile z; << 2,
si 7, == 2z, atunci se va scrie prescurtat 2z, <z, Faptul, cd z; gi z, nu se
afld in relatia 7, < 7, se va nota prin z; < z; ¢i in mod analog se va srie
vy Sy ¥, dacd elementele v, si y, din Y nu se afld in relatia y, <y Ve

Fie f o functie definita pe o mulfime D(D C X, D nevida), cu valori
in Z si g o functie definitd pe D cu valori in V.

n cele ce nrmeazi vom considera urmitoarea problemd de optimizare.
~ P(3). S& se determine x’' € D, g(x') <yb, astfel incit pentru orice
% & D care verificd conditia - TRRRITETISTY 4 :

(1.1) g% <y 0,
s& aibi loc relatia:
(1.2) fi) < f().

* 0 multime 4 se numeste semiordonati dacd in 4 s-a introdus o relatie binard (re-
lajie de semi-ordonare) reflexivi gi tranzitivi.

** Despre o multime F se spune ci este ordonati dacl in I s-a introdus o relatie binard
(relajic de ordine) reflexivi tranzitivi gi antisimetricd. Tie mul{imea F grup in raport cu o
operatie binard ,,--" i in acelagi timp sd presupunem ci I este ordonatd in raport cu o relafie
de ordine ,,«’’. Atunci F se numegte grup ordonat, dacé oricare ar fi clementele fi, fo fa
din F relatia f, < f, implica relatiile fo + i<+ fo SAh+h<fatSo
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Mulfimea elementelor x' & D care verificd conditiile, g(x') <, b, (1.1)
si (1.2) se va nota prin E(b) si orice element din E(B) se va numi solutie
pentru problema P(b).

In lucrare, utilizind o funcfie Lagrange generalizati se extind la cazul
problemei P(b) unele rezultate din [1], [2], [3] asupra multiplicatorilor
lui Lagrange generalitafi pentru programarea nelineari si de asemenea
se generalizeazd rezultatele din [4] obtinute pentru cazul cind Z =R
(R mulfimea numerelor reale).

2. Notatii si definitii
Mulfimea ordonatd Z (care este un grup ordonat) se extinde prin adiu-
garea a doud elemente 2z’ si 2’ care prin definitie pentru orice z & Z veri-
fied conditia:

1 ’

2 <L a2

Operafia ,, +” a grupului Z o vom extinde la mulfimile Z’ =Z | {2}
s1 2" =Z\J{z""} astfel: 2/ +2=2+ 2 = 2’ pentru orice z § Z,

2 +2 =g
2" 42 =24 2" =2" pentru orice z S Z,
2 2 =2,
Inversul unui element z din grupul Z il vom nota prin —z. Prin defi-
nifie vom lua —2’ = 2"’ §i —2'" = 7. Pentru simplitate convenim si notim

sumele : z; + (—2;) prin 2z, — 2z, §i (—2z) + 2, prin —z + 2, pentru orice
2y, %5 din Z,

Fie u o functie definitid pe Y cu valori in Z’. Vom spune ci functia
# este nedescrescdtoare dacd pentru orice elemente y,, y, din Y, relatia
Y1 Sy Y. implicd

w(y1) < u(ys,).

Fie M mulfimea functiilor nedescresciitoare definite pe Y cu valori
in Z’, atunci pentru orice b & B prin M(b) vom nota mulfimea :

fne Miub) s 2,
unde

B={aY|S®H) - o)
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iar
S() = {r & D|g(x) <, b}.

Funcfia L (definitd pe X X M(b) cu valori in Z") definiti prin for-
mula :

L(x, u) = f(x) — u(g(x))

se numeste funcfia lui Lagrange generalizati asociatd problemei P(b).
Fie 2&€ Z, 2> 0 (0 este elementul neutru din grupul Z) si y,, y, din

Y astfel incit y, <, v,. Atunci vom spune ci elementele y,, y, sint z —
separate prin functia # (din M(d)) daci avem :

(2.1 u(y1) — u(y,) > 2.

Se poate arita ci oricare ar fi 2 Z, 2> 0, b = B si ¥ Y astfel
Incit y'<<, b existd cel putin un element u, in M () astfel incit 4’ si b
sint z—separate prin #, Intr-adevir, dacid se ia #, in modul urmitor :

2 dacd y <y b

wl(y) = 0 dacd y <, b,

atunci u, verifica (2.1), cu y, =y’ si ¥, = b, i u, = M(d).

O submulfime C(b) a multimii M(b) se va numi submulfime separa-
toare dacd wverificd conditiile:

a) functia identic nula 6 (6(y) =0 pentru orice y & Y) apartine mul-
fimii C(b) ;

b) oricare ar fi z > 0 si oricare ar fi y € Y astfel incit y <, b, existd
un element # & C(b) Incit y si b sint z-separate prin u.

In continuare asupra grupului ordonat Z se vor face urmitoarele ipo-
teze :

1) Z este o multime ordonatd dirijatd,

i) mulfimea Z% = {z|z2 € Z, 2> 0} este nevidi.

3. Probleme asociate

Fie ' & B. Atunci vom nota in continuare problema P(?’) prin P1.
Problemei P1 i se asociazd urméitoarele patru probleme.

P2, Sa se determine x' & D astfel incit pentru orice ¥ = D si aibid
10c relatia :

(3.1) J&') — u(g(x) < f(#) — u(g(#)),
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unde # este din M si are proprietatea ci existd cel pufin un element x°
in D astfel inclt u(g(x,) & Z.

Un element &' & D care verificd relatia (3.1) pentru orice ¥ & D se
numeste solujie pentru problema P2. Pentru un element # fixat multimea
solutiilor problemei P2 se va nota prin L(u).

fn continuare fie U o submulfime (a lui M(b')) care confine o sub-
mulfime separatoare din M(b').

P3. Si se determine &' & D si »' & U astfel Incit:

(3.2) %' & L(u),
(3:3) glx') <y b,
(3-4) w'(g(x')) = w'(b).

Un cuplu [#, '] care verifici condifiile (3.2) — (3.4) se numeste
solutie a problemei P3.
34 considerim operatorul H (definit pe X X U cu valori in Z"") dat

prin formula
(3-5) H(x, u) = f(x) — u(g(%)) + u(b')

pentru orice (x, u) & X X U.
Vom spune ca (#', »') & X X U este punct gea pentru operatorul H
daci sint verificate conditiile:

(3.6) H(x, w') > H(x', '), oricare ar fi ¥ & D,
(3.7) H(x', w')> H(%', u), oticare ar fi u & U,
H(x' ) s Z.
P4. Si se determine ¥’ € D si u' & U astfel incit (»', #') si fie punct
sea pentru operatorul H.

P5. Fie b’ & B. S4 se determine #' & U astfel incit pentru orice solu-
tie »’ a problemei P1 s& aibd loc relatia :

(3.9) flw) — w(p)) + w'(0) < A=)
oricare ar fi b & B si 4" & S(b). Un element u' & U care verificd (3.9)
se va numi solufie pentru problema PS.

4. Rezultate

Teoremele urmitoare generalizeazd rezultate similare obfinute in [3],
pentru programarea neliniard, sau in [4] pentru cazul cind Z = R
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rporEMA 1. Cuplul [#,w'], ¥ &D 5i w U este solugie pentru
problema P3, dacd si numai dacd:

(i) ¥ = E(b")

(ii) ' este solufie pentru problema PS.

Demonstragie. S demonstrim mai intfi ca din faptul ci %' $i %' veri-
fici conditiile (i) si (ii) rezultd ci sint verificate conditiile (3.2)—(3.4).

intr-adevir deoarece &' & E(b') rezultd ci relatia (3.3) are loc. Acum
din (3.3) si din faptul cd #' este nedescrescitoare, se obfine relafia :

(4.1) w'(g(x')) < w'(b).

S4 presupunem c3 nu are loc (3.4) adica:
(4.2) u'(g(x") = u'(b).

Atunci din (4.1) si (4.2) rezultd cd are loc relatia :
(4.3) w'(g(#")) < w'(b).

Dar adunind la stinga in ambii membrii ai inegalitatii (4.3) f(#') — «'(")
se obtine:

f(w') — w'(0) + w'(g(x) <f(¥)

inegalitate care contrazice (ii), adici faptul ci «’ este solujie pentru pro-
blema P5, deoarece existi b =g(x) & B si »" =4 & S(b) astfel incit
relatia (3.9) nu are loc.

Prin urmare, are loc egalitatea

' (g(x')) = w'(b').

S% demonstrim acum ci #' & L(#'). Presupunem contrarul, adicd
existyi x° & D astfel incit:

(4.5) Ay — o' (g(x) < fl%°) — o' (g(+")).

Din (4.5) rezultd ci u'(g(x°)) & Z.
Acum, daci finem seami de egalitatea (3.4) (care s-a arital ci are loc)
adunind la dreapta #'(g(x%) in ambele parfi ale inegalitatii (4.5) se obtine:

fla') — w' (b)) + w'(g(x%)) < f(#°),

inegalitate care contrazice condifia (i), deoarece existdi b° = g(x’) s B
si 4 = 2° & S(b°) astfel incit (3.9) nu are loc. Prin urmare ¥ & L(u')

si deci [#', u'] este solutie pentru problema P3.
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S4 demonstrim, cd dacd cuplul [#’, #'] este solutie pentru problema
P3 atunci conditiile (i) si (ii) sint verificate de #' si #’.

Presupunem ci x’ € E(b’). Aceasta inseamnd cid existi un element
x° & S(b') astfel incit:

(4.6) J(#") < ().

Pe de alti parte, tinind seama de (3.3)—(3.4) si de faptul cd o' este
nedescrescatoare se obfine:

(4.7) w'(g(x°) < u'(b') = w'(g(#'))-

Dar din (4.6) si (4.7) rezultd inegalitatea

flx') — w'(g(x)) < f(&%) — u'(g(x°)),
care contrazice (3.2). Rezultd deci cid x" & E(b').

Mai rimine de demonstrat ci dacid [&', #'] este solufie pentru pro-
blema P3, atunci #' este solufie pentru problema P5. S presupunem ci
u’ nu este solujie pentru problema P5. Atunci existd v & B si " & S(b)
incit :

(4.8) &) — u' () + u'(b) < f(x").
Dar pentru cd 2"’ & S(0) §i #' & M rezultd ca:
(4.9) w'(g(x")) < w'(b).
Acum daci se fine seamd de (3.4) i (4.9), din (4.8) rezultd cd

fla) — u'(g(x") < flx") — w'(g(x"))

inegalitate ce contrazice (3.2). Deci #’ este solufie pentru problema PS5.
TEOREMA 2. Cuplul [x',u'] este solupic pentru problema P3 dacd si
numai dacd (%', ') este punct sea pentru operatorul H.
Demonstratie. Vom demonstra mai intli cd dacd [«', #'] este solutie
pentru problema P3, atunci (', #’) este punct sea pentru H. Intr-adevir,
pentru cid &' & L(u') rezultd cd:

(4.10) fla') — o' (g(x) < f(%) — w'(g()
oricare ar fi x & D si deoarece u(d') =Z, din (4.10) se obtine relatia:

f(x) — w'(g(w) + w' () < flw) — w'(g(x)) + (V)
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sau altfel scris:
H(x', o) < H(x, u)
oricare ar fi x & D. Deci conditia (3.6) este verificata.
Pentru a arita cd (3.7) este indeplinitd procedam prin reducere la

absurd. Deci presupunem ci existi #'' & U astfel incit:

H(x', u'") < H(x', 1),

sau

J&) — u”(g() 4w (¥") < f(x') — w'(g(x)) 4 w'(¥'),
de unde rezultd, adunind la stinga — f(«'), inegalitatea:
(4.11) —u"(g(¥)) + (V) < —u'(g(x)) + u'(b).

Dar pentru ci:
—u"'(g(x)) + u"(6') > 0
rezultd din (4.11) cd are loc inegalitatea:
0 < —u'(g(x) + u'(d"),
care contrazice conditia (3.4). Prin urmare (3.7) are loc.

Mai rimine, de verificat conditia (3.8). Pentru aceasta este suficient
sa se arate cd deoarece:

rezultd ca:
H(#', w') = f(«')

si pentru cd f(x') este element din Z, evident si H(x', #') aparjine lui Z.

Vom demonstra acum cd dacd (', u’) este punct gea pentru H, atunci
[x,u'] este solutie pentru problema P3. Intr-adevir din (3.6) rezultd
cid &' & L(u'). S& ardtdm acum cd g(x') <, b'. Din (3.7) si (3.8) rezultd
ca:

(4.12) —u'(g(x')) + ' (b)) & Z.
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De asemenea deoarece Z este un grup ordonat dirijat, Z+ =t si are loc
{4.12), rezultd ci exista in Z cel putin un element z, care verifica inegali-
titile

4.13) 20> — u'(b') 4 u'(g(x))

Zo>0.

Presupunem acum cad g(x') <, b’. Atunci deoarece mulfimea U contine

o0 submulfime separatoare rezliltd cid existd o functie #”' & U astfel incit

elementele g(x’) si &’ sint z,-separate prin #'’, unde z, verificad (4.13).
Luind in (8.7) # = #'' se obtine relatia:

f(#') — w'(g(x) + w'(b') > fls) — u"(g(x")) + w"' (')

sau
(4.14) —u'(g(x)) + ') > — u'(g(x") 4w (V).
Dar, deoarece g(x’) si b’ sint z,—separate prin %'/, are loc inegalitatea :
—u"'(b) + " (e(x) = 2
sau
(4.15) " (g(#) + W) < — 20

Din: (4.14) si (4.15) se obtine insid relatia :
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Atunci adunind la stinga in ambele pidrti ale inegalitdtii —u'(g(x")), se
obtine :

(4.16) —w(g(x) + W () >0

Pe de alti parte condifia (3.7) revine la faptul cd pentru orice w § U
are loc relatia: i

(4.17) fiw') — w'(g(x) + w'(0) > fla') — ulg(x") 4 u(b)),
si deoarece 0 & U relatia (4.17) are loc si pentru # = 6, cind devine:
(4.18) —u'(g(x")) + ' (") > O.
Dar (4.18) este in contradictie cu (4.16). Rezultd deci cd:
w'(g(x) = u'(b').

Din teoremele 1 §i 2 rezultd urmditoarele corolare.

Corolarul 1. Daci (¥, #') este punct sea pentru H atunci &’
este solutie pentru problema PI.

Demonstragie. Intr-adevir, daci (s, #') este punct sea pentru H
atunci din teorema 2 rezultd cd [x', #'] este solutie pentru problema P3.
Atunci din teorema 1 se obtine ca %’ este solutie pentru problema PI.

Acum luind in problemele P3, P4 si P5 mulfimea U = M(}’), in
corolarul 2 se va ardta cd mulfimea M(b') este suficient de largd pentru
a permite caracterizarea solutiilor problemei P1 cu ajutorul punctelor
sea a operatorului H fird a pune condifii suplimentare asupra functiilor
fstoe

Corolarul 2. Un element x" = D este solufie pentru problema
Pl daci gi numai daci existd un element #'(u' & M(b')) astfel incit
(x', ') sd fie punct sea pentru H.

Demonstratie. Deoarece 1n corolarul 1 s-a ardtat deja cd dacd (x', »')
este punct sea pentru H atunci x” este solutie pentru problema P1, mai
rimine de demonstrat numai ci din x' & E(b') rezultd ci existd ' & M(b")
astfel incit (%', #’) este punct sea pentru H. Mai mult, din teoremele 1
si 2 rezultd cid este suficient sa se arate cid existd ' & M(b') care sa fie
solutie pentru problema P5.

Intr-adevir, deoarece s’ & E(b’), are loc inegalitatea :

glx') < b,

de unde rezultd cd b’ & B. Deci problema P5 are sens.
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Fie 4’ = u,, unde

0 dacd y <, 0

wo(y) =1 dacd y < b

Se poate arita cd u, & M(b'). Vom demonstra in continuare ci #, este
solutie pentru problema PS5. Pentru aceasta trebuie si se arate ci pentru
orice ¥ & E(b') are loc relatia :

(4.19) J(&) — o) + o) < f”)

oricare ar fi b & B si x” & S(b).
Intr-adevir, dacd b <, b’, atunci, decarece uy(b) = u,(b') = 0, relagia
(4.19) se reduce la urmitoarea relatie:

(4.20) flw) < f(=").

Dar relatia (4.20) se constatd ugor cd este adevirati dacd tinem seama de
faptul cd 2" & S(b) C S(b') (pentru cd b <, ¥') i x = E(V).
In cazul cind b <, ¥’, relatia (4.19) se reduce la:

Ji®) + 2 < fla"),

realfie care se vede cid este adevirati totdeauna, deoarece f(x) si f(x"')
sint elemente din Z.

Prin urmare #, este solutie pentru problema P5, si deci (¥, #') este
punct sea pentru H.

Prin teorema urmétoare se stabileste o legiturd intre problema
P(b) si problema P2,

TEOREMA 3. Dacd x' & L(u), atunci %' este solugic pentru ovice pro-
blemd P(b), pentru cave b verificd condipiile :

(4.20) glx) < b,

(4.21) u(b) = u(g(x)).

Demonstratie. Intr-adevir, pentru ci %' & L(u), pentru orice # & D,
are loc relatia :

(4.22) (%) — u(g(#)f < flx) — u(e()).

11 ASUPRA FUNCTIEI LUL LAGRANGE 291

. Acum, deoarece existi un element 2° & D astfel incit #(g(x%) s Z,
din (4.22) rezulti ci:

(4.23) wg(x)) & Z.

S presupunem acum ci teorema nu este adeviratd. Aceasta inseamnd
cd existd b & B astfel incit

g(x') <y 0
(4.24) u(0") = u(g(x))

si &’ nu este solutie pentru P(b”'). Adicd existd x” & S(b"') incit are loc
inegalitatea :

(4.25) flx") < flx").

Acum, deoarece ' &S(b") (g(x") <y b"') si pentru cd u M, se objine
inegalitatea :

u(g(x"")) < u(b”),
de unde, finind seami de (4.23) si (4.24), rezulti inegalitatea :
(4.26) u(g(x")) < u(g(x')).
Dar din (4.25) si (4.26) se obfine:
flx) — ulg(x)) < flx") — u(g(x"))

inegalitate care contrazice relatia (4.22). Deci #” este solufie pentru orice
problemd P(b), pentru care b verificd conditiile (4.20) si (4.21).

SUR LA FONCTION DE LAGRANGE GENERALISEE POUR
LE, PROBLEME D'OPTIMISATION AVEC CONTRAINTES

RISUME

Dans ce travail, en utilisant une fonction de I,agrange généralisée,
on étend certains résultats de [1], [2], [3] sur les multiplicateurs de
Lagrange généralisés pour la programmation non linéaire, au probleme
P(b) et aussi on généralise les résultats de [4] obtenus pour le cas Z = R.
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