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1. Introducere

Tucrarea de fafd isi propune prezentarea unor rezultate ale discutii-
lor autorilor asupra lucririlor proprii precum si ale altor autori privind
diferenfele divizate si metoda coardei. Dupd expunerea citorva definitii
comentate si a unor proprietiti uzuale ale diferenfelor divizate [3], [29—30]
se prezintd rezultatele autorilor referitoare la existenfa diferenfelor divi-
zate [2], precum si cele privind legitura intre diferentele divizate i de-
rivate Fréchet. Pe baza acestor observatii autorii incearci o reconsiderare
a rezultatelor si cercetdrilor de diferenfe divizate §i de metoda coardei.

2. Diferente divizate si unele proprietdti ale lor.

Si considerdm aplicafia P:X —Y, unde X, Y sint spatii vectoriale,
iar Hom (X, Y) mulfimea tuturor aplicatiilor liniare definite pe X si cu
valeri in Y.

Definitia 2. 1. [2] Aplicatia [u,v,;P] < Hom (X)Y) se numeste
difeventd divizatd a aplicaties P in nodurile distincte u st v € X, dacd

n (#, v; P] (w —v) = P (u) — P (v).

S4 observam ci dacid # = v, atunci egalitatea (1) are loc pentru orice
aplicagie din Hom (X,Y) alegerea diferenfei divizate in noduri confundate
este o aplicatie liniard arbitrari, dar cum se va vedea mai tirziu, in anumite
cazuri ea este precizati de condifiile impuse,

Fie in continuare X, Y spatii vectoriale topologice, iar £(X,Y) mul-
fimea tuturor aplicatiilor liniare §i continue definite pe X si cu valori in Y.
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D evfi'n_it;vi a 2.2. [27]). Aplicagia [u, v; P] < £(X, Y) se numegte

?{j)‘eren;a divizatd a aplicagies P in nodurile u, v € X, dacg [#, v; P] verifecd

in ca%ul cind X, Y sint spatii vectoriale normate, definitia 2.2. a fost
completatd de diferiti autori in funcfie de scopul urmarit de ei.

, Definitia 2. 3. [22—23]. Aplicagia [u, v; P] € X, Y) este
dzfere_ngfu dwzzatq a aplicapies P in noduvile u, v, dacd [u,v; P] verificd conditia
(1) si pentru ovice n, v, w = X ’

@) M o; Pl —[vw; Pll| <allu—wl| +bllu—v| + ]| v—w,
1ar tn cazul existentei devivatei Fréchet
(3) [, v; P — P" () || < (@ +8)||u—v].

In legiturs cu aceastd definifie menfionim c¥
; 1 ¢ nfiondm cd pe baza punctului 4
al acestei luc'ran se poate ardta faptul cd relatia (2) implici atli)t existenta
derivatei Fréchet cit si indeplinirea conditiei (3).

. Definitia 2. 4. [25]. Aplicatia [u, v; P] = &(X, Y
a(i;j)‘ere_n,td divizatd a aplicagie; P in nodurile u, v < ;(, ddc(:i ’verzﬁiea“ ?;‘;g:;@‘gz
o v ¢
(4) ; [, v; P] = [v,u; P)] (semetrie)
pentru ovice u, v = X,

o il} lega:turz”} cu aceastd definifie observim ci orice operator are o di-
ferend divizatd simetrici [3]. '

Definitia 2.5, [4].Aplicatia [u,v; P] = & (X, Y) datd de formula
1
[u, v; P] =SP' [v+¢(u—ov)]ds
0 .
integrala fiind consideratd in sens Riemann, este o difeventd divizatd a aplicatici
P in nodurile u, v = X. il
-, Se constatd ca gisirea efectivd a diferentei divizate in acest caz nece-
sitd calculul derivatei Fréchet a aplicafiei i a unei integrale ceea ee com-
plicd calculele, lucru asupra cdruia vom reveni in cadrul punctului 5.
o In cele ce urmeazi vom ingira citeva proprietati uzuale ale diferenfelor
divizate [3].
' TEOREMA 2. 1. Dacd [u, v ; Plst [u,v; Q] stnt diferenge divizate (definitia
2_.]}_.)[ pen#m@aplwa,tm, P, respectiv Q! atunci [uw,v; P - Q] = [u, v; P]+
u, v;Q]. ’ o .

“TEOREMA ‘2. 2. Dacd L este o aplicatie liniard, atunci [u, v; L] =L
pentru orice u, v < X.

3 OBSERVATIl ASUPRA DIFERENTELOR DIVIZATE 21

TROREMA 2. 8. Dacd [u, v; Pl];@’ v; Py, ..., [#, v, P,] stnt dife-
renje divizate ale aplicaislor P, i = 1, n iar M este o aplicafie n — liniard,
atuncs

[,0; M (P, Py, ..., P)] = iM (P, (@), ..., Pisy (v), [, v; P;],
i=1

Piwal®), ..., P,(w) este diferentd divizatd a aplicatiei M (P, P,, ..., P,).

TEOREMA 2. 4. Dacd [u, v; P] §i [P(u), P(v); Q] sint diferente divizate
ale aplicatislor P: X =Y, rvespectiv Q; P (X) — Z, atunct aplicatia

[, v;Qo0 P]= [P (u), Pv); Q1o [u, v; P]

este diferend divizatd a aplicatiei Q o P in nodurile u §i v.

3. Existenta diferentelor divizate

In lucrarea noastri [2] ne-am ocupat de stabilitea existenfei diferen-
telor divizate a unei aplicatii. Teoremele date in aceastd lucrare constituie de
fapt cazuri particulare ale unor teoreme cunoscute de prelungire a apli-
catiilor liniare fie In spatii vectoriale, fie in spafii vectoriale topologice
sau chiar normate.

TROREMA 3.1. Pentru ovice aplicagie P : X =Y, unde X, Y sint spapis
vectoriale, existd o difeventd divizatd [u, v; P] in oricave vioduri u, v € X.

Exemplu 3. 1. Fie X = s mulfimea sirurilor, de numere reale
dotatd cu structura liniard uzuald, Y wun spatiu vectorial real oarecare $i
P :s—Y o aplicatie.

Dacd # = v, atunci considerim [#, v; P] = L, unde L = Hom (s, Y)
arbitrar.

Fiew = (#,)nen, v = (v,)seny doud elemente distincte din s si fie ¢, =
min {{ €N u; # v;}. Notim cu % = (%,)sen, ¥ € 5. In acest caz putem con-
sidera ca diferentd divizatd aplicati la x= s a aplicatiel P in nodurile
" sl v

[4, v; P] (%) =2W.—2@,
Wio— Vio

TEOREMA 3.2. Orice aplicapie P: X —Y unde X este un spapiu local

convex separat $i Y un spatiu vectorial topologic, are diferentd divizatd in

oricare noduvi u, v din X.
el

Exemplu 3. 2. Fie X == {xes; ) |%2 < + o} cu structura
§=1

liniard §i normatd uzuald, Y un spafiu normat si aplicajia P :[12=>Y.
Dacd » = v, atunci [#, v; P] = L, unde L = & (3, Y) arbitrar.




29 M. BALAZS si G. GOLDNER

4

) S4 considerim elementele distincte # = (u,),ey, v = (V)nen, din [2
si un element arbitrar x = (x,),<y din /2. Atunci

0

X (g — vg)?

n=1

[#, v; P} (x) =2 = PO S™ 0 4,
n=1

TEOREMA ?.3. Dacd X 51Y sint spatii normate, atunci orice aplicaie
P: X =Y are in ovicare doud noduri distincte o difeventd divizatd cu norma.

) [|[P(w) — Py
||[u,v,P]||=|() @I
[lw— vl

 Aceastd teoremd aratid existenfa in cazul general a unor diferente
divizate care prezintd analogie cu diferentele divizate in cazul functiilor
reale (complexe) de o variabild reald (complexd).

. In mod natural urmeazd s ne punem problema cardinalului mulfimii
diferenfelor divizate ce se pot ataga la doud noduri distincte. Evident ci
in general diferenta divizatd in doud noduri distincte fixate nu este unici

[1].
Exemplu 33. Fie X=R"Y =R, P(x)=f(x 22 ..., x"),

w= (u,u? ..., u"),v= (%, 3 ..., 0".
Notind
[M"J vi; f(le IR x”)]zf(.”'ut’ '..? —f.(.‘."m..-) 11’.:7”’
$ur — Yt

o diferenta divizatd va fi matricea linie:

(u,v; P] = ([, v¢; f (o8 ..., 0L, &, 08 %L, L., u™) )i i

Matricea linie

[#, v; Py = ([, v¥; flu, ..., u™=% &, v* L, o 0™ ])imTa,
va fi o altd diferentd divizata.

In cazul unei aplicatii P: R™ — R? putem preciza numdrul diferentelor
divizate in nodurile distincte fixate #, v € R", Aceasta ne conduce la o
problemd de interpolare lineard.

TEOREMA 3.4 Fie X un spagiu vectorial n dimensional, Y wun spajiu
vectorial p dimensional (%;);—i, elemente liniay idependente din X 51 (¥.)i=in
elemente nu toate nule din Y. Atunci

1) existi L, = £(X,Y), a = A unde A este o familie oarecare de indict,
cu proprietatea ci L, (x;) = v;, pentru orice ¢ =1, n st ovice o < A;

2) dim (sp ((Lo)wea)) = p (m — n) + 1 unde sp (Lo)y=a) este imveli-

toavea liniavd a mulptmit (Ly)aea.
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Demonstratie. S& considerim aceea bazd algebricid a spafiului X, care
contine elementele %,, % ..., %, adicd

X =sp (%, %y s ¥ Tt - Xyn) !
si fie xf € X*, j=T1,n definite pe bazd
prin 1
1 dacii =7 o
xf(xw) — 0 daCé'I: ?éj, i: 1,'” |

bydacd i =n+1,m, |
|

b; fiind numere arbitrare. Atunci o aplicatie L,, poate fi scrisa sub forma

n |
L) =235 (W3, |}

—_—

si evident L,(v;) =y; pentru 7 =1,%.

Fie acum Y = sp (ey, €5, ..., 6p) unde e; = (84)j = T
. 0 dacd 7 # 4
i=17p1ar 8 =11 gacy 1=

P .. v
Atunci y; = _ ae; si deci orice aplicatie L, < £ (X,Y) care verificd pro-
s %

J . By . . « . - . . ee .
prietatea 1) poate fi scrisd ca o combinatie liniard de matrici cu 2 linii si
m coloane

P "
L, =(ay),i3+ 2 2 o () iip
L — 1=1k=n+1 —Tom
j=1,m j=1m

unde

2. — | @ pentru j = 1,n

: 0 pentru j=n+41,m
i 1 pentrui=1s j==F%
4710 pentru ¢ # lsauj # k.

Cum toate matricile care intervin in membrul drept sint liniar independente,
ele fiind in numir de p (m — #) + 1 rezultd proprietatea.

Luind in aceasti teoremd n =1 x =% —79 Y = P(u)— P(v)
obtinem

TROREMA 3.5. Orice aplicaie P definild pe spagiul m _d@'mensiomz_l X
cu valovi in spatiul p dimensional Y are p (m — 1) +1 difevente divizate |
liniar independente in oricare doud nodurs distincte u §1 0 pentru care P(u) # |
# P (v).
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Observatie Se poate asifel const i &

. OB - as ata cd in cazul spatiilor finit
dgmevgwnale nenule, diferenfa divizatd tn nodurile distincte 3: gz :.: pejzg';
care P(u) # P(v), este unicd dacd si numai dacd dim X — dim Y — 1

4. Diferente divizate si derivata Fréchet

Pornind de la cazul functii ‘ iabi
) . | Z ilor reale de o variabild reali mai mulfi au-
tori au fost preocupafi de legarea notiunii de diferen{a divizatd cu dertivata

Fréchet [32]. In acest se a f ini$i
care o conditians A.S. SERGEEV [26] postuleazi in definijia pe

d oo
o ¥+t —u),u; P] (tx — u)} = 9* (P'(u + (v — w)) (x — u)),

unde y* €Y* { = R, jar P’ este derivata Fréchet,

O conexiune mai naturali intre di ivi
i e diferenta divizat} si i
postulata tot in cadrul unei definitii de ctz:itre S. Ul?n§1[2%eil§8§% Fréchet

[%,%; P] = P'(%),

este

dacid P’ (x) existi,
n cele ce urmeazi vom

existenfa derivatei Fréchet ca lprezenta citeva condifii suficiente pentru

imitd a unor diferente divizate.
TEOREMA 4.1. Dacd existd I = 8(X)Y) asifel incit L = lim %, x +
+ Ax; P)infopologia MAriginiris uniforme, atunci existy P'(x) siA}};'o(x) =L
Demonstragie. L. fiind limita Iui ' atro
) fre. L. X, %+ Ax; i
orice ¢ > 0 existd & > 0, astfel i‘ncit[ din l_il—AxI;T ’<P§ ;él;gltéxq 0 pentra
1 [#, %+ Ax; P] — L|| <e.
Din definifia diferentei divizate avem
P(x + Ax] — P(%) — [#, x -+ Ax; P] (Ax) = 0,
Pentru orice Ax. De aici rezulti ci pentru [|Ax|| <& avem
1 P(x + A%) — P(x) — L Ax|| = || ([x, % + Ax; P] — L) Ax|| <
S %2+ Ax; P —L||||Ax || << | Ax]|.

Aceastd inegalitate impreund cu unicitatea derivatei Fréchet implici

L = P'(x).
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Aceastd teorem3 generalizeazi teoremele lui v. M. CERNISENKO 6] si
G. GOLDNER [10].

HITEOREMA 4.2. [6] Dacd diferenta divizatd [u, v; P) este definitd intr-un
domeniu oavecare D C X x X si aplici continuu pe D X D in £(X,Y),
atumcs existd P'(x) pentru ovice x < D st P'(x) = [%, %; P].

rrOREMA 4.3. [10]. Fie X un spajiu normat veal, Y un spatiu Banach
real i P: X =Y. Dacd P are o diferentd divizatd cu proprietatea

|| [w, x; P] — [v, 2; P1|| < M ||u— vl

pentru orice u, v, w < X, atunct
1) existd P'(x) pentru orice x = X,
2) lim [#, x; P] = P'(%).
U=z

In cazul diferentelor divizate simetrice aceasti teoremi este o conse-
cinti a teoremei 4.2.

Se poate formula in acest cadru si o problemi inversd, adicd existenta
unor diferente divizate care si ajbd ca limitd derivata Fréchet in cazul
existenfei acesteia. Aceastd problemd are o solujie evidentd in cazul apli-
catiilor P: R"=—» R™. fu cazul spatiilor de dimensiune infinitd problema
are deocamdatd o solufie parfiald.

TEOREMA 4.4. [10]. Dacdé P: X =Y, X, Y find spajic normate, este
continun devivabil Fréchet in orice pumct x = X, atunci existd o diferenjd
divizatd cu proprietatea

lim [x, w; P]= P'(x).

[ d

5. Despre metoda eoardei

Fie ecuatia P(x) =0, unde P:X—Y este o aplicafie a spafiului
Banach X in spajiul Banach Y. Pentru rezolvarea acestei ecuafii
L. V. KANTOROVICI [17] generalizeazi cunoscuta metodd a lui Newton,
obfinind solutia ecuafiei cu ajutorul sirului (%4)neny dat de formula

(N) Xpt1 = Xy — [Pl(x")]—l P(xn):

unde P’(»,) este derivata Fréchet in punctul x,. Atit L. v. KANTOROVICI
cit si alfi continuatori ai acestei idei, cum ar fi 1. FENY6 [8], 1. P. MIOVSKI
[18], ». . MOORE [19], J. M. ORTEGA [20], v. A. VERTHEIM [33], B. JANKG
si M. BALAzS [16], si altii au dat conditii suficiente pentru existenja solufiei,
pentru unicitatea ei, i pentru convergenja sirului de mai sus cétre aceastd

solutie, obfinindu-se ordinul de convergenfd doi.
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In analogie cu generalizarea dati de Kantorovici a metodei lui New-
ton, numerosi autori s-au ocupat de o metodi in care in locul derivatei

Fréchet au folosit diferenfele divizate, obfinind o metods pbe care au numit-o
metoda coardei:

(C) X4l = Xy — I:xm Xn—1, P]_l(xn)-

Pentru obfinerea unor conditii suficiente analoge cu cele amintite in
cazul metodei Newton —Kantorovici se impun conditii asupra diferentelor
divizate de ordinul intii si doi ale aplicatiei P. Astfel se presupune uniform
marginirea diferentei divizate de ordinul doi a lui P intr-o sferd. Aceastd
ipotezd apare printre altele in lucririle [11], [25], [29]. In alte lucriri
se presupune cd diferenfele divizate de ordinul intii verifici o conditie de
tip Lipschitz [25], [22—23], [16] sau uniform continuitatea lui (u,v; P]:
XX X—&X,Y) [21] tot intr-o sferi.

Din paragraful precedent rezulti cd toate aceste ipoteze garanteazi
existenfa derivatei Fréchet in sfera in care ele au loc. Se pune atunci pro-
blema in ce misurd este utild folosirea diferentelor divizate in construirea
metodelor iterative de rezolvare a ecuatiilor operationale in spatii Banach,
din moment ce ele furnizeazi metode cu ordin mai mic de convergenti
decit cele obtinute cu ajutorul derivatelor Fréchet.

In lucrarea de fati nu ne propunem elucidarea difinitivi si completid
a acestei probleme, intenfionim doar si prezentim citeva opinii asupra
eventualei aplicabilitdfi a acestor metode in diferite cazuri fn lumina mo-
dificarilor dictate in concepfia noastri de citre observatiile precedente.

Trebuie si observidm cd in cazul spatiilor Banach aplicabilitatea me-
todei coardei nuimplicd teoretic aplicabilitatea metodei Newton— Kantoro-
vici,desi dupd cum am vizut mai sus condifiile impuse diferentelor divizate
pentru convergenfa metodei coardei implicd existenfa derivatei Fréchet.
Acest lucru se datoreste faptului ¢ din injectivitatea diferenfelor divizate
nu rezultd injectivitatea derivatei Fréchet. Mentiondm ci aceasti problemi
s-ar clarifica dacd s-ar construi un exemplu de ecuatie in cazul cireia sint
indeplinite conditiile de aplicabilitate a metodei coardei, iar derivata Fré-
chet nu este inversabild in nici un punct dintr-o anumiti vecinitate a solu-
tiei. Pind in momentul de fati autorii n-au reusit si construiasci si n-au
Intilnit in materialul bibliografic studiat un astfel de exemplu.

O altd justificare a utilizdrii metodei coardei este aceea ci in unele
cazuri calculul diferenfelor divizate revine la operatii cu valorile aplicatiei,
care oricum trebuie calculate la aplicarea metodelor iterative, firi a tntro-
duce valorile unei alte aplicatii cum ar fi derivata Fréchet. Rimine de
vdzut in fiecare caz concret daci evitarea eventualelor calcule complicate
de folosirea derivatei Fréchet, care necesiti utilizarea unei subrutine in
calculator, justifici migcorarea rapidititii de convergend prin aplicarea
metodei coardei. De asemenea, existid cazuri, cind in construirea diferentei
divizate nu se utilizeazi valorile aplicatiei si se obtin expresii mai compli-
cate decit pentru derivata Fréchet.
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Exemplul 5.1. Fie D C R* un compact, si P: C* (D) = R definita prin
| W ey e z)dxdy.
Pl = SS(('a—x) +(ay)
D
fn acest caz se poate verifica ugor ca P'(u)  £(CYD), R) datd prin

Py =2 (((S 5+ 55 ax dy
D

este derivata Fréchet a aplicatiei P in punctul %, iar [u,v; P]<e &CYD), R)
datd prin .
| (% 4 20y 2 g (%4 22) %) dray
woi P =[G+ )E TS %)
D

este diferentd divizatd a aplicatiei in pu.nctele wgio. sy

fn cazul spatiilor Fréchet insd aplicarea metodei coar eL ti':fce Jeo-
camdaté justificata. in aceste spa‘;iidpfi qa}rqe let-a nu%;ggfjxfi é]il e ton
. Tz [7]1 toda lui Newton —Ka , dar
lete, 1, coLLATz [7] introduce metoda ewto Ly i o
E obi,:ili‘e formula lui Taylor utilizeazi o axiomd suplimentara obtinind ag
numitele spatii L-supermetrice.

' inifia 5 ; ) logic veal X. cu topologia
[ ia 5.1. [7]. Spatiul vectorial topo .
d t"lc)iee ::leigti'ca“ [ -ifrwagf'r?a.%m“ fatd de translafii se numeste L:supeufm_et?::ﬁ
dzc‘:i ovicare ar fi x € X, existd 0 functieonald liniard §i marginid
Lyeu|| Lyl =1 5 Li(x) = o0, %) V
in legitur cu aceste spafil are loc urmitoarea

' ' t prin norma datd
TEORE 5.1. [9). Spagiul supermetric X este norma /
de || F-Iﬁlfhﬁo -, o[iald st numar dacd X este un spagu L-supermetric.

i o 1 Trdes

Aceastd propozifie aratd de fapt ca in condifiile apeclgu;,l{: _51133_1;11\;1]2)\: tl;f—

e 1 2 a onstra convergenfa metodel lulNEWLOL-

het nu se poate deocamdatd dem . stocel o
Kantomviéi deoarece fird formula 1111ATafyllor 1l:m pcg: Filfac;ﬁ ;},ref%?];:zddiul
' ; intervin 1 stratii. Astfel este pedeplin 2

necesare care intervin in demonsts el est plin motiya’ SEis
efect:lat asupra metodei coardei in aceste apa;n._Men;mngrrt ;:: dff;-lS].
rezultatele obtinute de s 1(:1{02]?,, B. g'ATdee&a pﬁ(.\;g;nri& L

iderfi A ibilite antd ; :

Considerim ¢ o posibilitate importanta de 2 isorel o
apare in spafiile local convexe ordonate. In a(,e‘st_e S]:‘)at;i% Ieinsiigﬁ et
referitoare la aplicarea metodei NE\\-"I‘ON-K.AN’I;‘J.Rt :iﬂu 1Er;ie§ 24 écuatii

inere siruri tone de aproximafii ale so 3 !
obfinerea unor giruri monotone de ! : i ‘o derivate
i indu- jar aplicafii numerice pentru ec
yerationale, dindu-se chiar ag i ecuaf ] -
?)Iaﬁ;iege in analogie cu cazul functiilor reale de 3 vanab}iirr%aelaeiseﬁ]ﬂu
' : n ac ii, daci existd un gir descresca xempl
asteptat ca in aceste spafit, 1 BT o H sostnt pain
bti i - i wton—Kantorovici, sa se po ustrut ]
obfinut prin metoda lui Ne ’ e Rt miudinte
i [r crescitor care aproximeaza soluf .
etoda coardei un gir erescato apr Senapes e
]én’l ob;mém ca formula (C) nu constituie de fapt o generalizare a meto
(2 -
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Xa

Fig. 1,

coardei i ii el
formul?a c(té1)1t;lslc1:ut§ t(:im cazul functnlgr reale de o variabild reali. De altfel
e e pgn:r E scervl:l la construirea metodei ,,combinate” su.s amintife)
stnoton Py azul real sirul construit cu aceasti formuld nu este

gura 1). Observind acest lucru, pentru obtinerea 1111e{i3

metode combinate v
] . M. CERNTI d
pentru construirea celor doui ;:Ergrlfo(vgzg fli);ﬁf; nze) S form‘_dlﬁ

Fig. 2.
(N) Xnt+1 = Xy — [P'(xn)]—l P(xﬂ):
(C) yn+1 :‘yn— [_’Ym xn; P]-l P(y”)'

‘Cvon_statém cd nici aceasti metodi nu
clasici a coardei. -
de formulele

7 generalizeazi de fapt metoda
De aceea ne propunem studiul metode; combinate dat3

(N) Fut1 = % — [P'(%,)]71 P(%,),
(©) Znt1 = %pn — [%, %o; P11 P(x,),
(CN) xn+1 S LH—I +2”+1

2
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Fig. 3.

(vézi figura 3). Acest studiu §i aplicatiile metodei pentru rezolvarea apro-
ximativi a unor ecuafii cu derivate parfiale vor fi continute in teza de
doctorat al celui de al doilea autor.

. REMARKS ON DIVIDED DIFFERENCES AND METHOD
O¥ CHORDS

ABSTRACT

" The present paper is an expositorial survey of some results on di-
vided differences and metod of chords. After disscutions on some defini-
tions and properties of the divided differences [3], [29—30], the results
of the authors on [the existence of divided difference [2] and on its
connection with Fréchet derivatives are presented. Based on this results’
the authors give some new considerations on the method of chords.
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