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l. Introducere

zeîtarea unor rezultate ale discufii-

a rezilltatelor çi cercetärilor de difer

2. Diferen{e divizatc çi unelc proprietå,ti ale lor'

Sä consideräm aplicalia P : X 'Y, unde X,. Y sînt qPaiii
iar Hom (X, y) muÎrimea tuturor aplicaliilor liniare definite
valori în Y.

Def inilia 2. l. l2) Aþticøliø lw,u,-;.Pl l HoT 6,\)
d,iferin¡a d,iuizå;td e eþt'iceiiei P'în nodwrlle distincte u çi u e X

(l) lu, ui Pl @-a): P(tt') - P(a)'

vectoriale,
peXgicu

se nx.Ønefte
dacã.

sä observäm cä dacä 7,ú : 7), atunci egalitatea (l) are loc pentru orice' 
iferentei divizate în noduri confund'ate
cum sê va vedea maítîrzit, în anumite

topologice, iar 9(X,Y) mul-
efinite pe X çi cu valori ît-L Y.
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Lw, a; Pf : P'la*t(w-a)ldt

integral'ø fíind, consideratd î,n sens Riemann, este o d,iferen!ã d,iaizatd. a øþl,icøfiei
P ôn nod,wrile u, a e X.

Se coqstatä cä gäsirea efectivä a diferenlei divizate în acest caz nece-
tei Fré a ce.com-
u asupf i 5.
eazá" vo ferenielor

. TEoRErrrÂ 2. L Dacã. lw, u ; .Pl çi lu, a;.Q1 sî.nt d,iferenle diuizate (deJinilia
2.-I.)-þentrwaþl,icøliø P, rèsþectia Q,,:øtunci"iu,a; p + Ql: lu, "ripl'+
t Lu, a;Ql.

TEoREMA 2. 2. Dacã L este o øþIicalie liniørd, atunci lu, a; Ll : [.
þentrw orice u, a e X.
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TEoREMA 2. 3. Dacà' la, u; Prf, þ,o; Prf, . . . , lu, u; P*l sî'nt d'ife-

rcnlediudzate ate aþtica!ülor P¡,i:l,n iar M esteo øþl,icafiien-l,iniuã.,
atunc,i

lu,u; M (Pr, Pr, ..., P*)):7,A (P, (¡r), ..., P¿-t (u),!w, ui P¡1,
d -1

Pr+r(u), ..., Pn@)) este d,iferenld. d'iuizøtà ø øþ|,öcø!iei M (Pt Pr, ..., P*).

TEoREMÀ 2.4. Dacà' lw, u; Pf 9i lP(u), P(a);Q) sî'n e d'iaiza'te

al,e øþlicafiiil,or P : X -Y, resþectia Q ; P (X) -> Z, atunci

lu, u; Q " Pl: [P (u), P(a) ; Q) " lu, u; Pl

este difercnlã. di,aizatd ø øþl'icaf'iei Q " P în nod'uril'e u çí a.

3. Existenla dilerenlelor divizate

În lucrarea noasträ [2] ne-am ocupat d.e stabilirea existentei diferen-
telor divizate a unei aplicatii. Teoremele date în aceastä lucrare constituie de
fapt cazuri particulare ale unor teoreme cunoscute de prelungire a apli-
caliilor liniare fie în spatii vectoriale, fie în spatii vectoriale topologice
sau chiar normate.

TEoRÞMA 3.1. Pentru orice a.þ|,'icø!ie P : X-Y, ønd'e X, Y sî'nt sþø!ü
aectorial,e, eristd, o d.iJerenld. d.iaizatd. lu, a; Pl ôn oricøre ùod,uri 'u, t) e X.

Exemplu 3. l. Fie X: s mullimea girurilor, de numere reale
clotatå cu structura liniarâ :uzuaTâ, Y un spafiu vectorial real oarecare çi
P :s*Y o aplicalie.

Dacâ u: u, atunci consideräm lu, a; Pf : Z, und.e Z e Hom (s,Y)
arbitrar.

ßieu : (u,,)n.n, a : (a*),-¡y douä elemente diçtincte tlin s gi fie io:
ofu þeN u¿'*-'a¿j. Notånì órt x : (xn),-N, tç e s. În acest caz putem con-
siderà ca diferen!á divizatâ aplicatä 7a xe s a aplicaliei P 1n nodurile
uçia

lw, u; Pl (*) : W *ro.
ü¿o- aio

TEoREMA 3.2. Oñce aþl,icalie P: X -Y wnde X este un sþøli'u locøl'

conaex seþarøt ,si Y un sþaliu aectorial, toþol,ogic, øre d,iferen!à d,iaiza'td. î,n

oricme nod.uri u, u din X.

Exemþl,u 3. 2. Fie X: 12: {re s; D lrrl' { * oo} cu structura
i:t

liniañ" çi normatä :uzlualâ, Y un spatiu normat çi aplicalia P : 12 -YDacâw: u, atunci lu, a; Pf : Z, unde L e g(l'z,Y) atbitrar.
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D."-f: q i Ï i t 2...2. .l?4. Aþticaliø. lu, u; Pl = f.(X, y) se nwrneSte
díferenld. d,iaizøtã. ø øþIicølièi p î,n'noduyite w,' , '= 

X', ¿øc,ì-W, a; pl o,r;ifí;ã(l).
În cazul cînd X, Y sint spalii vectoriale normate, definifia 2.2. a fost,

completatä de diferili autori în firnclie a" s"opoi i;;rit d; ãi
,..". D,1tj.ni!ja 2.-.3..12?.251. Aþ-töcø,tia lu, a; pl € s(X, y) cste
d'tleren!õ d"iaizatã. a aþl.icøliei p î,n nodurire u,'a, dàcd lu,o;Þ1rtriþta tokaqln(l) çi þentru orice t), u,'u e X
(2) lllw, u; Pl - la,u ; Plll < 

"lløt, - u ll + bllu - all + ó lla _wll,
iar î.n cøzul, existenlei d,eriaøtei Fréchet

(3) lllu, a; P) - p,(u) ll < (o + ó) ll u _ u ll.
. ln. legäturä cu aceastä {efini}ie _rne'fionäm cä pe baza punctutui 4

31ff i'"iåi::îä':nnîî'i"ä:îTî",?"'Jx';i,;lli6,tøiï"pñ"e"tiiã"iJ""ç"

qla'1yffi,iå:,h"'.'irn;,'l?f 
t¡î,þ1,1f ii|,i"1îr:,î':L:r::i,,1),¡ìí,

(1) pi

(4) lu, a; pl : l1), u; pl (simetrie)

þentru orice u, u = X.

" Ît lggä.turä cu aceastä-definifie observäm cä orice operator are o di-feren!ä dívizatá. simetricá i3l.
D ef i nili a 2. 5. l4^).Aþticø,tiø fu, u ; pl e I (X, y) d.øtd. d,e formulø

ù

I

i

I
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an)xnü,,

Sä consideräm elementele distincte u: (wn)n-w, a: (ar),-N, dit l,z

çi un elemeqt arbitrar tc : (xn)n-w din 1,2. Atunci
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Dem,onstra|ie'Sáconsiderämaceeabazá'algebricáaspa}iuluiX,care

"orrlin" 
elementele ør, xz, ' ' ', xr, adicä

X:Sp(ør, %2,.,., %n, fr1¡ltt.'.t Xrr)

çi Tie xî = X*, ¡:l,n definite Pe bazä

prln
I dacâi: j
0 dacä i + i, i: l,n
b¿¡dacä i:lT-l,tn,
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P(u) - P(u)
lu, a; Pl (x) :

Ø

Dæ

TDoREMA 3.3. Døcã X çi Y sî.nt sþø!ü nolrnøte, atunci orice øþlicalie
P : X -Y are în oricøre d,oud nod.ur'i d,istincte o d,iferenld. d.iaizatd. cøt norrn6r.

ll lu, u; Pl ll -llP(u) - 
P(tu)ll 

.

llu-ull
Aceastä teoremä aratä existenlr în cazttl general a unor diferenle

divizate care prezintá analogie cu diferenlele divizate 1n cazul funcliilor
reale (complexe) d.e o variabilá realä (complexä).

1n mod natrral trmeazâ sä ne p rnem problema cardinalului muljimii
diferentelor dívizate ce se pot ataça la douä nod.uri distincte. Evident cä
în general diferenla divizatá, în douä noduri distincte fixate nu este unicä
t1 I.

Exemplu 3.3. Fie X: R",Y: R, P (*):f (xt, x,, ...,*n),
w: (ut,%2, ..,, t!,r),u: (ur, Ltz, .,.,ar).

Notînd

lui, ai ; .f (xt, . . ., x")l-Í(""ui" "). - f(" "ui "'),i:i,n,
xl,r - ur

o diferen!ä divizatâ va fi matricea linie:

lu, a ; Pf : (luo, a¿ ; f (at, . . .,,ui-l, %i, %itr, . . ., u'o)))a:Ç,.

Matricea linie

lw, u ; Pf._ : (lut, ui ; f(ut, . . ., %i-r, xi,'t)itr, . . ., a")l)¡:u,,

va fi o a1tá diferenlä divizatâ.
În caztl unei aplica!1i P : R* - fir putempteciza numärul diferenlelor

divizate în nod.urile distincte fixate %, ú ê R'' . Aceasta ne conduce la o
problemä de interpolare linearä.

TÞSREMA 3.4 Fie X wn sþaliu ttectorial' n dirnensionø|,, Y un sþaliw
aectoriø|, þ d.irnensional, (x¿)¿:ç el,e,mente liniar ideþend,ente d'in X 9ò (y¿)¡:¡r,
el'em,ente nw toøte nul,e d'in Y. Atunci

7) existd Lo e 9(x,Y), ae A wnde A este o farnil,ie oørecøre d,e ind,ici,

cu þroþrietøteø cd. Lo (*n) : yn, þentrw orice i : l, n 9i orice a. e A;
2) dim (sþ ((L*),.t)) : þ (* - n) I I wnd.e sp ((I")n=a) este inuel'i'

toøyeø liniarã ø rnwl.lirnü (Lo)*.,e.

xt (x¿) :

b¿¡ llirrð,numere atbittate. Atunci o aplicalie Ln' poate fi scrisá sub forma

L*(x) :Ð*î (*) Y¡

çi evident L,(xr) : !¡ .Pentru 'i :.Tn'7- 
Fie acuni'y:;p (tr., tr,..., a¡) unde e¿: (ì¡i)i:t,p'

t0dacá,i*i
¿: l¡ iar ¡u: 

i I dacä i: j.

þ

Atunci y, : Ð u ¡e¡ Çi deci orice aplicalie Loé 9(X,Y) care verificä pro-

prietatea r¡ 1Jåt" fi scrisä ca o combinalie liniaräde matrici ctt þ linii 9i

m coloate

L * : (ø,i) 

r=** Ð,ä,'ß' (b|il,,::g'

unde

[ ø;¡ pentru j : l,n
f 0' pentru j : n+-î,/n
1 pentru i' : 1' Si' i : h

0 pentru i+l,sa'ti+h.

Ì

d;¡

ntl

Curn toate matricile care intervin în membrul drept sînt liniar independente,

ete tiin¿ 1n nurnår ð,e þ (m - n) + I reztTtâ proprietatea'
I,uînd. în tc"ustá i"ot"*â n : l, xi:-u - a, yt: P(u)-P(a)

otrlinem
e þe sþaliwt' ionøl' X

cr/, o (* -: t).+ diuizøte

tin d. incte u $i u P(u) +
+ P (a).

I

I

l
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,-.--.-9-?-i.11v_1f ie. constøta cd i,n r finitd.e,rnensnnal,e nenul,e, î.n nod.urile A p,äntrw
care P(w) + P(u), es numai d.øcã. di f : l.

4. Diferenle divizate sÍ derivata Fréehet

Pornind de la cazul functriilor reale d.e o v au_tori au fost preocupaJi de lega'rea noliunii dedi ataFréchet t321. În rd"q! ."n, ,i, s. snnénnv tZ6l pe
care o propune condilia

] {r*ílr" r t(a - u),u; plþ@ - u))l} : v*(p,(u + t(u - u))(x - u)),

unde j,,* = Y*, t e R,,iør p,este derivata Fréchet.

acea iti ,iï'åå:,:iï, î,t+ïile 
pentru ca

este ää elenla divizatá" çi derivata Fréchet
de cätre S. Ulm'129-301 :

fx,r; Pl: P'(s),
daci ^P'(ø) existä.

rn cele ce urmeazä vom pfezenta cîteva condilii suficiente pentruexistenfa derivatei Fréchet 
"" riliø-, unor aiterentË'liui)^t".

TEORÞMA 4.7. Døcd existd. L = g(X,y) østfet, î,ncît L: lim lx,x ** Lx ; Pl ôn toþotogia måri,ginirü wniforme, øtwnci existd e,¡*¡ 91.ep1n) : L.
Demonstrøtie- L. fjind,limita lui lx,.x ¡ A,r ; pl cînd Aø.-' 0, pentruorice e > 0 eiist¿ sto, ãJì;j il;dät; li¡7i t d rät"

lll*,* * Lx; pl - Z ll < u.

Din rlefinifia diferenfei divizate avem

P(* + Atl _ p(r) _ Lx, x I A,x ; pl (Lx) : g,

pentru orice Aø. De aici reztirtä cä pentru ll^øll <g avem

llP(x * L*) - p(x) - LL,xll: ll(Lx,x I A,x; pl _Z)Aøll ç
( ll iø, x I Lx; pl _ Lll.llLx ll < u llLxll.

Aceastä inegalitate împreunä cu unicitatea d.erivatei Fréchet impticã,

¡ : p,(x).

Aceastä teoremä generalizeazä teoremele lui v. Irr. cDnNlsENro [6] çi
c. c,or.oNnn ilO].

TEoREMA 4.2. 16l Dacà. d,iferenlø diaizatã. l1t, a; P1 esie deÍlndtà. _ô.ryt!-y?
Ao*",ä"--liläort O-çX x X ;i'aþticd. conlinuu_þt D^4 Dô* g(X,Y),

atuncö existd' P'(l þlntru orice'x e-D çi P'(x): lx,x; Pl'

rponnua 4.3. ll0l. Fie X un bøliu normøt reøl',Y un sþøliu Bønack

reat, çîl]-X -y. Døcã. P a.re o diferen¡ã. diaizatd. cu þroþrietøteø:

ll lu, x; Pl - lu, x; Plll < M llu - a ll,

þenfuu orice u, u, u ê X, øtunci"
l\ exist'à' P'(x) þentrw orice x = X,
2) n lw, x; P): P'(x).

ln cazul diferentelor divizate simetrice aceastä teoremä este o conse-

cintä a teoremei 4.2.

çi o problemä inversä, adicä existenla

"" îi-itä derivata Fréchet 1n cazul
are o solulie evidentä in caztl aplí-

lor de climensiune infinitä problema

rnonpue 4.4. ll0l. Døcã. P: X'Y, X,Y- Í¿"A 1þalü normøte' este

,onunîtl|-îli¿iøøit, pi¿cnet î,n or,íce þunct x e X,-øtunc'i- existå o d'íferenfö'

divizøtã. cu þroþtietateø

lim lr, u; P) : P'(x)'
lèr

5. Ilespre metoda coardei

Fie ecuatia P(*):0, unde P: {-Y este o aplic
Banach X îi spaliut Banach y ' Pentru rezolvarea

L. v. KlNTonovrðt ilZl gen"ralizeazá cunoscuta metodå
6tgi"i"a sòt"1i" ecrialiêilu ajutorul çirului (x*)n-¡¡ dat

(N) %nlr: x' - lP'(x"))-' P(x")'

punctul x^. Atlt L. v. KANToRovrcr
um ar fi r."reNvÕ [8], r' P' MlovsKr

rvr [33], r. ¡eNró
existenta solutiei,
sus cätre aceastä
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1n analogie cu generalizarea ð,atä" de Kantorovici a metodei lui New-ton, numeroçi autori s-au ocupat de o metodä în care în locul derivatei
Fréchet au folosit diferentele diiizate, obtinînd o metodä pe care au numit-o
rnetoda coardei:

(C) xtt+l : jtn 
- lxu, x,,-1; Pf-t(x*).

Pentru_obfinerea unor condilii suficiente analoge cu cele amintite în
cazul metodei Newton-Kantorovici se i*pgtt condilii asupra diferenleloìdi i ale aplicafiei- p. Astfel'se pt"iuporr" uniformm e de ordinul doi a lui p într_o sferä. Aceastáip în lucrárile llll, l2íl, l2gl. în alte lucräri
sg p-r.esupgne 94 difergnte]g_divizate de ordinul lntîi vèrificä o condilie de
t_1n l,ipsctrit?_-l?!.1, W-23J, l16l s-au uniform continuitatea tui lu, a'; pf 

:X x X -9(X, Y) l2ll tot într-o sferä,

. .Din paragraful,precedent re'¡tltá. cä toate aceste ipoteze garatteazâ
elistenla derivatei Fréchet în sfera în care ele au loc. Sè pun" aiurr"i pro-
blema în ce mäsurä este utilä folosirea diferenþe7or divizaie în consttoìr""
metodelor iterative lionale în spalii Banach,
din moment ce e1e mai mic de cônvergenlá
decît cele obliuute het.

a de f elucidarea difinitivá çi completä1eme, prezentâm citeva opinii u.ipmcabilit în diferite cazl¡¡ij in^lumina räo_
ate în e cätre observaliile preced.ente.

Trebuie sä observäm cä în cazul spaliilor Banach aplicabilitatea me-
todei coardei nu implicä teoretic aplicabilitatea metodei N'ewton - K antor o-
vici,deçi dupä cum am vá.zat mai sus

s-ar clarifica dacä s-ar construi un e
îldeplinite condiliile de a metodei coardei, iar derivata Fré-
chet nu este inversabilä ct dintr-o anumiti vecinätate a solu-
!iei. Pînä în momentul n-au reuçit sä construiascä çi n-ãulntîlnit în materialul b iat ttn ustf"l de exemplu. ' ---'

o artä justificare a :utilizârii metodei coard.ei este aceea cä în unele
cauui calculul diferenf elor divizate revine la operalii cu valorile aplicaliei,
care oricum trebuie calculate la aplicarea metãdelór iterative, 1âràa¡itro-
duce valorile unei alte aplicafii-cum ar fi derivata Fréchet. Rämîne de
vá"zttt 1n fiecare caz conctet dacá evitarea eventualelor calcule complicate

.re necesitä utiTizarea unei subrutine în
itälii de convergentä prin aplicarea
cazrrÍi, cînd. în construirea diferenfei
aliei çi se oblin expresii mai compli-

I OBSERVATII ASUPRA DIFERENTELOR DIVfZATE

Exemþl'ul, 5.1' Fie D C R'un compact, 9i P: Ct (D) - R definitä prin

P(u): 
$(('f 

+(ff)')a.ø

1n acest caz se poate verifica uçor cä P'(u) e S(CI(D), R) datä prin

P'(u) ': ,ll W';*

27

d,yð.xðu ð.

ôv ôv
D

este derivata Fréchet a aplicaiiei P 1n punctul u, iat lot" a ; Pf e s(cl(D)' R)

datä prin

lot,, u; Pf
D

este diferentâ divizatâ a aplicaliei în

:toria.l toþo|'og
tra.nsl'a!'ii se

funclieonølã'

oc urmätoarea

TÞOREMA5.l.t9]'SþøliutswþermetricXestenormatþrinnormødøt'ñ.
d,e 11':1izî'io,-l-), 'at"rlr'¿\í ü*oi i.or¿ x este un sþøliw L-suþerrnetric.

: 
!J (t' + #)'; * l# * #)i\0. *
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10 11

x-r

Fig. 1

; !'ig. 3.

(vezi Íigura 3). Acest studiu çi aplicaliile metodei pentfu.fezolvafea apfo-

ximativä a unor ""u"iii "u ,í"tiirt"'parliale vor ]i continute în teza de

doctorat al celui cle al d-oilea arLtor'

REMARKS ON DIVIDED DIFFERENCES AND MÉîHOD
OF CHORDS

ABSTRACT

1 survey of some results on d-i-

After disscutions on some clefini-
s [3], [29-30], the results
difflrènce l2l and on its

nted. Based on this results'
he method. of chords.

Fig. 2.
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Constatäm cä nici aceastä metodä nu general jzeazâ de fapt metodaclasicä a coardei. De aceea ne propunem studiul metodei combinate datäde formulele

(N)

(c)

(cN)

fru+r : fr" - lP'(i*)l-, p(t*),

!n+t : r" - lü,, fio; Pl-r P(Z*),

^, Lr+t I Ìn+t
tur+,l:

o
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OPBRATIII,É V çI A DIN ARITMETICA
INTERVALEI,OR

de

STEFAN N. BERTI

(cluj)

1n aritmetica intervalelor pe lîngä opualiile de tip complex +, -, ' çi.i

tdefinite pÅt A"B :-7";;1-u ¿ A dr= B) se mai inlroduc çi "1.t9 
operatii

:;:,å;ä I;':;i;;" .o'me"|à ne vom rixa ãtenlia asupra operaiiilor

llmax ar,br),rrrin(ar,ór)] dacå r.rrax(a'L' ót) < min (ø''b')
A 

^ 
B :1"Ø îr caz contrar.

91

AVB:{¿l l(, l: (eA,rtB,(<6<tl}
deci

AvB: lar, btf

Ø

dacá. a., 4 b2

în caz contrar

l Primit la tZ. XII. l9?3.

Bolltsi"
em,atictÍ_
Attali¿å

TESREMA. Døcd. A + (FY C)-çi (.A tf) V Ø + C) sî'nt ambele mul'-

úrni ñaide sa'u ffi'nbele mul'limi uid'e, øtunct

A+(BVC) : (A+B)v(A+C)
ía.r d'acã' una, d'in a'ceste nu'Ll'l'iilxi este uid'ã' ;i cea'l'q'l'tã' neaidd' øtunci

A + (Bv C) : Ø çi (A + B)v('4 + C) + Ø'

Cw atte cuainte, notî,nd. S : A+ (B V C) ;i T : (A + B) V (A + C)'

ûaern

s:1V(S:Ø&T+Ø).


