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ASUPRA TEOREMEI LUI KOROVKIN

de

GH. CIMOCA
(Cluj)

1. Introduecere

"~ Prezenta lucrare urméreste extinderea teoremei lui Korovkin [2],
privind convergenta sirurilor de operatori liniari §i pozitivi, pentru cazul
unor mulfimi neliniare de functii, care generalizeazi mulfimile de funcfii
interpolatoare [5] (unisolvente [3] sau n-parametrice [6]).

Se pot obtine astfel in particular, teorema lui Korovkin in cazul multi-
milor liniare cu proprietatea I {[a, b]} si rezultatul lui A, B. NEMETH [4]
in cazul mulfimilor neliniare cu proprietatea Iy{[a, b]}.

2, Definitii si notatii

Sensul nofiunilor folosite, precum gi unele notatii sint cele din mono-
grafia [5]. Se noteazd prin C[a, b] spatiul functiilor culvalori reale, definite
si continue pe intervalul [¢, ] C R, inzestrat cu norma uniforma si prin
Bla, b] spatiul functiilor cu valori reale, definite §i mirginite pe [a, b]
normat cu norma supremum. Multimea numerelor naturale se noteazd
prin N.

Definitia 1 [5]. Se spune cd mulfimea I C Cla, b], este de tipul
I, {[a,. bl}, n € N, dacd pentru orice sistem de n puncte distincle %y, %, ...,

%, diw [a, b] §i ovicare av fi numerele veale ¥y, Vo, « .. , Yy €XSUE in mullimea
F o functie ¢ §i una 'singurd carve satisface velajidle: @(x;) =v;, i =1, 2,
7

7 I,“le k = N si se fixeazd in continuare un sistem de % puncte distincte din
[a, 0]: :

(n X < X< ... < X
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si 2 numere reale oarecari:

(2) Y Yo oo, e

Fie X reuniunea intervalelor (@, %1), (%, %), ..., (%p_1, %), (x,, 5],
primul dintre aceste intervale fiind omis cfnd g = %y, 1ar ultimul fiind
omis cind x, = b.

Definitia 2 [5]. Dacd F este o mulime de tipul I{la, 8]}, n >
= max {2,k + 1}, se numeste spic interpolator de ordimul 7 - k mulgi -
mea nevidd :

S, = {o|l¢ € F, o(%;) = i t=12 ...,k
Recent, 5. H. RAUFMAN st G. 6. BELFORD [1] au introdus notfiunea de
familie S-unisolventi ca o generalizare a nofiunii de mulfime de tipul
L {[a, b]}.

Definitia 3 [1]. 0 mulfime F C Bla, b] se numeste  S-familie
in vaport cu punctele (1) st numerele (2), dacd pentru fiecare element ¢ = F
sint satisficute velatiile : o(%) =9, t=1,2" .. k.

Definitia4 [1]. 0 mullime F C Cla, b] se numeste familie S-uni-
solventd de ovdinul n, n' e N » pe [a, b], dacd F este o S-familie in raport
cu punciele (1) st numerele (2) 51 tn plus F este o mullime de tipul T X}

Definitia 5 [1]. Daci functia ¢ = C [a, b] se anuleasd pe punctul
% = [a, 0], atunci:

1° Punciul x

o S€ mumesle rdaddcing simp
Sicatd una din wr

mdtoarele dowd conditii -

— %o € X, tar dacd x, nu coincide ca a say b, functia @ schimbd semmnul
In acest punct,

— Xy cotncide cu unul din punctele sistemului (1)

2° Punctul %, se numeste rdddcind dubld a
5 g g A
N{@, 8} st @ nu schimbd semnul in acest pun

ld a functiei o dacd este veyi-

diferit de a sawu b,

];u%cﬂei ¢ dacd x, & X\
ct.

3. Rezultate ajutitoare

Aceastd secfiune este consacratd unor r

demonstratiile afirmatiilor din ultima sectiune a notei.
Lema 1[5]. Spicul interpolator S, este o mulfime de tipul I, {X}.
Lema 2. Spicul interpolator S, este o Jamilie S-unisolvents de
n—=Fk pe [a,bd].

ezultate pe care se bazeazs

ovdinul

Observatie. Ca rezultat al lemei 2 se poate pune urmitoarea
Intrebare: fiind datd o familie F presupusd a fi S-unisolvents de ordinul #»
pe [a, b], nu exist§ oare o mulfime G de tipul I, 1{la, 6]} astfel incit F
este spic interpolator de ordinul # al mulfimii G? In cazul liniaritdtii fa-
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5 1ntre u este in general
% % th 1 la aceastd Intrebare nu €
iliei Sanstata. of TaRpl B amine deschisd.
Hﬂl;ﬁ,:a{‘;v SeP;ﬁl;m o Pmbc;em‘? ZZ:;E distincte dintr-o familie
at : ) v ' int doua. e Abia - &
‘1 GCa; P §Y Pa S diferenta @, — @3
Fp : e;f:::sz r;faf-itllij-ﬁfisolv;p;z;‘i de-ordf—?;ul 3% Zﬁz [sﬂé,c gtl‘hgﬁzgtdef Aoied oFi
T presu S kg uyasscedls dg
: Wik = ddcini, radaciny : . g 56 T b
e gl 11’4 Dlazz F este o familie S‘“ms?gvgqmzdg-_Gﬂ;?:@ Mf:tzngi #L-ulﬁ'a']-
Lelna sawiFied I.'..Jﬂ: X; :yhi'::l_; L .gg 1 i,
si g 's Cla, b] verificd comhlif” e E«g}( z;s)te o S-familie relativ la gu:::;iiz I({?Xi :
mea de funcfit: G = {{? E gl ksi in plus G este o mulfime ae b " i
— = g e sy ¥ > . ) a,
numerele y; = 0i ?:[1] }?ie F o familie S-unisolventd de ordinul n pe [
TEORTMA e 9 Joe .
s presupunen satisfdcute comf:;ft:lﬂ- @y L ()R, i care 2 e X,
’ (i) Sirurile de pumcte (e, @) v /v

r )
] 1 ] b
1 1, 2, “eny m, |
.- . . 1 9 ( . A -
5 u " ( \l))\——-]’ ( \(, ))\,1’ ) ( y ))\—1 ] g

= l.““” ‘ 1 5 F ( 1/) t v 2 4 s n EV ¥ !V('?'V ) fii v o1
p — v . V= 1 . t -S f ; ' V)\F_l Sﬁﬂ U

1 1, » oy 3

; a limitd o.
28 a, b] st ave funcha Jm.m g ol
i e W;“EZ’]*J“;}& §]C§C[a, b] o mullime cu pmpmst;;@l;}gl s
TEOR}?M? " om'c:; punct z, = (a, b) existd un element € & a
iii) Pentr - i |
’ )'(i)o si Y(#) >0, u <l bIN{l ) = Gol®) = O 5 (%) >0
il (iv) E‘ istd um element Y, =F astfel inctt Jola 0
iv) Exi
!
i jEPE 5{5:; Z)olud numere Wy, W, arbitrare exista un element §, = & asife
(v) Pentr ‘ Sl 14 |
e T opisn bl defin Cla, b] st
= L]fl(“ll WWi -;.?:z j:;'( ;c operatori liniari si poziirvl definifi feumll}:wm] ];g
Fie .( ‘}-;)ug,fa. b]: Dacé sivul de fumctii (A“(dg))_:fﬂ com;ifi% e,
cu valo?’tt-f'g y pg,ntm fiecare element § < &, atunct ogicazfﬂm A i
[q;ubl]dgafunct;'i (4, (f))2, converge uniform pe [a, b],
§1/ > " H=

4. Extinderea teoremei lui Korovkin

i in aceasti secjiune,
fn scopul simplificarii enunturilor teoremelor din
n . A
. ﬂ m S 4 si cte (1) este in aga
T g thee ST tru inceput cd sistemul de puncte (b) 3 2
e L s, § b, S4 notim a = %, §1 0 = Fpi1
fel ales incit a # %, 510 xlk # 'fa} LI
w=min{%, — % +=0,1 ...

g +=x'+€' VT =
N == X §1 v, % 1
Daci 0 <e< &, fie v} = #o ¥y, A 1

) 2

i oo
i i intervalelor [v}, v,
e, i=1, 2,..., k iar V_ reuniunea
—, 4=
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Rezultatul principal al acestei note este :.

TEOREMA 3. Fie ke N fizat si F o Jamilie S-unisolvents de ‘ordinul
3(k + 1) pe [a, b]. Fie (At“);;"=1 un siv de operatori liniavi $t pozitivi definipi
pe Cla, b] si cu valori in Bla, b]. Daci sirul de Juncti (A”(qo)):"_d converge
uniform pe [a, b] citre @, pentru fiecave element ® € F, atunci ovicare ar fi
numdrul e, 0 < ¢ < g- $t ovicare ar fi f < Cla, b), sivul de Functii (4,(f)=_,
converge uniform pe V, citre f v,

Demonstrat:ie. Vom demonstra aceasty teoremd prin aplicarea simul-
tand a teoremei 2, pentru fiecare din intervalele reuniunii V.

Se constatd imediat, pe baza proprietifii de interpolare a familiei G
gi_ pe baza lemei 3, ci existy un element ¢y G astfel incit Yo(v}t) =
= do(v7,,) =0 si Yo(2) >0, z = (v, ) 0=0,1,..., k% si pe de alts
parte, oricare ar fi perechile de numere {w;, W1.hi=0,1, .. v R, existy
un element §; €G care indeplineste conditiile : $i(v}) = wr, i(vy,) = w7,
1=0,1, ..., %

Cu alte cuvinte, conditiile (iv) si (v) din teorema 2 sint satisficute si-

multan pe fiecare din intervalele [, v3.1,7=0,1,... p

Vom ardta acum cd si conditia (ifi) este satisficutd de o functie ¢ < G,
simultan pe fiecare din intervalele reuniunii V.. S4 considerim punctele

oy (B‘-j: Uiad #=0, 1, ... &, numerele pozitive o, i=0,1, ... 2
si mulfimea :

S={l <G i) =« §(z) =0, i=0,1, ..., k).

Mulfimea S fiind de tipul Iy 14{V.}, se constati imediat cd, oricare ar fj
punctele #; = (2%, vi1], ¢ = 0, 1, ..., & existi o functie in S care se anu-
leazd in aceste puncte. Vom considera acum sirurile de puncte (e,
@t s (B2 0 care o < (4, 9511, 0=0,1, .., k; v—=1,92,. .
convergente si lim 2’ — %, 1=0,1,.... k.
V=00

Dacd ¢, =S si ¢ =0, 1 =0, Lowoiscdiy w=1,9, .., tite
sirul de funcii (¢,)52,, pe baza teoremei 1, converge uniform citre o functie
$ din G care se anuleaza pe punctele z, 7 =0, 1, ..., 4 si care pentru func-
tia § sint riddcini duble, Prin constructie si pe baza lemei 3, care ne asiguri
faptul ci mulfimea r3ddcinilor functiei ¢ este formatd din rddécinile duble
Z,1=0,1,..., % si din rddicinile simple x;, 7 = (, 1, ..., &k rezulti ci
funcfia ¢ este pozitivd pe mulfimile [o;, vindN\{z} i=0,1,... . &
Cu aceasta proprietatea (iii) este demonstrats.
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i i in intervalele [, vi1),
Lo e e ot s s il bt inat sl a i
fie= fg'n:;;u .(;‘i”(:p)r)),‘;:,, converge uniform pe V. cdtre {|y, pentru. lie
¥ d}n ¥ ic§ U = @ — g pentru un element ¢ € F. Deos.lrece,
i I'?ie if;cél ‘psiircil,eagt:afuictiicp (A”fcp%f:l si (4,(8)n1 conff.erg umfo‘rm
~ i iv catre funciile ¢|v_siglv,, pe baza liniaritatii operatonl?r
e b reslpe;tlv Cagirul (4, () n=1 xfa converge uniform pe V. citre funcfia
n=1,4 .- n
épﬂ:_ Uy i lema 2 obfinem:
STy Fet'tfalle e N fixat, F o mulfime de tipul I4k.+3{ [a, b]}.
¢ or° la : U;zl :.emtoﬁ liniari §i pozz'tiz:z',‘deﬁniﬂ lbe_ Cla, b] st M;, 'ua{c;r:
§t (4,)n=1 ﬂ?;;z"é ";‘yﬁ; de functii (A,(¢))n=1 converge uniform pe E;z, (]xc;;;
i B;gﬁ;ub}iec;z efemmt o din ’spz'cul e’nterpolatm: Sipys = {cpI(? eu s,iqaor;mm
ii‘-, i=1,2, ...k} atunci ovicare ar fi numdrul e, 0< ke“< 25

a = I I' = ) c catrve
¥ ﬁ f (o [ﬂ b sirul de ﬁmc 723 (A (f))n—l converge M'}'L’lfO?M’L Pe V ¥
) » ¥

' e = %, =0b
g L ile in care x, = a sau x, = b sau x,

iderdm acum cazurile In 1 1 e o it

Tt nul dintre punctele sistemului (1) coincic £
~id. Tk ene B niunea V. se va omite p

.2 i i in reu g te p
?ﬁntlre capetele mtervalulu;ingz,l bi]r;t (:J;v s . Zb Evident fn e

e i o amglxulilp se va defini in mod corespunzétor. Convenim
i u
din aceste cazuri n
s notim: ) nor |
V: U [vtﬂ_y v;l]; Ve = U [vi 1] vi-l—l

= i

s

i=1
st k=1 N
Ve =U [, vi]
i<t %y = a §i %, = b (cind din reunliau’neﬁ
i AP e
i i i ultimul interval). ' | CRE
el > Omjlte If‘)zr:nlleule sZ:T ;ixat si F o familie S-q,fmsolvenm dentz:;itzz;;l
T?OREL%: b'] F fiind o S-familie in raport cu sﬁwr;ul Z; ?:; N ope:
3kd+ jff 4 ’(res}bacf.iv == B) 3 om0 @ £;:i %nn)ﬁf;, b]. Dacd sirul
%ltof'i 9;;%—1;% si pozitivi, definifi pa' Cla, b] s¢ va v o pentru ficcare cle-
de funcyii (A, () converge uniform pe [a, i

ultima notatie corespunzind cazului

2 5 f
) a 1 NU )
n=

fe Cla, bl, sirul de fuqcﬁz’ (4,(MN
catre fl (vespectiv catre f|VZ).




de interpolare sicu ur

e ale sistemului (1)
_.'[(I, b]‘
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. THOREMA 5. Fie h = N fixat, B > 2 st Fo Samilie S-unisolventi de
ordinul 3k — | be [a, b], F fiitnd o S-familie in vaport cu sistemul de Puncte
(1), unde %, —

MAE Xy = a 5t % = b i numerele (2). Dacd (4,)2, este

ratort Uniari s bozitwi, definiti pe C [2, b1, cu valori in Bla, b], iar sivul

de functii (A4, (9))s converge uniform pe [q 0] cdtre o, pentry Jtecare ele-

ment ¢ € F, atunci ovieque a» T numdrul ¢, 0 < e < —z'i;sa' oricare ar fi fs

€ C [a, b], sivul de Junctii (4, ()2, converge uniform pe V® citre Sy
Corolarul 2 Fip < N

fixat, F o multime de tipul VT {[&,s b1}
5t (Al un siv de o

peratori liniari i pozitivi definiti pe Cla, b] si cu
valori in Bla, b]. Dacd sirul de Ju vge uniform pe [a b]

n siv de ope-

2 ; nebis (A,(9))2, conpe
catre @, pentru fiecare element o din spicul interpolator -

Sikr1= {glp < F, o(a) = y,,
(respectiv

Suii={olp € F, o(x) =y _ 18, i

atunct oricarve ay Ji numdrul e, 0 < . <

de functis (Au ()t cony
[P: (vespectiv ﬂyb].

)=y =23 ..., 8

B =1, g5) = 5,
%sz ovicare ar fi f & Cla, b], sirul
erge uniform pe V* (vespectiv Vi ) cditve functia
Corolarul 3 I = 2 fizal, F o multime de tipul I,
{la, 81} 5¢ (4,)2; un sir de operatori linia
st cu m:foﬂ' tn Bla, b]. Dacs sirul de n=1 COnverge uniform pe
[a, b] ﬁafm ® Pentru fiecare element ¢ din spicul wnlerpolator -
St ={olp< F, g(a) =y, o) =Yu 9®) =y, i=2..  k_1
-atuncy oricare ar Ji numdrul ¢, 0 < ¢ < 5-,5?,' oricare ar fi f = Cla, b], sirul

de functii (A, ( I)ais converge uniform pe V2 citye Junctia flu.
- Vom incheia aceasts notd cu urmitoru )
Corolarul 4, Fi k< N fixat, F o familic S-unisolventd de or-
dinul 3(k 1) pe [a, 0] (% #a, x, = b). Fie (A,)= , un sir de operatori
liniari gi pozitivi, definiti pe Cla, b] si cu valori iy Bla, b]. Daci sirul de
Sunctii (4,(p))2, converge uniform pe [a, b citre P, pentru fiecave element
¢ S I atunci oricare gy fi f=s Cla, 8, astfel incit f(x;) = y,, § — 5 e
strul de functi; (A, ())nr converge uniform pe [a, b] cdtre i :
Observatii. Ultimul corolar poate fi formulat bentru cazul spicelor
tele modificiri evidente el rimine adevirat si in cazul
coincid cu capetele intervalului

Y $i pozitivi, definifi pe Cla, b]
Junctii (4,(e))y

cind punctele extrem.

Rezultatele din

[2] si [4] amintite tn introducere se obtin pentru
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ON KOROVKIN'S THEOREM

SUMMARY

solvent families [1].

BIBLIOGRATIE

M., Jr., Belford G GE A G?m;irfiizzin.io%o{];{:}g)l.f'a.rc’soa’umc:yl:;:l‘
1] Kaufm {{}.,i;so%maj; , Prof;m{gs, 8216 pﬁpgﬂ;:;.) pﬁg eg;i%ué‘memm‘, g;iT;rrgillMg:::f, 1oss
ek _ﬂ. H ' J.‘I-‘;Hﬂeil}l;}viaz?;itian by curves of @ wnisolven
- ;?aonc..l 55‘ 589?79?&"3{? ‘t‘?&)e.orem for nonlingar 3-params i
e ti‘l é.'i),]ll’. ggrivl;s Eiigi?zl.cﬁe din analiza matematicd si legdtuva lor cu Ias’o%s
g ;:ﬁ:r;olf?g‘:&’i, é:g:fr:ag:?fei&fﬁﬁée; 9;2}_“4““?1“ aitd associated convey [unclions,
(81 Toxah i‘i’iﬁsLAmg:l I\?I-ftﬁltr. Soc,, 69, 457—467 (1950).

| I Cluj )
Instituul de fa!m_ : .
14 mdeu-né:: Republicii Socialiste Romdin
£l

ter families, Mathemnatica,

Primil la 11 V. 1873




