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E 1. Introducere

, Teoria spafiilor vectoriale topologice peste un corp valuat nearhimedian
si teoria functiilor cu valori intr-un corp valuat nearhimedian sint cunoscute
sub denumirea de analizd nearhimediand. Analiza nearhimediand s-a dez-
voltat in paralel cu analiza peste corpul numerelor reale sau complexe, in
special prin contribufia unor matematicieni olandezi dintre care mentio-
nim in primul rind pe A. F. MONNA. Pentru o introducere rapidd si efi-
cienti in acest domeniu secomandim cartea Iui A, ¥. moNNA [5], unde se
poate giisi si o bibliografie aproape completd,

. Un pas esential in teoria spajiilor vectoriale topologice peste un corp
valuat nearhimedian l-a constituit o nofiune de convexitate introdusi de
A. F.,MONNA, care a condus la introducerea spatiilor local convexe near-
himediene. O teoremd de tip Hahn-Banach de prelungire a funcfionalelor
liniage demonstratd de A. w. INGLETON tn lucrarea [3] a permis construi-
rea unei teorii de dualitate pentru aceste spatii, lucru care a fost facut de
J. van TIEL [9]. .

De o deosebitd utilitate in teoria spatiilor local convexe nearhimediene
s-a dovedit a fi notiunea de c-compactitate (compactitate convexd) intro-
dusi de T. A. SPRINGER [8], care a demonstrat printre altele cd o sub-
muljime c-compactd si convexi a unui spafiu local convex nearhimedian
este inchisi. Ulterior, N. DE GRANDE-DE KIMPE [2] a demonstrat cd o
?stfel de muljime este completd. Vom da o noud demonstratie a acestui
apt. - : .
A. F. MONNA [4] a introdus o nofiune de separare pentru mulfimi
convexe prin hiperplane si a demonstrat ci doud mulfimi convexe, disjunc-
te si secvenfial compacte dintr-un spatiulocal convex nearhimedian pot
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2. C i
orpuri valuate nearhimediene
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mii B = %, -} 4. Drept centru se poate alege orice punct al multimii,

daci si numai dacd este {0}, K

multit
B =1y -+ A pentru orice y € B.
ld m “ol < 1’},

adicd

O submulfime a Iui K este convexid
sau este de forma {a € K:la — &g < v} sau {a € K:
pentru un @, din K si r > 0.

Se poate introduce nofiunea de convexitate intr-un mod echivalent
114 a folosi un punct specificat in mulfime (centrul) in felul urméator : spu--
nem cd mulfimea B are proprietatea (C") daca

(C') Pentru orice a, b, ceK, a-+ b+ c=1avem aB + bB + ¢cB< B.

Se verifici ugor ci B are proprietatea (C") dac §i numai dacd B — %o
are proprietatea (C), unde x, este un punct oarecare din B.

Deoarece intersecfi xi, se poate defini
invelitoarea convexd a unei

co (4) = N{B: B convexd si A < B}.

a de mulfimi convexe este conve
mulfimi 4 < E prin:

Avem
co (A4) :‘Zaixi: 4, e K, Ya; =1, %, €4, i=1, ..... % nEN},
] i=1

i=1

gau daci 0 € 4, atunci

co (4) :{Eaix,-:a,. eKymed i=1...,n8 % EN}-
i=1

Averﬁ deasemenea
co(xg + A) = %0 + co(4).
| O prenormd n.a. pe un spatiu vectorial E peste un corp valuat n.a.
f K este o aplicatie p:E —» R verificind conditiile :
P,. p(x) = 0,
| P, plax) = lalp(x),

P, plx +y) < max (p(x), 2(9)).

pentru orice x, ¥y € E si orice a € K.

| A
Daca in plus avem

P,. p(x) = 0 implicd x = 0
pentru orice x € E, aplicatia p se numeste norma n.a.

Valuarea 1.a. a unui corp K este o norma n.a. pe K, consi
vectorial peste el insusi. ,

Ca si in cazul real sau complex, unei mulfimi convexe si absorbante
B < E i se poate ataga functionala jui Minkowski pj definitd prin:

pp(x) =inf {la]:x € aB} pentru orice % € E,

derat ca spafiu




64 STEFAN COBZAS 4

care va fi o prenormj n.a, verificind .
{x € E: py(x) < I} Be(x S E:py(x) < 1).

In plus, daci E este un spatiu vectorial topologic peste K si B are un
punct interior, atunci ?p va fi continuj. '

Un spatiu vectorial topologic separat £ peste un cotp K valuat n.a,
S€ va numi spatiu local conyes n.a. (prescurtat s.1.c, n.a.) dacd are o bazj
de zero-vecindtiti formaty din mulfimi convexe. Ca si In cazul real sau
complex, topologia unuj s.l.e.n.a. E este generatd de familia Prenormelor
n.a. continue pe E, ‘

4. Completitudine $i c-ecompactitate

Un filtru pe un spatiu vectorial E peste un corp valuat n.a. K se nu-
megte convex daci are o bazy format4 din mulfimi convexe, O submulfime
A a unui s.l.cn.a, E S€ numeste e-compact i (convex compactd) daci orice
filtru convex pe 4 are un punct aderent in A, Notiunea de c-compactitate
a fost introdusi (e T. A. SPRINGER [8]. Tot in [8] T. A. SPRINGER a
aratat cd o mulfime convexa si c-compacti intr-un s.1.c.n.a, Peste inchisy,
N. DE. GRANDE-DE KIMPE [2] a demonstrat cd are loc:

. " :
Propozitia 4.1 0 Darle c-compacty St comvexd a wumug slen.a
este completd, ; ‘
Vom da o nouj demonstraie a aceste; Propozifii. Propozitia 4.1 va fi
0 consecin{d imediat¥ a lemej urmdtoare. Tn aceasty lemy E va fi un spatiy
local convex peste corpul numerelor reale sau complexe, sau un sil.en.a.,
lar prin convexitate vom infelege convexitatea obisnuity din spatiile vec-
toriale reale sau complexe, sau convexitatea nearhimediand introdusy la
punctul 3,

Lema 4.2 Fie E yy Spafin local convex. Daci A este o submiultime
convexd a lui E, atumei A este completd dacy St numai dacd ovice Siltro
Cauchy convex pe A este convergent cdtve wun punct din A.

Demonstra fie. Necesitatea este evidentd. Pentru a demonstra
suficienfa si Presupunem cd 4 este convexs $i {F;:i € I} este un filtru

ca F, © %, 4+ U. Deoarece U este convexa rezultd co (Fy) < xy+ T,
deci filtrul generat de {co (F,)} in E converge citre x, si prin urmare va

fi un filtry Cauchy convex. Din F; = 4 si convexitatea lui 4 rezults co

o~

(F;) < 4. Daci 7 este ¢ O-vecinitate ir}- E 51 ¢< Ieste gstfel cf co (F;) —
0 (F,) C U, atuncico (F:) —co (F)c T M E. Deoarece [ N E formeazi

0 bazi de O-vecinititi pentru £ cind U Parcurge o bazi de 0-vecinatiti
convexe pentru £, rezulty cf filtrul & generat de {co(F,)} pe A va fi un
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in i a i cd el va fi convergent cdtre un
i . Din ipotezd rezultd ci el v it cdtre un
i Cqucﬁy lgoﬁvzfunci si ?iltrul mai fin § va fi cogveggetﬂ:ncc::,ufeeste d$e
punc‘g %(lirclaoafecea am presupus spapiul separat rezultd cd p
punc

i i t.
S ’flo)éazul nearhimedian putem preciza mai mul .
itia 4.3. Fie E un spatiu vectorial peste un corp valuat n.a.
Propozif 3. ] |

K, x €E, 0 A, cE, a, K, i=1,..., n
Atunct : ” |
- - Ax- AN = ;% 4+ a, CO(A,; .
co (; ai(xi + At)) = ;co(a,(x, + 9)) ; (] ' t Sumele
stratie. Deoarece co(4) este format din toate
Demon .
finite de forma

ibiyfy b = Ko 3; =4,
1=1

rezultd cd

co (i a‘A.-) = {é@ co (45),

i=1

Iavers, "
" . s v R d-A ) »
ajd; = Zl a;4; implicd co(a; 4y) < co (f\—:} o
pentru " y
” a .
j=1,2 ..., n. De aici ; co(a;4;) < €0 (; ! ’)
Deci

co(i A,'a,-) . Zl co(a;4;).
i=1 7=

Tinind cont de faptul ci |
co (@4;) = a; co (4;) st co (% + 4;) = % + co (4y),

rezultd egalitdtile scrise.

nd i intr-un sl.cma. E st
4. Fie U o O-vecindtate convexd it n sloma E s
C 0;3 Odi ao;dfn U :l lwi E (adicd F — F < U). %mn? Es"z, (Zh(‘ n)w. o
ch}?f an' In particular, daci {F,} este un filtru Cauchy pe E, «
or 3 ,

geneval de {co(F;)} este tot Cauchy.

— Revista de analizd numericd si leoria aproximatiei, vol. 3, fasc. 1,
5 ista a f 974
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Demonstra tie. Incluziunea F — € U implicd, conform Propo-
zifiei 4.3

Co(F) — co(F) — co(F — F) < U.

5. Separarea mul{imilor conveye prin hiperplane

Fie E un spatiu vectorial peste un corp valuat n.a. K. Notim ca de
obicei cu E¥ dualul algebric al lui E, adicy spatiul vectorial al functionalelor
ini inite pe E si cu valori in K. Un hiperplan H in Z este o multime
de forma: {x E: f(x) = a} pentru un @ <€ Ksiun f e E*.

n [4] MONNA a introdus nofiunea de parte a unui hiperplan H in
felul urmator - pentru z, y e ENH, relatia |, x ~ ¥ dacd si numaj daca
co ({x, y}) N H = @” este o relatie de echivalents in E N\ H. Clasele de echj-
valenty Se numesc,,pdrfi” ale lui 4. Spunem ci doug mulfimi 4, B < E\ g
g‘i{t Separate de H dacd sint continute in clase de echivalentd diferite ale Juj

H.

Se pune in mod natural problema separdrii submultimilor convexe
dintr-un s.l.c.n.a, prin hiperplane inchise, adics hiperplane determinate de
functionale linjare si continue,

nainte vom prezenta insd citeva rezultate din teoria s.l.e.na,,
lIucrarea [9].

Spunem ¢4 un Spatiu prenormat n.a. (E, p) este sferic complet 'daca
orice familie tota] ordonati prin incluziune de p-bile finchise are intersectia
nevidd. (Prin p-bilj inchisi intelegem o mulfime de forma {x €E:p(x —
— %) <7} pentru un % € E sir>0).

T. A. SPRINGER [8] a aritat cf jun corp valuat n.a. este sferic complet
dacd si numai dacy este c-compact, De aici se vede cd notiunea de c-coni-

te, deoarece o

urmind

normat n.a. peste X cu dualul redus la functionala nulg.
om presupune in cele ce urmeazy o & este un s.l.e.n.a. peste un corp
valuat n.a, sferic complet K.
Vom nota cu E’ dualul aIgebrico~t0po]0gic al lui E, adicy spatiul
functionalelor liniare §1 continue definite pe E si cu valori in K. Dupd cum
am mai mentionat topologia lui £ este determinati de familia Prenormelor

n.a. continue pe E. Vom noty un astfel de spatiu cu (E, T) unde cu I' am
notat o familie dirijatd de prenorme n.a. continue pe E care genereaza topo-
logia Iui £, Dacy valuarea lui X este discretd se poate presupune firg g
restringe generalitatea cd T(E) c Ny — {la]:a = K) ([9]), pag. 257).
O submulfime 4 < E se numeste D-inchisd daci pentru orice x, € E N4
existd un p e D astfel cd p(d) < 1si P(xe) > 1. O mulfime Minchisi este
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i 3 i K este discretd atunci
isd i gi ine pe (). Daca valuar:ea 1511v iscr tuw
inchisd, C?“‘E,Xﬂi s:ecczi(;lrl;::la, I;.dicﬁ o mulfime inchisi, convexd si cont:;%c}

es?e'adgvjsrti aI‘g.iuchi'-:ﬁ Mentiondm urmitoarea consecinti a teorem
origine = sd.
- ch: p
Hahnj;iim 5.1. ([9], [6]). Fie K un corp v;ah;qtvn.a. Es%m\.cA c;y;:ﬁfg:
n Shobs , ) istinchisa, x, .
; .peste K, 0 € A < Ecom.'g_xavs \ ¥
o quz f[)za‘c::g ﬁalﬁarea tui K este discretd existé un f = E’ Iasz;fel cd | f(A)]

i lff".:f’o)ID?zc}i‘ valuarea lui K este densd existdé un f = E' astfel c@ |f(4)] < 1
51 f(xg) = 1.

Vom demonstra acum doud propozifii ajutdtoare.

ozitia 5.2, Dacd A este o submulfime _co%!ex;‘i ﬂi’ f;sr;?lasg
st BPorsgafﬂn-ulﬁém.e convexd st c-compacta intr-un stlen.a. E alu
este inchisd. o
Demonstratie. Se poate prelua demonstratia din [7], Teorema
i i indtdtile U convexe.
.11, (iv) luind vecindtéti - o
I (iv) ozifia 5.3. Fie K un corp valual . Cl miuqﬂ? cg;zig, {E;E}'.
” Olpcngz peste K st A o submulfime I‘~mc{z¢s§ c::i u:gsc‘.ﬂw ed {2}
1536 Zi:?:r ;w de elemente din K astfel ca sirul {|la,|} sd fie desc
g ' 3 ’ -
gent cdtre 1 atunci M a, A = A. | t e 5 eon
ti 1 te I-inchisad este con _
g atie, Deoarece o par . i
e e r1 Eezulte'l A < a,4 pentru orice #, de unde 4 < (:]a,,
fine pe 0 si |q,| > i

, A <1
Dacd z & A, A fiind IM™inchisd va exista un p = I' astfel C&L’e(;{)).} 1
si p(z) > 1. Alegind #n astfel ca p(z) > |a,| = 1 i av;arg: a”A " Deci
.(Ieei a,' z & A, sau echivalent, z & a,4 sia fortiori z wo "
i rezulti egalitatea doriti.
N ad = A si rezn _ al
; Putem trece la enunful teoremei de separatie. Vom nota cu Z, corp
intregilor modulo 2. v L vezidual dife-
7 luat n.a. avind corpu 4
TEOREMA 5.4. Fie K wn corp (MA B doik submuliimi T Ynchise o
e B 2 ind 3 eoompeatt Bark o e b eyalod submgimi T Snchiso
BBy s g . L &y separind pe A st o 4B
tunci exista wn hiperplan inchis . i hehics
g stratie. a) Valuarea lui K este dtscre{a; O PPMteoEi ,:;:];S;
unlt?jesr{lc(.]nr.la. fiind inchisd si convexd, rezultd, aphc{;l:g §ir8pe A+ B
o A + B este inchisa. Evident, A + B va fi S CO}“’Tm Teoremei 5.1.1°
;)aiu AN (xy+ B) = & rezultd x, & 4 + B'ﬁl c01)1|0> 1. Fie g, — flxy).
existd un f = E' astfel ¢ |f(4 + B)| < 1 si if{x)o] =1, Mt 15, &
Din faptul c& |f(B)| < 1 rezultd |f(x, + B)| = |f(%, lui K fiind discretd
—!-lnB)agste convexa in X, deci va fi o| b1|1}a 51 \éilu;reea I:.;u e
i @ € K;|a—a <[4}, un i ' B) in con-
::réa Iflt1 |d§ ft?flmifo{m avea |0 — ao| = |ay| < |4y, deci 0 = f(x, 4 B)
ol & :
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tradictie cu relatia |f(x, 4 B)
rezidual al lui K fiind diferit de
= |6y — 1. Fie atunci H = {x
S 1< gyl = |@ghy|, deci 4 < g,

Dacd ar exista un x o HN (%4 B) am

(%) — ay| = [y — ay| < |@;]. Dar, pe de altz parte, |z
> |a,]. Aceasty contradictie ne

3.2 %+ B va fi confinutd intr-o clagy de echi
prin urmare H separd mulfimile 4 $i %y -+ B.
b) Valuarea i K este densd,
sd fie un gir descrescitor, convergent citre |,
chise vor fi inchise, convexe $1 vor contine pe 0, §

Din Propozifia 5.3 4,4 =" 4 deci 4 N (

cu ipoteza ficuts, Asadar existy un %o € N astfel ca

(1) A () (%, + B) — &,
S4 presupunem joum cd ayd M (x, - @,B)
Sirul {|a,|} fiind descrescitor,

S % + @B pentru orice 3 o N. B fiind c-co

+ a;B va fi ¢-compactid. Aplicind incs odaty pr
§1 5.3 rezulty cx

| = |ag] > 1. Prin urmare (a,| < |4
Z, existi un by = K astfel ca f
€ E: flx) = agbo}. Vom avea
» unde cu H, am notat clasa de echiva-

len{d in raport cq hiperplanul H elementuluj 0 = EN H

Evezi [4], 1.8).
avea f(z) =

Sf(%o + B), deci
obo — @, = |a,|
- Din [4],
itd de H, si

aratd ci H () (x, + B) =@
valentd difer

B #N (@A N (% + %B)) = a4 N N (%, + a,B) =

= @AM (% + N ¢,B) = a,4 N (# + B),

in contradictie cu relatia (1). Rezults exi
(%0 + @, B) = g, si luind a, = q,,
> 1si

(2) @pd N (x4 +- @B) = @.
Din Propozitia 5.2 @gd + 4
din (2) %, & @¢4 + a,B. Din Teorema 5,
ca [fla,d 2oB)| < 1 si f(%y) = 1. Fie by =

<|by| de unde 4 < H, ([4],1.3)
<lag'| <1, de , unde |f(x, 4 Bl = |f(x)| = 1> [Bo].
+ B)N\ H =@ si din [4] 3.2, mulimea %o +

sid de echivalents diferits de Hy, adici H separ.
Teorema este complet demonstraty.

Deci

B va fi continuts intr-
d mulfimile 4 $i.%,

cd

ol Corpul
bol =1 =

If4)] <

Fie {a,} un sir tn & astfe] ca §iru1-{_jla,,]}
Multimile 4 si B fiind

# J pentru orice % e N,
B convexy $1 0 € B rezulty %

mpactd rezulty

o+ a,B =
| " It
oprietdtile 1,13 (iii) din [8]

51 x

stenfa unui n, & N astfel ca a, A
unde »’ — max(n,, #,) rezults |@o| >

oB va fi convexd, fnchisi, va confine pe 0 gi
1,2° va exista un f€ E’ astfe]

K astfel o) lay'| < |&

sifie ={x e F CA(#®) =5, Relafia |f(a,4)| < 1 implici [f(4)
+ Acelasi rationament ne araty

ol < 1

1< |ap'| <
cd [(B)] <

(%0 +
o cla-

+ B.

-in-

4 presupunem cj pentru
orice n « N q,4 N.(%s + B) # &. Din C-Compactitatea Iui x, + B rezults
(vezt 18], 118 (iti)) & % (3 (a.d () (o f B)) = (% + B) N (N a,4).

%o+ B) #Q in cout;adjcj;ie
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d cont de faptul cd in cazul unei valudri dislcégete o mulfime con-
inind con e Pl ,
vexéTl;]r:ilhisﬁ si confinind pt} 0 j:teéug‘—}?d;?:, dﬁ:;xgtd i conpul pevidial
( Y valuay .
C a9 }‘ga éﬂfzir fz?eaczi, vfiorema 5.3 n‘i’mfm' adevdm;ftédacd presupunem
;:fﬁi; ;ifi if Sty iﬂgﬁisi . tf:? :xg;ﬁgﬁ: ;ic;?::fiunii. de separafie in
R 4. Un studiu foarte . 17 ke Bein
x R?in:::tzzoiizle n.a. a fost fdcut de j ». CPARP?:iEfRS-ig.] p
;lrlesgﬁile demonstreaza urm{‘itoa;elap‘c;i(t):eﬁé sE! Ts_?‘eliic comblél K, o corpul
5 i vecloria : sjei Ay
; D_‘f‘?‘:i .E fftz 8“; Sﬁ“@i C, sint doud submuﬁfzm@ congexei_ % disjuncte ale
resiinal dijer existd un hiperplan H in E separind peltirh i S sk 56 6
e Fb:ﬁ;f:tratia acestui rezultatdii: ?;1)283203»@1{1; 1110) o1 Gemanstratic
% ven 4 referitoare la module (Propoz ' i hiperplan
teoremd generald re ind apoi faptul ¢4 daci o parte a un D
destt}]-- de compllfﬁfér?ﬂfigegplﬁnul este inle}is, rezultd separani:‘a ?111:1;111&132
contine url,\l)u];'lic a doud mulfimi convexe d}gjuncte din 1care E‘Z mp Fahs
hiperplan ultciﬂieri or. De aici se obtine, ca si in ca;zu}ﬁreaa S;:}lué Su% oo i
g;e ;1;13311;1111{1: [7)) separares prntrun h]iIcJerTP: audirlll (i:a:c una este compacts.
ise si disjuncte ale unui s.l.c.n.a., A : pacs
coni'y N g;m}:l;sze gé:?éﬁgm(:le compactitate se1:: ‘poate inlocui cu condifia de
L B moest afiel urmitoare: L .
E—compactitate pe b:Z;l 52"’;?; Jt”l B sint doud submulfimi con_v:;e, 43{;{{5;2?
Bt otp 32§ lu?}f;f?gé‘ﬁlﬁ a. E si A esle c-cofgpacta atunct existd o
| disjuncte L S.b.C1A L § g | . N
ﬁéf:g gt astf:el mPt:itDu (gri—’c_e Ug-vecinétate convexd si d?sc%sg
. - . - . a
D em ?}n fnﬁl{tﬁge‘ae B + U va fi convexd si geschasﬁéxglecii (?SI,C h?:ﬁ 1sU
g.onn -, 4 tru orice O-vecinitate convexi, J
i a8 Dy Pesit on itatea lui A4 rezultd ca
(vezi [5], pag, A # @, atunci din c-compactita z :
: i re intersec
a_v:m éch:_ntzL)t Lée mﬁltimi convexe, inchise {(B + U) N 4} a
m - -
2:59. t?Jvavidﬁ. Deci existd un x, astfel ca A BAA—BAA
%, € N{(B + U) N4} = (N{B + U}) ﬂd_ .
icti i 4 multimile sint disjuncte. ) —
o cointr?idlcgﬁsifa;ilz:)tﬁﬁéc?n acgastﬁ, lucrare teoreril:; &ri- z?ﬁgsl‘;lllé‘l;: plu
: gl i din cazul real sau comp Aicowrs
urmat o cale analogid cu Ccea dm debarasim de ipoteza de I-inc
in pa reugit sa ne deba ] 46 thh.
[7])'iDm %?csfleeil?al?gri deise reprezintd efectiv o restringere fatd
care in cazul u
difia de inchidere.

X HES
s ENSEMBLES CONVEXES
PARATION DES EN ¢
THEORE%EIS\TSDI%SSESPACES LOCALEMENT CONVEXES
NON-ARCHIMEDIENS
RESUME o
ité et la sépa-
ts regardant la c-compaci
ti Noggspégls?;ﬁeguit}:;e 12?1;?113@ %ocalement convexes SUr umn corps
ration :
v:iué non-archimédien.
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