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PROGRAMARE FRACTIONARA LINIARA CU RESTRICTII
SUPLIMENTARE
de
HORVATH ION
(Cluj)
» {n aceasti lucrare se rezolva o problema de programare fracfionard
liniari in care funcfia scop (1) este supusi, in afara restricjiilor obignuite
(2) si unor restrictii de forma (3). Pentru aceasta s€ foloseste metoda expusd

de CHARNES §i COOPER in [2], vol. II, apendice F, convenabil modificatd.
in ultima parte a lucrdrii se rezolyi un exemplu numeric.

1. Introducere

Considerim problema generald de programare fracfionard liniard (PFL):
4 se maximizeze funcfia

(1) R(y) = ZH5

supusi restrictiilor

@ Ax =b
o xz0

e m X n dimensionald, % vectot coloani # dimensional

unde A este o matric in '
mensional, ¢ §i 4 vectori linie # dimensionali iar « i B

b vector coloand m di
constante scalare.
Presupunem ci mulfimea solutiilor sistemului (2) este nevida, marginitd,
i in plus, pentru orice solutie % a lui (2) avem: dx + p > 0. Vom numi
problema (1), (2) cu aceste ipoteze suplimentare, problemd de progra-
mare fracfionard liniard uzuali sau pe scurt, problema favorizatd.
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2

Fie acum problema : s4 se maximizeze funcia (1) cu conditiile; (2)
la care se mai adaugi ufmétoar.ele restrictii :
(3) Sx =0
unde S este 0 matrice ? X n-dimensional.

Problema ( 1)—(3) o vom numi problema extinsi a PFI, sau pe scurt

problema extinsi. Tn’ cazy] cind functia (1) este liniar problema a fost
tratatd de wm. BAKES In lucrarea (1).

2. Abordarea problemei

Pentru rezolyarea problemei propuse vom aplica metoda simplex sub
forma expusi de CHARNES $i COOPER 1n [2] vol. IT. Acest lucru este posibil
deoarece (1) este o funcfie monotonj si deci solutia optimd este atinsi pe
un virf al poliedrului determinat de restrictii,

Vom nota cu Ap o bazi a problemei uzuale, Fie 4
diferite de coloanele Iuj Ap astfel inctt, notind e S
corespunzétoare Ini 4, si Ay, matricea B de maj jos s

e P coloane din 4
# $1 Sp coloanele din S
4 fie o bazi a problemei

extinge :
(4) o B = [AF AE]
) : SF SE .
O solutie de bazj a problemei extinse va fi datj de urmitoarea relatie
matricialj ;
5 s ST [
Sr Sz Xg 0
xF _2_ 0, xE g O
care dupi efectuarea produsului din membrul drept se poate scrie sub
forma
Deoarece A, este o bazg a problemei uzuale, existi o matrice T unicy,
astfel incit '

6 A = A,T,.
Tinind seams de (6) egalitatea (6.1) devine:
(5-12)_ : Ap(xp + Tpxg) = b
Dacd notim cu ’

7 ;;:xzv“f‘ Texg
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(5.1.2) se mai scrie

Ax=2b
(5.1.3) P

] : . A Ly
1 F

Sex = (SsTz — S&)%s.

(5.2) ne dd

8

Solufia %z se poate obfine acum din (7):

A
xF = ¥ — TExE. 1 . _
9) i 4 unicd Ay, prin ut-
i i unica Ar,
A, fiind o bazi a problemei PFL, are o invers
iin
F

mare din (5.1.3) avem cd

) %= A7
(10 ,
it 1 da
re inlocuit in (8) ne
le) SpAr'd = (SpTs — Se)%e
(

Atdm cd icea (Splz — Sk)
existd trebuie sa aratam ca matricea (Sglg

V ; unci i iciala
Pentru a ardta ca xg e otin matr

iul, at

este nesingulard. Presupunem contrariti
(SpTs — Sz) # =0 |
tunci

e zero. S3 notiam Tpx =y. Avem 2

lutie diferitd d
are ?_?0 g Sa Ao

e = Agy — ApTex =0
ecuajia care se mai pot scrie astfel |
e L
Sp Sgl ¥
i i int li
inseamni ci coloanele problemei extinse nus
care S

ceea ce contrazice definifia biz‘(;,;. .
i istd si s
Prin urmare x5 exista §

-1

niare independente,

alcula cu formula

8.1) -
Tiniﬂd_;seamé de (6), (9), (
cula cu formula

P — Sgp)'Spd5'b
©.1) wp — A7 — A7'As(SeTs — S5) 'S¢

ea lui va cal-
10) si relajia de mai sus valoarea lui x se va c .




l

Sedr'A, € {m+ 1, ce A P}, adich @ nu
aparfine bazei uzuale, pentru opfinerea

substantial deoarece produsele S,4;'
precedenti. In caz co

data de
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sau

=L, — A7'A4(Sp Ty — Sg)~47"%
unde am notat cu I,, matricea unitate m x m dimensionali

3. Schimbarea bazei
Introducem urmitoarele notatii

: ay; ot 1,5
aie[?] af:,,: v ]
S'r- .

L @i am+p,i’
I={12...,m+L #} multimea indicilor vectorilor de bazj iar J = fm 4
+241, ..., 7} mulfimea indicilor vectorilor nebazici.

Solufia obfinuti in sec

tiunea anterioari este optimd daci se verifick
conditiile stabilite de kantr

] SWARUP in [5], care in cazul problemei extinse
se scrin
(12) Aj = (dpxp + dgxy - B)(e; — cpal — cps)

— (epxp + cpxp + «)(d; — dpal — £s’) £ 0 je]
unde vectorii coloan ¢y, dp, cpsi dp au ca componente elemente din ¢ res-
pectiv 4 corespunzitoare v

ectorilor care compun baza uzualy respectiv
vectorilor care sunt cupringi in A,

Dacad (12) nu se verifica pentru t
i imbunitatits. Fie A>0,ve I d
si A’ va face parte din noua bazi,

Criteriul pentru determinarea vectorului care iese din bazi este acela
din simplexul obisnuit. Indicele % al vectorului respectiv este dat de relatia
(13) 2t — min X pentru w;, > 0

wk' il wj,

unde w,, sint componentele vectorului w; = B-14+

ofi 7 € J inseamni ci solutia peate
eci %, va face parte din noua solutie

te]
4. Observatii

1) Matricea Sply — S, din (8.1), in baza relajiei (6) se va scrie
— Sp. Prin urmare, daci &

noii solutii x,, xp, calculele se reduc
si Spdr'd sint cunoscute din iterafia
. ntrar se refac toate calculele.
Condifia de optim sub forma (12) a fost stability pentru  prima
E. MUNTEANU $i ¥, RADO in lucrarea [6].
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5. Exemplu numerie

S4 se maximizeze funcjia

xy + T — 5%t 1
R(¥) = 7

2, + 47 + 7% + 10

supusi restricgiilor

By + 5% — Ts — Ha T o f 1’?

— %, + 2%, + 3% +2x5: 3

%% +9x2+ x3+4x4— X5 = 5
1 x_>__0 i::].,---:

. sotiei suplimentare
5 restricjiel Sup 561 A4 2my — %5 — dx, + %5 = 0

] 111 6 x7, xs in g

=15
3, + 5%y — 7% — x4+5x5+xs+x .
— %3 + 2%, + 3%s S 7+ K= 3
2, + 9%+ H T AN B
%20 i=1....8

Il

I

t i . ; p ca
1 S S )

R _ [3 a7 aB).A

” e sa din Ap = (a8, &, .

baza uzuali; Vit&ng?r%glzla problemei extinse va fi
Fie AE:: a’. o 1 0 0 5
‘ : 2

; 6 a7 a8 ad 0 1 0
Bl_s s | e s slel Jgoof 1
q. 7 b

4 = 0. Din
o e
S (0,0, @), din formula (8.1) rezultd ca #p 5
Deoarece of = ,0,9), !
relatiile (9) gi (10) avem ca ,
T _ A7 'b=| 7
2 = (g ¥y %e) = AF 5

‘]n(le 1111 X X 1 .-3 ()l Ve t() tIa
I ( HERPE B) S~ el at C 1’111 IlSleS,
p " 2 B

: y = 1/10.
VT = (15, 7, 3, 0)7 si F(x%) /

ﬂlz}(jx“, X5 xﬂ’ J‘\:‘s,}
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Iterat,ia 2-3. P se

a . calculeazs A. »

Sreies e <A, 4,<0 i Z‘:i"() J=J=1{1234
n bazi > X

G. HADLEY [4 ﬁa:‘ se determini folosin

o , ,
}ifom ?ntroduce in bazeflei)?lja ({fzgcf? : S?
metoda perturbirii. (vezi dé 'exen;);ﬁl

min = %) _ ()
ter g gy @y <0

I = {6,7,8,5)

Deci A2
va lua locul vectorului 45 Noua bazi B bl
2 8 problemei este

B, — [AF Ai-] _ as a? g8 g2
] Sp St st 7 g8 s2J
ormulele (8.1) i (9.1) ne dau

| 15
=0, x,=]|5
3

Prin ur
mare x? = (g, 4, Xy, %5)T iar F(x?) = 1/10

I i :
teratia 3-a : se calculeazs Ay j=A{1 3,4,5}

A <0, A '
3 5 <0, Ay > 0. Deci A¢ Se determini A, < 0

" : ’
a face parte din noua bazj

B; = [A; A}&] __[616 a’ gt az]

*
*
SF SE SG S7 S4 52

AVEH] ca == * .
= A;—]- + iEA-:_(;ii:*AF ]A;_.g — S;‘)'—l 5‘; A;—-I b — 3/11
r Ar xp = (303/22, 71/11, 3/99)7 }é(x;) Xp Tﬁf(gﬂ’ Xy, %,)T =
A » == 1'

Iteratia 4-a:
Ay <0 A ¢ se calculeazi A
:U5<0.]A 3 . j’-?E{IJ3)5,8.S L
determini cj vec‘iorgfdoﬂ' \‘?La ig;?’:i’i_inbnoua baz}é Ale gitiﬂ?mal AEI 3
i din bazi. Noua bazj ‘mula (13) se
a va fi

A* o
e[ )
Noua SOlutie este F E Sp st

2g = (Sp Ay ' A% _ SE)TISE ANy — 1
F =
Xp=Ar b — ApT 42
r= Ay Ar™ AR xy = (49/4, 8, 1/4)7

Solufia gisits 44 —
deoarece toji Ax = (%o, %, 2%, %) 7 = (49 A
| < /4, 8, 1/4,1)7 :
<0, 7 < {2,3,58}. Maximu func/;i'eli) e‘s(fcsetel"§ O%uga optima
x%) =1/3.
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LINEAR FRACTIONAL PROGRAMMING WITH ADDITIONAL
(ONSTRAINTS ’
SUMMARY
e solve a linear fractional programming problem in
constraints (2) and moreover to (3). We

find the optimal solutions of (1)—(3) by direct split of the double reverse
method due to CHARNES and COOPER [2]. The optimality of solutions
is verified using the criterion of K. SWARUP [3], which is the same as
with that of E. MUNTEANU and F. RADO [6]. In the last part of

this paper we solve an numetrical example.

In this paper w
which f(x) is subject to usual
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