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TEOREME DE MEDIE PENTRU COEFICIENTII
FOURIER — JACOBI

de
ALEXANDRU LUPA$

(Claj)

Impunind anumite conditii de derivabilitate de ordin superior asupra
unei funcfii f: [—1,1]— R, N CIORANESCU [1] stabileste urmétoarea te-

oremi de medie pentru coeficentii lui Legendre: ,existd cel putin un punct
£ e [—1,1] astfel incit

1 " 1 1
(1) SP,, (%) f () dw= L2 S SVZ (KoZou - - o %) Aoy . . . A%,

T w41
-1 -1 -1

unde V(%q, %y, - .., %,) este determinantul lui Vandermonde.” Menfiondm
o4 formula de medie a lui N. Ciorinesctu a constituit punctul de plecare
al unor cercetiri din domeniul analizei numerice (vezi [4]).

Utilizind teoria ,,formei simple” a functionalelor liniare, dezvoltata
de citre 1. popovicIu [3], vom gisio generalizare a formulei (1) ; totodata
se va inlitura ipoteza restrictivd cu privire la derivabilitatea de ordin su-

perior a functiilor ce intervin.

1. Folosim urmitoarele notatii
w(x)Z(l—x)“(1+x)ﬁ, xE(——l, 1); a'>—1’ B>—1»

P®® (x) = k,x" + ... este polinomul lui Jacobi,

5 __=_1_(2n+oc+ﬁ),

o oom #

Ji < fa < ... <]y, sint radicinile lui Pe®) (x).



80

ALEXANDRU LUPAS

Dacd f: [—1,1]— R, atunci

1 X X3 ..., an—1 f(x)
1 ¥ +2 o —1
L N J1o... 71 ]
D(%,7,, 7o, .. i) =11 .2 1 Sf(71)

Ja jac g fUs) |,

Vode ™ f)

L a af... ap!
2
V(alj A, .., .’am) = 1 2 Az ... a::—l
1 Ay afn dz_l
(! 0 "
AR 2R - T + o« + )T + g4 1 !
——Toer)in+p+1)

Tt et B4l Tt ) Tnta g oy hsw(x)lPﬁ“’ﬁ’(x) [ dx.
2 In continuare de

o monstrim urmstoar -
ol O 4 i .
indici forma elegant sy area teoremd de medie care ne

| b care se pot reprezenta coeficientii seriei Iui Jacobi
b TEOREMA 1. Peniru orice feCl—-1,1)] .
o 01, ..., 8, din iutervalul [— '

(2

existd  punctele distincte
1, 1], 6, = ¢, (fi,B), astfel incit

[ (@) P () £ (3) dw =

— 2”+0¢+‘3+1 B(

%nde [60: el: L]
60: 01: >

Demonstratie. Avem

%+0€+1,”+p+1) [60.- le"wen'.f]

s 0,5 f] este diferenta divizati a Junctiei [ pe punctele

.y 7

(x, . . ’ V
j w(%) PP (%) D(,4,, 7, e dns f)dx =

-1

3)

1

CA Voo vos5u) (i) PED () fia)

-1
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Deoarece pentru x € [—1, 1]

Vi Ju o o 8 = (0" VG o oo i) =10 =

— 1 P : o
— (—I;LV(];D Jor s jn)Pﬁ’ § (x)

"

din (3) obtinem

1 1 » [} .,
Pg;“'m d _— _l_ x PLG,B) x 2 D (X.]p]a yeon I 'f) dx.
4 5 w(s) Py(n) fl2) = - _515»( ) | P (e =P

Pentru rigurozitatea caleulelor, menfiondm céd desi nu am presupus deriva-
bilitatea lui f, functia care apare apare sub semnul integrald in mex.nbrul
drept: din (4) ia valoare zero pentru % = 4,. Tinind seama de egalifatea

[Pl ) R S = | PER (1) P G e i

(pentru x = j, ambii termeni ai acestei egalititi fiind egali cu zero) din (4)
rezultd :

()

1

'\ plaB) — 2 PB) () |2 o5 fldx.
i P () ) = { 0@ |PE@ [ (5 o - i 105
-1 [ -1

Pentru #, «, P fixate si considerim funcfionala liniard 4:C[—1, 1]1>R
unde

1
A(f)= | v PP (x) dv,  f € C=11]
-1
Dacé h e C[—1, 1] este convexd de ordinul (» — 1) pe [—1, 1], atunci
din (5) observim ci A posedd proprietijile
5) A(R) #0
i) A(g) =0, k=0, 1, ...,n—1, unde ey(f) = ¢t*; in plus
BB
Afe,) = '; — QntetBtl Bw + a4+ 1,7 4 B+ 1).

6 — Revista de analizi numericd §i teoria aproximatiei, vol. 3, fasc. 1, 1974.
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4

Conform teoremei de reprezentare a lui T. poPovIiCIU [3] (vezi si [2],

pag. 196) rezultd cid existd punctele distincte 6, € [—1,1], i =
astfel incit »

A(f) = Ale,) [60, 8, ..., 8,5/,  feC[—1,1],
ceea ce completeazd demonstratia.

O funcfie f : [—1, 1]'> R se numegte absolut monotond (in sens genera-
lizat) pe [—1, 1] dacd diferenjele divizate de orice ordin si pe orice sisteme
de puncte distincte din [—1, 1] sint pozitive. Cu alte cuvinte, pentru orice
puncte distincte 2 e [—1, 1], i =0,1, ..., p

’

[x(()P), x(l?),...,xg’);f]>0, P=O;1,2,...,

Corolarul 1. Coeficientii Fourier-Jacobi ai unei functii f = C [—1,1],
absolut monotond pe [—1,11], sint numere pozitive.

Dacd f: [—1,1] > R are o derivati de ordinul intii continui pe [—1,1]
se observd cd d(x) = [, 71,y -..,7,; f] defineste o functie continui pe
[—1,1]. In acest caz, punctele intermediare 0, 65 ..., 6, din (2) pot
sa fie precizate.

Teorema 2. Dacd f € C[—1,1],
0 = 0(f,a,p) = [—1,1] pentru care

1

§ w(x) Py (x) f ()dx =2+ 841 B+ ot 1, 1+ B+ 1) (0,70, fuy - - -7 /.

-1

atunci existd cel pufin un punct

Demonstratia rezultd imediat prin aplicarea in (5) a teoremei de medie
a calculului integral.

3. Fie 7,7, ..., 7, tidicinile polinomului lui Legendre P, — P®9
si fie T,(x) = cos » arccos %, x = [—1,1], restrictia la [—1,1] a polinomului
lui Cebisev de speja intiia. Deoarece

1 1

Pﬁ*'ﬁ*‘?) (x) = 2~ (:n) T,(%), xe[—11],

considerind a = =0, a =8 = — %, din teoremele 1 si 2 gisim

Corolarul 2. Pentru ovice funcic f € C[—1, 1] existd sistemele
de puncte distincte (mo, ™, ..., m,), (vo, Ty, ..., 7,) din [—1,1] astfel incit
1 :

. 21)+1 2\ —1
| 2o f () dw = ()7 (e
-1

com, s [l

Ty(x) T )
\fl — :c'f(x) da= on [To, T2, - o Tn :f]

l‘k’ﬁ_‘

1. om,
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Corolarul 3. Pentru ovicef €CV [—1,1] existd punctele 6= 0(f, P,),
t =Hf, T,) din intervalul [—1,1] astfel incit

. on41

2n\ =1 .
S Pn(x)f(x)dx:-in'_;_l(") [9,1’1,72...,1"', f]
-1
( Tu(¥) b oS ”_I‘TE 'J
al¥ . k2 8 ) :
[ st s = 3 [b cos g cos 7 2

MEAN VALUE THEOREMS FOR THE FOURIER-JACOBI
COEFFICIENTS

ABSTRACT

1 1 ) [—
The main results are the following: if f = C [—1,1], g = Cf(l [ -_15:&1 1,
then there are points 8, 65, ..., 0,, 0 from [—1,1], 6, # 6; for = # 7,
such that

i w(x) PP (x) f (%) dx = et B By o1, n B 1) [0, O,

21

cees 04311

1

S w(x) PeP(x)g(x)dr=2"""" " Bn+ a+ 1, n+ B+ 18, i Jar < eadns 8]

—1

where
w(x) = (1 — 2)* (1 + X)f, a>—1, > —1
: : {o0,8)

Jv g 4, are the roots of the Jacobi polynomial Py,

1 J2 "t n .

[%q, X x,: h] denotes the divided difference of a function A

0 V1l et Tno .

at the specified knots x;, 2 = 0,...,n

Tt follows immediately that the Fourier- Jacobi coefficients of an absolutely
monotonic function are positive numbers.
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