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de

AI,EXANDRU I]UPAS
(cluj)

scopul acestui articol este de a pfezenta o nouä metotlä de cuadraturä,
acealtïTlzi"¿"-su pe cea mai bunå aproxiqrare, a únei fun_cfii /i4 -'.8
õii"iãri"ãame de irað,n - l, pe mulli-mea E care este o multime discretá
Îormãtä tlin il' + | puncte distincte.

l. O meto¿ä preinterpolatoare de euadlatulä. ln cele ce u¡meazä

utilizåm urmätoarèle notalii:

E : {*o, frt, . . . , )tn\, vio : a I * tO - ø), - Ø < a' < ä < * æ,

c,r(ø) : (x - *o)(x - xt) ... (r -'in), k :+,

o¡(ø) : x(x - r)(r -2) ... (r - i + 1)(r - i - rl "' (* - nl

: ínr,r, d,x, s,(x):2-nå t;l *,
lzo, ..., z,iÍf"rtu ¿ii"ruo la divizatáde ordinul s,

L^(ts, ür, ..., t*; glø) este polinomul de.interpolare. al lui Lagrange.ata-
l"it'ü""i't"""trií'i"äié'g detiirite pe nodurile to, . . ., t^i g- este mullimea
polinoamelor de grad, m;

Fie /: lø,b)-+R; prin g,,-rl=9,-r.(E;^/l') .notäm polinoÎul' *
grad-nj l,'d" ä"" *"i't""¿ äõi."imárË'a iúnóliei / pe mullimea -E'

Cu alte cuvinte
max l/ - 9,-rÍl < m?x lÍ - þl pentru orice y' e 9'-v

EE,
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Lem a l. Pentru xÌ e E, j:0, l, . ...,n, (q)em

(l) 9n-r(E; flx) : Ln(,ro, nt, ..., ,ç,; fl| _
' l$o, frr, ..., *,r; f)Sr(r), r e R.

gärilt*onstrølie' 
Din il, teorema 2f, prÌn efectuarea unor calcule simple

s*-,,(E; flr):; å (î)r,-,1*,, nL, ...,xh_t, xh+t, ..., x,,;fl,t).

Pe de altä parte

Lr-t(fr0, rr, . , . ., !lh_l, !lh+t, . ,. ., !çtr; Jlx) :
: Lr(fro, frL, ...,, rr; Í14 - lxo, xt, ...., *,,; -fl ^(r)

,t _rþ
ceea ce completeazä demonstratia.

Aplicînd unele rezultate 
"uíãscute în legäturä cu polinomul de inter_polare al lui I.agrange, su st"t1iãft"

Lema 2.

f@) - 9,-r(E; flx):u(x)lx, xo, .,.,x,,i.ff *
* fxo, fr,, ..., x*;-ff S,(x), x E E,

f@ì - r,-,(E; llx¡): (-r)"- nt (!--"t" -
\ 2;) l*s' x1' " "' x"| Íf' xi e E'

Se mai observä cä polinomul g,,_1(E;,f1.) se reprezintá. çi sub forma

(2) e,-,(E; fl| : D *, *-r (x) f(x¡), .ø c R,j:o

unde

(3) rn¡,,-{x) - -i:JI-- | .tù 
- S,@)1,jt(n_¡¡tn"lx_x¡ 

j

polinomul de preinterpolare 9,-1(E i,fl).coincide cu polinomul lui l.agrange

L,(*o, nt, ...-.', %n;i'¡'¡ unaê ¡): ¡ø,ú7 + R este definitä prin

f^(t\ : f(t) - llts, ,cr,

y^(t) :t- tYr ntlt -
1n adevär

Lr(*r, fr1, . . . ,, xri Ynlx) : S"(ø)

çi conform lui (1) afirmalia este demons&alâ' Deoarece

l!Çs, tct, , .. " xr;Y*f : I

rezttTtá. câ

Lr(xo, *t, . . ' ., ttr; l,l.) e g*-1,

ln analogie cu formulele . 
interpolatoare de cuad.raturä consideräm

formula de cùad'raturä (exactä)

9^-r(E ; flx)dr + R, ["f]

unde/: la,b)+Restepresupusä Riemann integr iläpe [ø, ó]' Din (2) -(3)'
aceastä egalitate se mai scrle

x¡Iv

, xn; fl Y,(t), ¡ e la, bf,

, t e lx¡, fri+tf, i:0, ,.,,tu - l.

f (x) d,x :
b

n

(4)

und.e

(5)

f(x)d,x: ,Ð 
w¡,,f(x¡) + R,[,f], tci e E, i :0,1, "', n,

uju
b

: \ *, ,-y (x)ilr
J

Transformatur 
tl_,r. n: f + g,_r(E; /1.).se numegte ,,operator de pre_itrterpolare" (vezi tt¡). bãpå 

"or"-rJtä'"statä f,-',6 este un operator liniardefinit pe spaiiut li"iar atiun".rlü;Þ;5. ry"äliïr" ù,;:-: m¡,,_t(E;.) eE *n-t, j :0,1, ..-. ., n, derinite prin jg) s^;--;ü,ä" ,,potinoamelerundamentale de preinterpólare 1iãiátii^i, Èi/,. i; ;ärtää se observä cã

Ê,galitatea (4) defineçte formwl,ø d'e cuødraturã (pe noduri

"1"rri&J""t"),'R, fl íiiná restul v la f ' ln cele ce urmeazä

ó;-;"* ñ ¿';idË;i:ä cîteva prop me[od'e d'e aproximare'

Lem a 3. Dacã' %i e E, i:0,1, "",tu, øtwnci

b(6) í Xax : (-\" \:+ad*, h:0, r, . 'l+1

j:0, 1,...',tt.



5 ASI'PRÀ I'NOR MBTODE DE TNTEGRARE NUMEFICÃ B9
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o' ,) r'n-' -+]' tt: ìn

1,, +Ç],' * : 4m* 2

De;monstrøl,ia. 1) Fie y' un polinom arbitrar de grad n - l; tlin (l)
gäsim

precum gi 
g"-'(E; þlr') 

,: 
þ(r)

9,-r(Eie,lt6):e,(x) -5"(x), r e R.

?) Avem

R,le; : k D
È-0 (:

b

)I
.(z) ilx

r-fih

Schimbarea de variabilä tc : ø * th ne conduce la rezultatul dorit. Conform
lemei 3, pentru n :2m * |

(e)

seu

RnleoJ:+ät":,0)t"-o : - R,lent)

Rnler): Q.

3) Dacð n:2rn, avem

rn^-¡, n-{,c) - n¡, n- {x) : + (,) ;,1*. - #l
Prin iutegrare çi utilizlnd leara 3, concludem cu egalitätile

te¡-i.n l-'wi,n:+,(
:)

1
h$

b ,(nl d, _r - fr¡_j

b

J
^(r) )*]:0.

tr - tri

Fie n : 2m * I ; clin (5), (3), (O) 9i (6)

b

.(*) dx* \*¡r - za^le))
fi

rþ¡-iø-Iei,n:+0hl
'n-i

:0.
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rnnlr!*o"sttøld^ 
Efectulnd schimbarea de variabilä x- !-!f ú, se

b

J
^þl dr :5

,t_ãh

P *#@-rùilf"É.'[ ' b-a,' -- 2n @ -'¡l]' "'
- I obfinem

b

dß : (-l),,,j,

ceea ce trebuia sä demonsträm.

þ-þiåiffy 4' Formulø þreinúerþol'atoarc de cuadratu¡ìf (4) arc urmùtoaød
l) graitut, ite exøctdtate al, formulei este cet, þotlin n _ l, ad.icä

R"[þJ:O þentru oñce þ êen_t.
: (fr - ø)", a.luncí

2) Dacä e^(r)

RnlcÅ : 
\ t,(*)0. : +ä G),"

i_ -,, In þartdculat

Rnle,J :0 þentru n :2m * l.
3) Coeficienlií u¡,n, !:0, l, ..., n, def,ini,úi þrin (5), sânt simetrici;d.eci

,xt¡,n : ?,t-j,n, i : 0, r,,.,,[;l
In þlus

(7) (- l)i+r
jt(n-j)t

U¡,¡: h,I¡, n:2m I l,
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,¡Ìâre au sradul de exactitate cel pulin egal cu n - l'.Deoareceo astfeld'e

ääffi ãöt"d" dé 
-ðoeficienÞi_!-,' 

cto, | . ., c*; se noteazä.prin ll^cÉ,ll qT

åä!i; ãi'*"rçi-¡i-ni_rtnl, ¡le pr.óirungq d" a determina o formulä

t'ñ;i ¿"t" sä verifice criteiiul. de optimalitate

(10) å, lrf"l' * É lro,l' pentru orice llc¡"ll 
'= 

r¡"-'(E)'

L e m a 6. Dacd llc¡,ll = Nl,-r(E), atwnci

: Co*: G* l

(u) cn, : (- 1)- (;) [t, * # rt'r- t')] , h: t,2' " '' tt'

Demonstralie. Pentru i arbittat pe {0' 1' ' ' '' fi - l} fie

definit prin

g(x):þt=#=-,r-,\+t),neR'

În acest caz

Ç 9*-t

'g@i't
I

0 i:O' 1""' i-L'¿+2""'n
lr"-t(- l)n-;-t il(n - i)1, i : d

...h"-t(..1),-,:-r (d+1) l(n-i-l) !, i:i+t'

Deoarece R,[g] :0 se gäseÐte

( o,(') d,x : c¿,g(rc¿) * c¿+r,"g(x¿+r), i: 0, l, " "fr - l'
) t" - tt¡) (x - trì+l\

*"^rrrrnd aceastä relalie de recurentä oblinem (11)'

tem;:|î.,'Existd o singwrd' formut'd llcf,ll = m,-'(E) oþtimølã' 4n

sensul, criteriul'ui (10); ma'i þrecis

'*:t#r'-ñä(1"')
etn: (- urí"u)lci, +# oTr t,)], h:1,2,...,?t,
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Pentru n impar (S), (g) çi (9) ne permit sä scriem

-..'ar -bui'': *ffi15&0. - R.þ,\:F,;,'.;#r,.

Egalitäfile (B) rezultä din (S; çi terna B.

*,,"fr_2_:{,î':i::i:å,"",'"î:p":lÍ?1"'r3,1î'slï;i;å'"",nar¡icei
,r:1r2,,,.
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Corolar 5. fn cøzul unui nurndr þør de nodwri echid,istøtønte
de cuød,røtørã. coincide cu formula d,e ø l,ui

2' o metodä optim-arã de. integrar",r,o-.rioä. utilizînd notafiile din
l-1t-T"1. 

pa-ragraf 
- 
sä'notäm p;t; -ñù-tEÈîitr""" "tårää"r"r 

exacte decuadraturä, de forma

Jtøla*: É, ce,r@*) + R,LÍl', ni e E, j :0,l, ..., n,
d
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Demonstra,tie. Fie lfc¡"ll = t^_{E); din (ll)

Presupunlnd criteriul (10) verificat gäsim

c'on : cn : "i,j[r, _ 
ùä(")' 

r,]

ce€a ce completeazä demonstrafia.
Pentru n:2m*l

ä(,)',,:0,
adicä

chn fo, h:0, 1,..,,I.
Cu alte cuvinte din (7) rezaltä"

TEoREMA B. pentrø n : 2¡*, { I si,ngwrø formulä oþtímal,ã ile cuød¡ø_turã reløtín t'a (10) este formul'a þreinterþoløtoare þe nodur,ù echiilistantc.
ln lncheiere mentionäm cä un studiu sim'ar se poate face in cazutruno¡ nodu¡i firate arbitrar pe lø, bl,

ON SOME MEîHODS OF NUMERICAL INTEGRATION
ABSTRACT

I-,et E:{tco, fr!,.,., xo}, *h:a.+!þ_ø), k_0, l, ...,il,, a¡¡dlet,9n4f _- 9,-1 @;-ll.) be the polynomial, of degree ?r_l),of thebestapproximation of a function ¡ "i tn" set ,8, that is

lTtf -e*-,fl * *f"l Í-þl

(


