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ASUPRA UNOR METODE DE INTEGRARE NUMERICA

de

ALEXANDRU LUPAS
(Cluj)

Scopul acestui articol este de a prezenta o notid metods de cuadratura,
aceasta bazindu-se pe cea mai buni aproximare, a unei functii f E->R
prin polinoame de grad # — 1, pe muljimea E care este o mul{ime discreti

formatd din # 4 1 puncte distincte.

1. 0 metodd preinterpolatoare de euadraturi. In cele ce urmeazd

utilizdm urmitoarele notatii:
E = {%¢, %1, - s %u}s xk=a-}-f—(b—a), —ww<a<b< o,
#n
b—a

w(x)=(x—x0)(x——x1)...(x—x,,),h= n

Qi(x) = x(x — 1)(x —2) ... (x—ji+DE—F—1) ... (5 —n)
1, = {9(x) ds, S,(») = 2—'»:; (:)—“"i

(1]

X — X

[Zo, - -, % f] este diferenta divizatd de ordinul s,

L,(to t, -« -s b gl%) este polinomul de interpolare al lui Lagrange ata-
sat unei functii reale g definitd pe nodurile #,, ..., t,; 2, este mulfimea
polinoamelor de grad m;

Fie f:[a, b] » R; prin &, _,f= £, 4(E; fl.) notdm polinomul, de
grad # — 1, de cea mai bund aproximare a functiei f pe muljimea E.
Cu alte cuvinte i

max |f — €,_,f] < max |f — p| pentru orice p €&, ;.
E E
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Lema 1. Pewtru x; = E, j =0, 1, cee., M, avem

(1) La(E; flx) = L,(x0, %y, ..., %,; flx) —

— (%0, %1, ..., %,; f] Sa(%), x = R.

Demonstragie. Din [1, teorema 2

ghsin 1, prin efectuarea unor caleule simple

SunalE f1) = L3

k=0 k)L”‘l(xm Fooovoos Bty Bhyry - ey %y f1%).

Pe de alti parte

Lﬂ—l(xOp x]_p s e ruy, xk—l; xk-l»l: ey x"; flx) ==

= Ly(%o, #1, ...\, 3,5 flw) — (Fo, %1, +ve, %5 f] o)
¥ — g

ceea ce completeazi demonstratia.
Aplicind unele rezultate cunoscute in le

: Vt ~ . i ..
polare al lui Lagrange, se stabilegte BRI fi7 polinoml de tntet;

Lema 2
S#8) — £ (E; fl9) = () [5, %y, ..., %,; f] +
+ o, %1y +ov 5, ] Su(®), % & E, |
J®) = 2. 1(E; flx) = (1)~ n] (%) o,

2n

oo %, f], % € E.

Se mai observi ci polinomul £.-1(E; fl.) se reprezinti si sub forma

)

@) & (E; flx) = 2; Mt (9) f5),  x <R

unde

B)  my(n) = SN e :

i, w—1(%) o=~ Su%), 7=0,1,...., n
Transformarea € LEf=> 8 (E; f

) 0 €a £,1, 5t s—1(E ; f|.) se numeste ,,operator de pre-

g}j}?rpolare (vezi [1]). Dupa cum se constatd £, , ; este ul?operator Iigifir

‘: é:mt pe_spagu} liniar al functiilor E — R, Funcfiile m;, ., = my, _,(E ; )&

o=b J=U, 1, ....., n, definite prin (3) se numesc ;c;ino mel

fundamentale de preinterpolare (relativ la E)”, In realitate s’e,lobser\?glig
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3

polinoml de preisterplate &0 o e dofinita prin e
Foll) = f) — (%o %1y o os %3 f1 Yalt), £ = [a, 0],
Y., =(:l’2£ii' =2 )]t = [ Bl j=0n—1

in adevir

L, (%0, %1, - o5 5,5 Yal2) = S,(%)
si conform lui (1) afirmatia este demonstratd. Deoarece

[Xg) X1, «-vvs Xy Yu] = 1

rezultd ci

L% %1, -+ %3 ful-) € Ture

fn analogie cu formulele interpolatoare de cuadraturd considerdm

formula de cuadraturd (exactd)

b b
(fyds = | &1i(B; fi)dx + RaL]
unde f: [@, b] - R este presupusd Riemann integrabili pe [4, b]. Din (2) —(3),
aceastd egalitate se mai scrie '
b

(4) Sf(x)dx = ]”Z::o wj,nf(xi) + Rn[f]! % € E’ -7= 0, Lo

a

unde

() Win = S Wy, w—1 (x)dx

Egalitatea (4) defineste formula preinterpolatoare de cuadratwrd (pe noduri
echidistante), R, [f] fiind restul aproximarii, relativ la f. In cele ce urmeazd
punem in evidentd citeva proprietdfi ale acestei metode de aproximare.

T,ema 3. Dacdé x;, €E, j=0,1,....,m, atunct
b b () "
(x) ” O)x = e . _ .
(6) S o - dx = (—1) Sx_x”_kdx, E=0,1,...., [2]
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4
Demonstragie. Efectuind schimbarea de variabily x =L+b + ¢, se
gésegte
b
S N
¥ — xp

5 1:10 t+ (n—Zv)” {”ﬁ:‘[t —bT_”“(n——2v)]}dt

y=

Pentru 5 =2 :

b
w(#) — (—_1\#
th dx = (—1) J,

ceea ce trebuia si demonstrim.

TEOREMA 4. Formula Dreinterpolatoare de cuadraturd (4) are urmdtoarele
Droprietdy '

1) graduwl de exactitate al formulei este cel Putin n — 1, adicy

R[] =0 pentru orice p & A
2) Dacd e,(x) = (% — a)", atunci

b

R,[e,] = S S, (#)dx = LH?;(, (”J I,

a
-7 In particular

Rule,] =0 pentru n =2m + 1.

3) Coefzczen}n Wim §=0,1, .., n, definiti  prin (5), sint simetyici:
deci

o »
wj:" = wﬂ—j,”; ] = O: ll .. ':[_

[ ]
—_—

In plus
.
(7) R L ARy ¥ S S
Jln — )1
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':l 7. nl
i 1 n - , n=4m
= G o) e =75

Flfn =t

B = j iy ne nl dm+ 2
S PR A TASEE]
fl(u-—.f)l[Ij 2"—'§e(2k *

Demonstragie. 1) Fie p un polinom arbitrar de grad » — 1; din (1)
gdsim

£41(E ; pl2) = p(#)
precum s§i '
2”_1(E; enlx) = en(x) - Sn(x)’ ¥ €R.
2) Avem b
Rufe] = 233 (1) {2 ax.

k x — X
a

Schimbarea de variabild ¥ = a -+ ¢4 ne conduce la rezultatul dorit. Conform
lemei 3, pentru # = 2m + 1

) Rlea] =225 (" ) Toor= = Rylen]
sau
Ru[en] = 0.

3) Dacd # = 2m, avem

(—l)J ox  o®
Mni,n=a() = M aa(¥) =05 (1) W [x — dnej  H—

Prin integrare gi utilizind lema 3, concludem cu egalitifile

b
. (=1 fny 1 b o(¥) dx — sﬂ’idx]=0-
w”_j"'-—wj'”= nlax(Jh—”[Sx_x - ax—xj
Fie n =2m + 1; din (5), (3), (9) si (6)
b

» w, =(—1)"("’L[S-w(”> dx+S =ols), dx—ZR [e,.]] 0.
n—fimn — Win

)%= Faj
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Pentru # impar (5), (3) si (9) ne permit si scriem

: b
Ml ) I
W, = (— 1y [S o(%) s R»[G»JI — (=W

jlm — gy 1im | )& — = T
a

Egalititile (8) rezulti din’ (5) si lema 3.

Este avantajos de a folosi (7) 5i (8) pentru calculul elementelor matricei
(@) §=0,1, ..., n Astfel cu notatia d = b — g se obtine. .
n=12 ... A

(4 4 \
2 2
d d d
+ 2 7
= d 3d 3d d
& 8 8§ 3
5d d 7d d 54
8 4 . T

Corolar 5. In cazul unui numdsy par de noduri echidistatante SJormula

preinterpolatoare de cuadraturd cotncide cu formula de cuadraturd a lut
Newton-Céles.

Demonstratia acestei afirmatii este imediatd ; ea rezulti din faptul
cd pentru # = 2m + 1, formula preinterpolatoare de cuadraturi are gradul
de exactitate efectiy egal cu n. De asemenea rezulti si din egalititile (7),
W fiind chiar coeficientii formulei de cuadraturd a lui Newton-Cétes.
Astfel se poate gisi o nous interpretare geometrici a formulei trapezului
(n=1) si a formulei lui Newton (n = 3)

2. 0 metodd optimali de integrare numeriei. Utilizind notatiile din
primul paragraf si notim prin M,_(E) mulfimea formulelor exacte de
cuadraturd, de forma

b "
[ Sz = Loomfn) + RIfl; % <E j=0,1,...n

care au gradul de exactitate cel pufin egal cu 7
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— 1. Deoarece o astfel de

P ici ii . teaza prin ”C[m” un
i in --.,Cﬂ”, se 1o . -
’iotmula de 1nde de coeflclenj:n Cony Cin,
element .al mult,imii m".—l(E, ). Ne ptppuqem de a determlna (o] fO[l[llllé.
{”0}; ” care Sa verifice critenul, de optlmahtate

7%

”

LA 2 tru orice ||¢unl| e my_(E).
{10) ;& letl? < :L;/\o lowl?  pen
Lema 6. Dacd ||cil| € War(E), atunce
: ton = C,, J
" rﬂhI—I)],k=1,2,...,n.
‘(11) Ck” = (-—' l)k (k) {C” + n| ( k 0,
— 1} fie g =2,
Demonsiratie. Pentru i arbitrar pe {0,1,...,n—1} fie g 1

definit prin

o)(x) : = R.
g(x) = (x — #)(x — x,.+1)' ¥

in acest caz j=0‘1,_..,i—1,i+2,...,n

j=1

0

o -

Y= 3 (= )it il — 1), . | &5

g =i (— =it G4 Dl —i — 1, =1+ 1.
Deoarece R, [g] = 0 se gdseste

b

) — 1.
dx = cng(%:) + Civ18Fig1), 1 =01, ..., 7

(%)
S (# — #) (¥ — %iy1)

Rezolvind aceastd relatie de recurentd objinem (11).
' i imald in
I',em‘;-? 75 Existd o singurd formuld ||ci|| < Mu_1(E) optimala
sensul criteviului (10) ; mai precis

(— 1)k

(12) Con = [Io—(Z—L)]_;(;) Ifl

— (- l)k‘z)[c;”Jr(;n}Z' h(ka-Io)], E=1,2 ..., 0

#*
Chn =
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Demonstratie. Fie |lcl| € M,_,(E) ; din (11)

,,E” [ewl? = (2:) C2 4+ 2C, (;?"h i(z)z I, — 1) +

kel

+ (i)’g(:)” (I, — I

nl

Presupunind criteriul (10) verificat gisim

- mfh i)

2nJ =0y
[+

ceea ce completeazd demonstrafia.
Pentru # = 2m + 1

adici

R, k=01,... 1

-
Crn =
nl

Cu alte cuvinte din (7) rezulty

TEOREMA 8. Pentru n = 2m + 1 singura formuld optimald de cuadra-
turd relativ la (10) este Jormula preinterpolatoare De noduri echidistante.

In incheiere menfionim cd un studiu similar se poate face in cazut
unor noduri fixate arbitrar pe [a, b].

ON SOME METHODS OF NUMERICAL INTEGRATION
ABSTRACT

Let E = {x,, x,, cees %), xk=a~{—£(b—a), k=0,1,...,n and

n
let e, ,f=¢g, , (E; f].) be the polynomial, of degree (n — 1), of the best
approximation of a function f at the set E, that is

max |f — £, ,f| < max| f — p|
E : E
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9
3 Riemann integrable
ial f the degree (n — 1). For a
iﬁic‘?{g]yf?o[{xyng?u—f‘ Rpﬁ? is studied the quadrature formula
b 3
— fr x) + Ru I.f ]
{ f(0) ax = Ly fl3)
where

iwj,u f(x_-;) — S‘gn—l (EJ f lx) dx.
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