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i1 nota de fatd ne vom ocupa de legatura dintre nofiunea de 7 —
convexitate gi cea de convexitate in sens obignuit in spafiul Huclidean
n-dimensional R”, Mulfimile local convexe in R* au fost definite de TIETZE
[8]. O definifie analoagd pentru spatii vectorial normate este urmdtoarea:

Definifia 1. O malpime M a wnui spatiu vectorial noymat L se ni-
nieste local convexd, daci pentru ovice % din M existd un numdr pozitiv (%)
astfel incil interseciia M () S(x, r(x)) sd fie convexd. Cu S(x,r) s-a nota sfera
deschisd de centvu x s1 de vazi v, adicd S(x, r) = {ylyEL, |x — ol <7}

O formd mai tare a local-convexitaii, de fapt o focal convexitate uni-
forma a fost definitd de 1. J. SCHOENBERG [7]. In cele ce urmeazd vom
folosi o definitie echivalenta cu definifia r-convexitatii datd de Schoen-
berg:

Definitia 2. Fier un numar real poziliv. O muljime M a unui spa-
fin vectorial normat L se numeste r-convexd, dacd pentru orice x din M infer-
secia M () S(x, r) este convexd.

Teorema urmitoare a fost demonstratd in 1928 independent de
prErze [8] §i NAKAJIMA [4]:

rrorEMA 1. Orice mulfime inchisd comexd si local convexd M din spa-
piul Euclidean n-dimensional R" este convexd.

Acest rezultat a fost generalizat alterior de numerogi autori ([2), [61
(71, (111, [12)). 1. 1. scuorNsERG [7] 12 oxtins la spatii Hilbert, iar
v. I.. XLEE [2] 1-a extins apoi la spafii vectoriale topologice. Este evident,
ok r-convexitatea intr-un spafiu vectorial normat implicd local convexitatea
si prin urmare teorema 1 §i generalizarea-ei data in [7] este adeviratia pentru
mulfimile inchise conexe si 7- convexe, He observi insd, cd teorema 1 nu mai
rimine valabila, dacd ipoteza ,M este inchisi” se inlocuiegte cu ipoteza
oM este deschisa”. Putem insi demonstra urmitoarea teorema !
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TROREMA 2. Fie v un numdy veal pozitiv. Orice muliime deschisd, conexd
si - comvexd M din spagiul Euclidean n-dimensional R" este convexd.

Demonstrafia acestei teoreme se obtine printr-o usoard modificare a
demonstratiei datd de tieTzE In [8] pentru teorema I.

S84 presupunem cd multimea M nu este convexa. Existd atunci in
M doua puncte a si b, astfel incit segmentul ab nu este continut in intre-
gime in M. Mulfimea M fiind deschisi gi conexd, existd o linie poligonald
finitd acyc, .. .cry ¢,b conginutd in M, care leagd cele doud puncte a i b
(vezi de ex. [1], p. 166, teorema 36). Deoarece segmentul ac, este conti-
aut in M, iar segmentul ab nu este continut in M, existd un cel mai mic
indice ¢, 2 < ¢ <k -+ 1 (se considerd b = ¢;,1), astfel inclt segmentul
ac; si nu fie continut in M. Segmentele ac;_y si ¢,y ¢; fiind continute in M,
iar ac; nefiind confinut in M, punctele a, ¢;_; §i ¢; nu pot fi coliniare.
T'ie x un punct variabil, care se miscd pe segmentul ¢, ¢; de la ¢;_; spre
¢;. Deoarece segmentul inchis ac; ; este confinut in multimea deschisa M,
existd pe ¢;_; ¢; 0 primd pozitie a lui x, astfel incit segmentul ax sd nu fie
confinut in Intregime in M. Fie x, aceastd pozitie a lui ». Interiorul triunghiu-
lui ac; y x, Impreund cu laturile ac;_; $i ¢, 1%, apartinlui M. Pe latura ax,
existd fnsd cel pufin un punct, care nu apartine lui M, gi care este in
consecintd un punct al frontierei lui M. Dintre punctele frontierd ale lui
M de pe segmentul ax, fie p punctul cel mai apropiat fatd de a. Evident ca
p # a. Fie y un punct de pe segmentul ap intre a si p astfel incit d(p, y) <
< 7[4 (Cu @ s-a notat distanta in R"). Deoarece y este un punct interior al
multimii M, existd in planul 2-dimensional £ determinat de punctele a, ¢;_; si
¢; de partea opusd lui ¢;_, fa}d de dreapta ax, un punct y' € M cu d(y,y") <
< 7[4. Rezulti deci d(p, y') < /2. Prelungirea segmentului y’p duce in
interiorul (relativ la E) al triunghialui ac; %4 Ininteriorul acestui triunghi
aci—1 %y i de pdrfi opuse fagd de dreapta y'p putem alege doud puncte
Yy’ si v din M astfel incit d(p, v') < /2 §i d(p,y"') < 7[2. Intersectia
M N S(y’, ) convexi conform ipotezei confine punctele y’, y" si y"' si
interiorul relativ la E al triunghiului y'y"y"", adicd §i punctul p aparfine
mulfimii M. Aceasta contrazice insi faptul cii p este un punct din frontiera
Iui M. Ipoteza noastrid ci M nu este o mulfime convexia ne-a dus deci
la o contradictie. Cu aceasta teorema 2 este demonstrata.

Observatie. Teorema 2 se mai poate demonstra cu ajutorul unov
teoveme de caracterizave a mulfimilor deschise si comexe, care nu sint con-
vexe, si anume pentru cazul n — 2 cu ajutorul unei teoreme a lur LEJA $1
wILKOSZ [3), tar in cazul general cu ajutorul unei teoveme a lui VALENTINE
[11]. Inainte de a aminti aceste doud teoveme este necesar sd mar introducem
unele nojiuni.

Definifia 3. (Lija si wiLkosz [3]). Un punct x al frontierer unes
mulfimi S dintr-un spagin vectorial normat se numeste un punct de concavi-
tate tave a lut S, dacd existd o vecindtate N(x) a lui x $¢ o funcfionald
lintard f cu f(x) = ¢ astfel incit f(y) < ¢ sty € N(x) — x sd implice y = S.
In particular rezultd cd un punct x este un punct de concavitate tave al unes
mulfimi S din R? dacd x este un punct frontierd al mulfimii S 51 dacd existd

OBSERVATII ASUPRA MULTIMILOR 1-CONVEXE 119
3
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tenfa a doud puncte distincte a si b din M e 4. n iniﬁ: in M. Fie ¢
wltimii M implici faptul cd segmentul ab este confinul o
e anil ifi bitrar din M. Deoarece d(a, ¥) =9 §1
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fime convexa.

SOME REMARKS ON 7-CONVEX SETS
SUMMARY

Let # be a positive number. A set Mina norrped vector Spacle is _CSE?;?S
r-convex if the intersection M () S (x, r) of M with the open sp 1er§:‘ 4
of center x and radius 7 is convex for each » in M. We prove 11111 t 15 nr£n-
the following theorem: An open connected 7-convex set M in the n-d1
sional euclidean space R" is also convex in the ordinary sense.
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