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TEOREME DE MEDIE PENTRU TRANSFORMARI
LINIARE $I POZITIVE

de
ATLEXANDRU LUPAS
(Cluj )

‘ In prima parte a acestei lucriri se stabilesc citeva reprezentari ale
transformarilor liniare gi pozitive definite pe spafiul Banach C(K),
' K=[a,bl, —o <a< b <+ oo, al functiilor reale definite si continue pe K.
Aceste reprezentéri in care intervin diferentele divizate ale argumentului
pe puncte intermediare aratd cd in cazul aproximarii unei funcfil continue,
prin imaginile ei furnizate de citre transformiri liniare $i pozitive care con-
serva functiile liniare, restul este de formi simpld.
Pentru ilustrarea rezultatelor, in partea a doua se fac unele aplicafii.
Cu acest prilej se giseste forma restului in diverse procedee de aproximare.
| Un rol important il ocupd reprezentarea restului in cazul aproximirii ope-
| ratorului identic prin giruri de operatori liniari si pozitivi de tip Jackson.

1. Teoreme de medie

n cele ce urmeazi se utilizeazi notatiile:
%uq1 ; f este diferenta divizati de ordinul =,
e(t) =t, 7 =0, 1, ...
I| rrorEMA 1. Dacd F: C(K) — R este o funciionald liniard s pozitivd
cu proprietitile

\ . [xl, Koy <o

F(eo) = 1, F(ej) = aj, ]_—_— 1, 2[

atunci  pentru ovice | < C(K) existd cel pupin doud puncie distincte
6, = 0,(f) € K, i =1, 2, asifel incit

| o FU) = fla) + o — o) [0 252, 0.3 1]
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Demonstragie. Fie g =C(K) neconcavi pe K si sd notim

Epifel={(x 3) € K x R|y > g(x)}.

Conform ipotezelor Epi[g] este o submulfime convexi si inchisi din plan,
S& considerdm un hiperplan arbitrar (H) de ecuatie

astfel incit epigraful lui

semi-spatiile

X+ Cy 3 =0, (%, )

=R% ¢, =R,

g adicd Epi[g], si se afle situat intr-unul din

determinate de (H): de exemplu

(2) 1% + ¢y 4¢3 > 0 pentru orice (%, ) = Epi[g].

In particular, deoarece pentru orice ¢ & K punctele (t, g(t)) apartin lui

Epif[g], avem

¢re1(?) + 8 +¢5 =0,

t e K.

Ipotezele impuse asupra functionalei F ne conduc la inegalitatea

(3)

¢4y + 6F(g) + ¢4 > 0.

Cu alte cuvinte, oricare ar fi (H) cu proprietitile menfionate, mulimile

Epi [g] i M = {(a,, F(g))} se afld situate de aceeagi parte a hiperplanu-
lai. Presupunind prin absurd

din teorema a doua de se

M N Epilg] = o,

parafie a mulfimilor convexe ([16], pag. 65)

rezultd existenta unui hiperplan (H,) din R? care separd strict M si Epi [g].

Astfel, dacj

au loc simultan. Dar aceasta contrazice (2) si (3)

adici

(4)

H, = {(x.y) = Re | dix + dyy + dg = 0}

urmitoarele inegalititi

d1% + dyy + dy > 0 pentru (%, ¥) = Epi [g]

diay + d.F(g) 4 dy < 0

M C Epi[g]

I(g) — gla)) > 0.

! prin urmare

|
|
|

|
\
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s defipim: R: C(K) — R prin
83 definim: R
R(f) = F(f) — flad).

init3 ietdfile
a este 0 functionald liniard si mirginitdi pe C(K) cu proprietaf
a este

Aceasf
R(eo) = R(ed) =0, R(ey) = a; —a, 2 0.

i dupd cum este
Dacsd a, = a} atunci Fle,) = eya), k=012, deci dup
2 . Y
cunoscut aceasta implicad
F(f) = fla,) pentru orice f € C(K).

1 ( )
Cll alte CllVlIlte m aceSt caz IepIeZeIltarea 1 eSte ade”arata perltru orice

0, 0, din K.

i a cd ifici R(g) =0
4 — 22> 0; din (4) rezultd cd R verl _
tstf o];)il;:ej gpgn?&{)aznecoﬁc;é pe K siin plus R are gradul de exactitate
r . .
}(;)ee}lgctiv) egal cu unu. Fie ¢y € C(K) unde

t—a - M 5 = K.
o) =C—Ne=—"7—"""

Deoarece ¢, este convexid si pentru orice A € K funciiile ¢, sint neconcave

R(e)R(gy) =0, 2= K.

teorema

e sepesenine 2o o epld: pent o
f & C(K) existd punctele distincte 0; € K 1=1209

R(f) =c - [6 0 05 f]
unde ¢ este independent de alegerea funcjiei f. Pentru f = e, gasim

¢ = R(e,) = ay — ai.

Tn lucrarea [12] (vezi si [9], pag. 176] se aratd cd dacd x; € K, =12,

i existd 1 i a cte
n 4 1, sint distincte si f € C(K) atunci existd in K cel pufin doud pun
distincte y,, v, astfel incit

(5) (%1, %o X3 -+ Fant1, f] e

1 2 - " ; l
= [yb Y1 ‘I‘; (Yo — v Y1+ - (va — ¥1)» vas f
Astfel 0,7 =1, 2, 3, pot si fie alese echidistante §i teorema este de-
monstrata.
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Proprietatea de medie (1) se poate descrie mai precis in cazul spatiu- |
lui C® (K). Pentru aceasta este suficient si considerfim functionala |

Ry: CO(K) - R definitd prin

Ry(f) = R(f) — R(ez)]%(z)

unde

g = R{ey) .
3 R(e,)

Fird a restringe generalitatea s-a presupus Re,) # 0; in caz contrar,
adicd R(e,) = 0, reprezentarea care se va gdsi este triviald. Mentionim ci
R, este mirginitd fati de norma

Wb = WAL+ WP+ 1070 f = o), -] = max | - |.

Din (5). si pe baza lemelor 1 i 2 din [14] rezults o3 R, are gradul de exac-
titate (efectiv) trei si de asemenea R, este de formi simpli. Astfel se
demonstreazi.

Corolarul 2. Daci F: CO(K) - R este o functionald liniard st
pozitivd cu  proprietdtile

FleJo=1 Fle) =a, i =1, 2 3, 4, a, # a2,

atunct pentru_ovice f e CO(K) existd cel pufin doud puncte distincte
E=8(f <K i=1, 2 astfel incit

(6) F(f) = fla,) +“2%a%f”[3(%__‘ajz)]+

3
+ W(a) gl,_‘514+ & ‘51‘;52) aljsag’ :, fJ

unde

W(a) = ai — 3aia, -+ 4af ay — 3ai ay -+ Baya, + 2“3_

3(ay — a?)

In cazul operatorilor liniari si pozitivi definiti pe C(K) se stabilesc
rezultate similare, Acestea vor fi enunfate pentru siruri de operatori liniari
si pozitivi, termenul de ,,$ir” fiind neesential. In lucrarea 8], ¢. MUHTLBACH
face investigatii de aceeasi naturi.

. TEOREMA 3. Dacd (L,);_; este un sir de operatory liniari §i pozitive
definiti pe C(K) cu

Lneo = €o, Lutr = apn, k = 1, 2, 3, 4,

atuncs

disti%ct@ e{n = 61:;1, fl X
(7)

| existd o pereche de P
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o x = K si f € C(K) existd cel putin un sistem de puncte
7ic §

i) peniru 0 ) & K, i =1, 2, astfel incit

2 M N 62n ; ] ’
(L”f)(x) —:—_f[aln(x)] + [a2n(x) i dln(x)][elm 9 | f C(z)(K)
x e K, ={x = K| az”g) xjé ea%?}({xa} Z;S’bl; é’zl penirs

- . ar [t ;
if) orwcare f wncte distincte Eim = Gl

" anlt) = Bnl) g1z, (5)] +
27 n 1 z
8) (Lg)(%) = glaw(x)] + . g [2
W ( x) E 351% + ‘Ezn Elﬂr + gznl &1” +43E2n , gzn; g]
+ Waia, { 115 —4’—_‘, ——/‘_2 —_—
unde
Aap — (“w)a

Bn = é[azn - (a'm)z]

24 2
Wla,.) = G — (a1,)" — 6[azs — (a1) 12n, P K.
- e K respectiv pe K, se con-

Pentru » arbitrar si x fixat p — R definitd prin

liniard si pozitiva F:C (K)

F(f) = (LN, [ <= CE),

i i larul 2.
ilitate in teorema 1 i corolarn
e Sta}z;tinde si in cazul unui sistem Cebigev

, : K - K, iar prin

Demonstratie.
siderd functionala

enttu care se aplicd rezult
= Rezultatele expuse mai sus se pot B
{f o fu fo} din C(K). Vom considera fo = €y

[fo 2 5

Xo, X1 X2,

sistemul fo, f1 for

. ivila L2
durile %o, %5, %, relat tfel incit

%nggn %ifeée(nKt)a ii‘ii{zicsa}cf ) (1)1 ° functionald liniard si pozitivd as
F(foy=1L F(f) = by F(fs) = by o
i <! 4 b, = K, adicd existd
i di ntra orice t € K rezultd b, _ 5 ’
atunlcg d}ctfl 1fl(t) bE _f{ f %);) Daci presupunem by = f3(y) atunc1hI17 é {g) - I]:fl(gg_
%E— 0 asl eZ cgeci F coincide pe C(K) cu functionala de eva
tului )y_
Dacid notdm

si
©)
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[ atun_m nu este posibi] ca R 55 cc
f i relativ Ia o £ Pl‘esupuni‘nda"se anuleze pe mulfimeq functiilor convexe | Fie
( i dacd ar exista ' functie 4 < (??K{{Déofl} este un sistem Cebisev. In adevsy 0 x=0
Il ineit R(h) = 0, atune: o OIVexd pe J© relativ Ja J B
f il nala de S il ;HCI ' coincide pe Sistemy] Cebisev i ;,gfoé f}} aSt-mI |' g(x) = P
i aceasta contraziee (Ql)m?cmlm L,ieea ce implicy L(f) "“UJf(jt:) 1ch CH(IS)IMEIO- I ~ g 2 =01l
i % . 1 concluzie Ry e : s dar
[ relativ g g : ( ) # Opentru orice .
F: | _ {for /i). Din (13, teorema 5] rezultz RS UE) Conves H Avem
[/ TEOREMA 4, Fip #. < fiess | . ' 1
""' Proprietitile - /s ClK), j = 0.1, 2 un sistem Cebigey Pe K ¢y | § <t pe [01]
. dar g nu este neconcavd pe [0,17. ] ) .
fiunea de funcfie neconcavy mtrodusd mai sus, trebuie
sd aibd sens se va Presupune Te, # ¢,

- In legituri cu not
. subliniat faptul ci pentru ca aceasta

pe K.

[l |
i 4) fo =g, LK) ¢ i
[l '
i b) {f. S} este yy Ststem Cebisey pe K,
. Daci I : c(x (K
I (&) — CK), n— L2 ..., este un siy g, operatop; Hndapi Si

Pozitivi oy Ley—=¢ . il
il Ao = £y, m!mzcz Pentry orice f = 7 b
I dastincte O, Z 0, (1" . 7o 0.1, 2 % & agj{éj)ﬁiizf = A eaista punctel

|
'- 2. Aplicatii
(Z.) (%) =/ [Yu(%)] + , Pentru simplificarea expunerii nu se va maj preciza dependenta divntre
| punctele intermediare si functia care se ia in considerare. ’.[_‘otodatg se
Jo fa /2 ] subinfelege ¢ punctele intermediare, desi notate cu aceleasi litere, difery
2, %

HA{(Z,fo)(w) — [ ,
: : fg[y,,(x)]} O, 6y, 02’ f de la o formuli de medie 1a
1. Fie F:Cla,0] >R, —o0 <a<<b< 4w, unde

F(f) =— ( fa

(10
=12 . alta.

unde y, 1 K 5 i se determing Prin egalitate,

5 Al®)] = (Z, 1)),
2heit ulonti?é]ll{im;fﬁng;i gﬁfgc{;i::; fleglfn?.'trfit rezulti Posibilitatey generalj- b— -
; D ung 2Va. A fixdm yn OPeIator liniar si pyeo:ps
conpin: spatj:lil::]lecl()[; ﬂef U Spafin linjar de funetii l%éale defigiflzaer E’el }J{D.a‘ltw Deoarece
func;;iile s Of)' t:_l plus sj Presupunem ¢j Operatory] Tpcon-(’ar? B+ _ i1
uncpre feD seo numeste neconcqyy velativ lq T (Iaf;;rva I(e) = a, = (& + 1)(b — a)
J%) < (77 )(%) pentru orice 4 < K. din teorema 1 si corolarul 2 rezults formulele de medie
Teorema 3 pe arati ci o : b
: ‘ 4 ori g g .
relativ la grice operator g‘e— %‘H}?m Crcava din C(K) este $1 neconcayy (11) : J@)at = f 21t ‘f—‘(b —9 0. Ot 92, 0, f]
S& aritim o L C(K) » C(K) cu Proprietitile mentionat b—a 2 12 2
albe wres. trebuiicesq'sm nofiune generalizeazy efectiy necoucavitat;ae‘ o a
liniar 5i positiy, 7, o, TAHM of existi un operagy. L:C(K) - C(x) f<=Cla, 8], 6, <[a, b], i=1, 2.
relativ 1a L care my eard? # =0, Losi o funcfie g < C(K) neco ) T
0 : are nu este neconcavi in Sens obisnuit Defin: necava s
Peratorul L prip suit. Definim pe C[0, 1] ) i a4 b b—ay2 , a_l_bJ i
(12) T Vel = g () -
Lf)(x) = (2 ’ [ ?) +<b—4)4[,3 th hth LI8h g]
I 1 ’ ’ ’ ’ !
f(=), xell 80 s . g 4
2° ] g = COa, b], & € [a 0], 1 =1, 2




129

| DE ENTRU TRANSF TARE
| EOREME MEDIE PEN SFORMARI LIN

128 ALEXANDRU LUPAS ‘ 8 9

Teoremele de medie exprimate prin ( 11) — (12) se pot extinde $i la funcfio- | pentru g C®[0,1] rezultd
nala Cla,b] - R ale cdrei imagini sint ’ 1 PN (2 — 1 _lgu (i) +
gé’(t)dt=l,§l g( 20 )+24”’ L2
0

b b
w()f(t)dt cu Swtdt: L w0
S ( )f( ) ( ) 40n® — 37 £ 3 +En B+ E”", E”Hf,am. Eons g]
¢ “ 1) ! 2 ¢
240m¢ [ 4 :
' 5 4y a restului
foti 1]. Reprezentarea (1
; int puncte distincte din [0, .
TL. Restul intr-o formuli de cuadraturd atribuity i Euler - ugg:e Eslg» fgfg (S::)I;flpgraté cu rezultatul lui s, HABER [3]
P
Daci 0 = o<y < ... < & =1 a, = & — &1 %, =2 +2 A1 g III. Operatorii lui Bernstein
considerd formula exactd de cuadratury 2 se definesc prin:
d 0,1 ._,C[O,l],ﬂl:l; [
1 ) | B €01 ) .
13) [0 = 32 6 1m) + B, e cp, 1]. e B.f)E) = 2 s (1 (2]
0 v,
Punind in (11) @ =g, 4, b= & gidsim unde i B
(15) bus (1) = () #*(1—2)"—.
%
ah(x,) < j MOdt, k=12 ... , Notind ay, — B,e, avem o
#(1 —
o (X)) =1, a1,(%) =12, 42"(") ="+ n

pentru orice 4 = ¢ [0,1] care este convexd pe [0, 1]. Prin insumareq ine-,
galitdtilor de maj sus observim cf R,(7) > 0 pentry 4 convexd, Aceasts
inseamny ¢y R,:C[0,1] - R are o formi simply, Deoarece

_ 1— (B — 2)x + 1]
Aan(x) = 2° + : n?

# " n n x4 i x(1 — #)[(682 — 11n 4 6)3% 4- (Tn —eB)x + I].

Eﬂk =1, Eakxk: _1_} Eﬂkxiz—l— 1 2 “2 a4,,(x)= -

k=1 k=1 2 = 3 12 /= . (7) i (8) Obtinem
Pentru f < C[0, 1], g = C#[0, 1], = = [0, 1], din (7) 5

X — % em+ ean 2";
(16) (B, f)(#) = fl#) + =2 [e 2 6 ]

' #(1 =2 15 &% _
(B, g)x) =gln) + L~ g (x+ 3n )+

avem urméitoarea Teprezentare a restulyi ip (13)

12

(14), Bl) =[O, ot /|2 a

unde f = C[0, 1] i 0y,, 0,, sint puncte distincte din [0, | 1. In particular) : T
considerind formulg practici de cuadraturg ( €, = i) A1 = x) + (On — 10)22(1 — x)8 £, 81 + Ean’ Em"2' 51", Ein i ’”i, Eon s g]
n i i (]
it 3 4
! — s : 0, 1].
oas sy e b O G o st pts it st pe 01,
0 S 2 Prima dintre formulele de medie (16) a fost g

imagi fasc, 2, 1974
2 — Revista de analizi numerici sl teoria aproximatiei, vol. 3, fas
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. Desi Iu are o formy eleganty mentionim gj urmétorul rezyltat in cazul
sistemulyi Cebisev,

Mt‘ ’ ’ » ) — , y astfg‘
= C O, 1

Jol®) =1, f(x) =e"1, folx) =0, 5 < [0, 17,

e 1) 120x (1 — %) + 1 [01,,, 91""'2' e”‘,’ B2 f]-
Din teorema 4 rezulty

(18) (K, f)(x) =f (m 12(n + 1)
|

, , ' Demonstrafie. Avem
R | L f)om=ra ” HL
o | 1 < o o
. . | 2 . . . i _— t e Y
unde 6, ; =0,1,2, sint Puncte distincte dip, [0, 17 si fl S (K, f) (@) :é{; S 14 §
k
Yn(#) =1n (xeun +1— g . ° #+1
2/n — P 1/n 28 0 o
Qu(x) =" + 1 4 . (e ™ + 1y . S4 stabilim egalitatea
(19) g
IV. Citeva Proprietiti de aproximay, ale operatorilor y; Kantorovie; i iy P b1 f J dt.
) . FE o i B p jud t: T, ey b ’
Un alt exemplu de sir de operatori liniarj $1 pozitivi ey Proprietiti K., )9 (x) =__UL4 (mzbn—j,k (%) S [ n41 _ 741 |
interesante este sirul K, . C [0,1] 5 ¢ [0,1] unde (vezi [4]) (Kf (e + Y70 47 k=0 _% 3
i
n+1 - £ 1 em
" ; tnd 19) verificatd, av
W Ehw =4 5> ba(e) § fat, oy . Fresupunind - b2
k=0 % ) n-H1 1
H—j—1 y ) , b
_ . Gany I A DL ) 2 bu—gery S [t’ g
Dolinoamele Oup fiind definite iy (15). : (K, f) :W i+ 1) 5= k41
n4-1
Desi are un seng bine precizat nhumai in cazyl functiilor lienegative, intrody-
Cem urmitoareg definitie : dacd 7' (¢ [a, 6] - Cla,b] este un operator ht1 _
i H n-l-—l ) . —
liniar ¢y Proprietates : A tob 4t —l-nil ; f] dt | =
b b . + _— 1 ) f] ’ n 4 1
j ft)ydt = j (ZF)®)at pentru orice fsCla ] L
% i E+1
s T a0 1 jT. fodt
Punem cj Conservd ayig ‘ a_jdy g [t Pt L t_,_n_H o at.
. 172 73 . » -
Operatorii 1y Bernstein sint exemple de transformzri liniare care cop. = MI ! 1’ k_ZO bujr . B "3
SEIVd neconcavitates de orice ordin dar pe de altd parte ef 3y conservy aria, (m+1); j + N %
Se pune Problema dacy existd up operator  polinomial care si posede in (19) rezulti
ambele Proprietdti, Unp raspuns afirmatiy este dat in teoremsa de mai jos i de ordinul j — 1 pe [0, 1], din (19)
s o . s Dacéf este neconcavi

Poate si fie ApProximati uniforsy pe [a, 4], cu conservarea ariei, printe.qy,

(K, /)9 20 pe [0,1] g
” a acelasi
tie K, f este die asemenea neconcavi de

. TEOREMA 5. Opergops; (K,), n=1, 2 <o, definiti prip (17) conservg ceea ce demonstreazi ci func

@ria i neconcavitateq de orice ordin, Iy Plus, pentru opice x < [0, 1] g ordin,
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unde x € [0, 1], 614, B2, sint puncte distinete din [0, 1] si in plus (vezi

In continuare gj notim

6] si [17])

|
(_R,,f)(x) = (K”f)(x) —f I+ 1)
[255) *'= 0<d @< [t— 2=t =23 ...

| Atunci Roeg = Rye, — o, (Ree() =Soxtl = 1 (7) gisi ]'

e i

i Se poate gisi gi o reprezentare a restulyj . gasim (18), : o N

' aceasta se utilizeazy egalititile H pe subspatiul Cta [o, 1]; pentrq VI. Restul in aproximarea cu ajutorul unui sir de operatori polinomiali
care conservi aria gi sint simetriei

i
|
il (Rue) ) = 2= 1020 ) 4 20031 4 e |
' Stk | Pe spagiul C[0,1] definim sirul de operatori (vezi [5]) (L), prin

E 1
(Zoey)(x) = 160 7 s L(—96%% - 17602 _ 961 1 (9615 — 384 | | §
(Luf)(%) =\Z( 2)f(O)dt, x<[0,1], n=1,2, .

. wy

. 20
- 256m)2 +- (216n° — 240m)32 4 gg,,, | 1 [ ;
: Egalitatea (19) ne permite sy 5 ’ d
! on aéuzc;rgll giﬁ:eiﬂﬁghfl;;ﬁviz;te.sa Teprezentim operatorii [y; Kantorovici - "
 Loro - Daci K, : C[0, | - baslt
| definiti prin (17), atuncs Soviria i f[e C%O_)l(j‘[)g" ij'en[(}: Ilj 2 ..., sint Lt x) = (n+ 1) Q b () bn (2)
.I. I| I' [ : 2 " ? " pe w
i | ¢ $ibyp £=0,1,...,n sint polinoamele definite in (15). Se verificd ugor
A (B f)(0) = (2 +1) jbﬂp[f"-ﬂ}sj (%) f(t)dt = cd L, conservd aria; in plus
i 0 Pl [
il | _ A _ wx 41 =n(n—1)x2+4nx+2. !
.|||'-I I;I II ' = i E n!—(:L )" f[ t ot !tk Looo =t mn(x) = n+2’ an(2) (n + 2)(n + 3) '
[ = - M=, PO EN_N8", N « oy es . . s
"Ill('l'll | =& SLLE L irtlinga “n 1 'f] a. Din (7) se géseste urmitoarea reprezentare a restului aproximirii unei func~
'!"-'I-'.'f' Operatorii & 4 =19 - fii fecC [0,1] prin sirul de functii (L,f )=t definit in (20) X .
f” il | 1(01 ¢ conservare a n”econca‘;itéti'i' ('iles(l)?;jixemplq sare ne aratd ci proprietatea " | 1-2 1 Bk
i unctiilor : linjare, supetlor nu depinde de conservaren (L f)(%) — flz) = ——Z |5 2221 1)y
| | |II ! % + 2 " + 2 h
(m + 1)[1 4 2nx(1 — ’V)][elm 01 + 92”} 02”; f]’
( + 2)%(n + 3) 2 L

(i . )
il . Opel'atorll l“i Mey'er.K"jnig $i Zeﬂer
0, 2 = 1,2, fiind puncte distincte situate pe [0, 1].

| i . M,: Crl0, 1
. -l [ 1-C[0,1], 4 — L2, ..., (vez [7] si [6]) au imaginile

D =0 =it B (L, s

VII. Operatorii Beta ; _
(0,1) si w(t) =e(1 —#),¢t<[0,1].

(M, H(1) = 1im .
» S)(1) Eﬁl (M»f)(x) = f(1). Fie (p, 7) un punct fixat pe (0,1) x : 11
<1 Prin W(p, 7) se noteazi spatiul functiilor f: [0, 1] — R pentru care existd
0 constantd M, > 0 astfel incit , s

Pentru 7 « ¢ [0,1] gisim
(Mn - 17 211
INx) = fl2) + 4, 0x) [ O, 2t lun g f]

Ife) < ;”f—;), t < (0,1).
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. o t Jackson
: ; ; | irul de operatori algebrici de tip
Pirul oPeratorilor Bety (vezi [5]) se definegte pe W(p, ») Prin 'IX. Prin sirul 543
| i ey u
. 1 C[—I,I]J n —= 3'4.!
(21) (&Lf)(x) = 1 J'z»x“ = 15)"“"‘”{’}‘(8)(3{ xe [0 1], ! . C[—1, 1] » B
! Binxy 4 Lo g nx) ’ ’ Jan- 1 dt f eC [—-1, 1],
' | F=2§ Ko (/) 15
w=2J —
Se arats o Spatiul Wip, ¥) ramine invariant fati de B, adics B, f = W(p,L (25) Je =
in timp ce fe W(p,r). tn [5] autory] demonstregy si inegalitsife | ) eI[—1,11% [—1, 1],
2n—2 t Ei -1,
. P T g e T t} (x’
&(%) exp (_ﬁ ik 2]) < (@uf".e)(x) = Tz 4 4y Lln + 2) < h =5 ol T, (%) T,(t)
% Llnew + 1)1y + 442 Kop—o%, = definifi prin
' o
Kk + 1) ; =0,1, ..., 2n — 2, fiind
S a(%) exp( nx )' 01 coeficientii pron—2, £ =0, 1, i
> . 29 —2 = [— » N
Pentry fe= Cl0, 17 din teorema 3 se gidseste s (1 T (y)'2 o 20 erzn—2 Ly (¥), Yy
(22) 2n(2n2 + 1) 11—y i
. ny - 1 {nx 4 i+ n(l — %)] 0, - 9, . : rietétj]e
(‘%"f)(x) ‘f( n - 2) + (n + 2)2, 4 3 [61,,, l 2 % O f]' Nucleul K3, , are prop de grad 2n — 2
linom
X, ein = [O, 1]; eln # 62;;« 1) K2”_2 (,) este un po (x t) -3 [__1' 1] X [-—‘1; 1]
i ) SAOupertiug(x,
, i) Kop—o (,
VL. Operatorii 1y Fejér ) IK (5.8 B 1
o 2 oz (%, T
He FoCps, 13, e A ©+er O imaginile ) S 2’ Vi je: dach pentru
21 [ dtoarea observatie:
Ly Ta(x) |2 lenlui rezulti din urm
23 Fuf)(x) = > (1 — %) [ﬁ_ﬁ_ , A(%a) Pozitivitatea nuCﬁ
: . E e v ¥ Hpn orice y = [—1, ,
unde z, 2 L2 oo w sint radicinile Polinomuyly; T, al luj Cebisey. 2 a, Ty(y) = 0,
Ca notatiile utilizate § teorema 3 avem k=0 1]
: =111 x [—1,
Fneo = €y, atunci oricare ar fi (x, ) = [ 1’- ]
Ol = Bttty > 4 TUATy > 0.
k=0 ; 15] giisim :
. *‘RONOVA [
az”(x) = xz - w- d nele IeZultate ale 1u1 st uSATRL
Utilizind u _1
Astfe] pentru orjee ¥s [ 1] s fe Cl—1, 1] exists 0, % 02 pe : Pozn—2 = 7
intervaly] [—1,13 pentru care : ' —_9 (n > 3)
R . ] i 3k3_6%h2—3k‘k=]-)2’ e, B
a6 = f [~ Dty | e
(24) "

P2 . —1,...,22—-2.
: L e U3 y Phan—z = —k® - Gnkt — (1202 — 1)k + 8n , k=n
* M[l - -{1‘:_'&{1][0““ - E - Vo fj' 2n(2n2+ 1)

* #n
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i
PR e = T, wrem s ice (#,3) = [—1, 1] x [—1, 1].”
@on () = 1, a, (%) = 4 ﬁi) U2y (%) = 42 R 3(4n — 3) (1 — 2xg) ® (@, () Rl(ea#)(y) > 0 pentru orice (%,y
2nt 41 2n(2mt 41 P . hrer se constati ci nucleul
$i prin urmare din (7) |' Pek=baza teoremei lui S. Boc 1
s 2 .: a 5‘2,0) s 2 dsl
en-z f)(2) = 4+ | ) S SA%ELpp | Pals) 1 P2 ) a
P (%,8) = mk=° )
(26) (-——-..___qa('m il 3““—“—-—-______{” —llw — 20 4 g) xa) Ora, Zin - By B2 ; £ L 11 x [—1, 1],
293{2”3_}_ .U ”(2‘"!_{- I)“ [ In, 2 2 V2y , ]J J (x‘ t) (=] [_‘ ’
'?326, 7# )fE C[—"—-I, IJ,x, 9!'" = ["‘I, I]: 31519592»- = g erificd 1 [ 1 1]
s . —1,
Fie 7. Cla, 8] - Cla, 6] un operator linjar S pozitiy care conseryy D2 (%, 1) 2 0 pe [—1, Ix
functijle Constante, Daey o(f; .) este modulul de continuitate 41 unei funcgi;
€C[—1, 1], atunci (vezi [11]) i :
— 3 A dt = 1.
(27) IIf =17 < {1 +3 \/A}m(f; 5, 8>, fpz,, (x,2)
1 in
~L1Ln=1,2,..., pi
nde Definim sirul de operatori £, : C[—1 1] - C[—1, 1]
A = max (70,)(,) Qult, ) = (¢ — = !
7€ [a,b) 9 Eonf = szn (s t)f(t)dt'
2
In cazul ge faty : 29) 1
3(2n — g 9 1z ltarea
n—2 Qo) (%) — 1 — 42 ) € [—1,1 A Utilizind dezvo :
(J2n—2 Q) (x) 72(2119\-;.1)( )‘l-m ¥e| ]__“___ » é(n,+k+2)("*k+2l))(2k+l)Pn
- . - P = Dn +
1 Prin urmaye existy o Constantj ¢ 0, 14 2V/3) astfel fncft &= R
@) - g, fll < Co (f;\‘), P =6 el = may n g Huem _ 7+ 3n)s
2n — 2 [-1,1] 1 (%) = "t 8n 43

X. Un ap $ir de Operatorj Polinomijaj; de tip Jackson

#(2n? + 9 — 3)x2 3(2n +1)
@ (%) = (@n + 3)(n? + 3n + 3)

. i scrie

In Cele ce urmeq,y prin p@d) o 1ota polinomu] 1y Jacobi de gy B la de medie (7), aplicat operatorului £,,, se

dul 4, {5r prin P, Polinomu] Ty; Legendre S. BOCHNER (2] a stabilit " n 4 3n ) +

L © — e 1

urmitory] rezultat: ndaci o » 1 , 2 o] < + o si 2 a, R{*) () >0 (30) (L20f) () = f ( "+ 3n 13 )

2= k=0
i - S 0 + 6 N
Pbentry Orice y [—1, 1], unde 5-a notat 8(2% + 1) (n® + 3n + 3) — B (202 + 3y 4 3)x2[61'-“ Tﬂ" 02 ; f]
Plas ) + (2n + B)(n? 4 8n 4 3)e ' . . 1].
R[ga,a) (x) =_+ (% s ] =1, 2, sint puncte distincte din [—1
Pl ) unde f = C[—1, 1] i 6, s =1, 2,
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brecedent, gyep,
(£2, _Qz)(x) - 3(2n 1) — 3x2(2y _ 3 unde
{ v . (2 3 ) # 2 1 : ’
Din (27) gsim B S el =l — e, gl) = (@) +Z 11",
.' 31 -
I BY IIf— L 1] < Ceo [ f; 1 Pe baza inegalitatilor de mai sus, avem
(1 1 ’ 2‘:;)_; cu C{ = (O‘ 1 _;_‘ 2 ,\/3'") i //”
I XI‘ fl] fﬂChei - - ILng —goLnel l < S [Lnez - (Lnel)z]
a luerdrij e€re mentiongm ey I i
L LS Dot utilizg o ¢ €zultatele demonst
care si considers o fuﬁrllc?l'loswil‘?ﬂllrea e “‘egahtashm}f 11; Prima paryy deci
nala linjarg si Ve Cntru exemplis
Pozitiy P Pli o 7
Fle) =1 » SO SR of g — Lall <llg”ll - llew — Lyeal] + 10 e, — Leesll -+ llg — goL,e,]l.
Daca‘if = C[“ b1 0 ’ -F(BI) = a, 2
-, , 0] este fieconcavi pe r4 3 I it Astfel
May) < F(f)y cb== f@) +% —a fim ||g — L,g|| = 0 pentru orice g = C» [0, 1],iar teorema este demon-
Inegalitﬁtﬂe (32) co tit = i —a /) stgzg.
] ; o constituje ; .
Hadamarq 1 cazyl fum;ifj;ﬁll:ahzare al unui Tezultat stapifjt de cit |
e citre
#() - ' . MEAN VALUE THEOREMS FOR LINEAR POSITIVE
. . by f fOdt, fecia 1 I TRANSFORMATIONS
$1 In ipote, . 5 é f
Xir Vo, Plmentari o £ et derivabily pe 1, -' A
et Prezenty . . e [ab],
nofiunii de § : 0 demongtry
unctie conyeys a unnﬁ&f_‘ulﬁ?r‘f_ S¢ bazeazy Pe utilizarey In the first part of this paper the author establishes some represen-
TEOREMA 7 (r czultat ; - tations of the linear positive transformations defined on the Banach space
Bo= 1,2 ..., et U g 'fDdPOVICIU (1)), Dges I . C(K), K = [a, b]. The following notation is used : e{t) =¥, [%o, %y...,%,;f]
Y de opergtoy; liniars $t po g c[o, 1] ¢ [0,17,0 is the divided difference at the specified knots. A typical result is: sk
. WL oy ﬁmjb?'ymi';fi,—.’e . I C(K) - R is a linear positive functional with Fleq) = 1, Fle) = a;,
. no = ¢, - 7=1,2,3, 4, then for each f = C(K), g = C®(K) there exist the distinct
lim |le, — Ll =0, 3 ‘ | DPoints 6, = 0,(f) = K, ¥ = E(g) € K, i = 1, 2, such that the equalities
abunc % *E=L2 ) = max || . (1) and (B) are valid”’. These results are proved also for linear positive opera-
" o1 | tors C(K) —» C(K). Another result is (see  theorem 4): et f; = C(K),
(33) lim ||f _ s Al =0 . J7=0, 1, 2, be a Chebyshey system on K with the properties
" = ] A : |
B H—op Dentry Orice f = C[O, 1]_ lII a) fo = ¢, fl(I{) c K
CMonstyaie, Sirul (B 5 e ; I b) {fo. fi} is likewise a Chebyshev system on K.
nin=] e - .. .
tniform marginit ; intr-adeys, | UL:CK)->CK,n=12 ... i52 sequence of linear positive operators
- . Lyl =1 4 — 1L 2 | With L,e, =e¢,, L,e, = a,,, then the mean value theorem (10) is true, where
JE‘,iste suficient g3 ardtam cj (33 Con . the function y, verifies foy, =L, f,."” _
€& un element arbitrar dizg C)ﬂ?m loe pe o submulfime depes 45 . Further, the above results are appliedin order to find the remainder |
[0, 17; din teorema 3 re{;u“;avdm Clo, 17. term in various approximation processes as: the midpoint quadrature for-
&oLe, < k “ulta mula (13) — (15), the RERNSTEIN operators (16), the KANTOROVICH operators
s k=], 2, n— I, 2. || (17) — (18), the operators which are attributed to MEYER-KONIG and ZELLER,
SR L'I- torrJhir (23)—(24), the Beta-operators (21) —(22), the sequence of operators
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defined by (20). In the same time two Sequences of linear Positive opera.
tors of the JACKSON type are investigated : the algebrajc form of the JACKs
operators (25)——(26), (28), and the Sequence whoge images are written
in (29) (see also (30)—(31)). Finally, a generalization of 5y inequality by
J. HADAMARD is presented in (32) anqd 4 Proof of a theorem byr. POPOVICTY |
(see theorem 7) : this new broof uses esentially the concept of convexity, |
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