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ASUPRA MODELULUI LUI I. NEMETI PENTRU
PLANIFICAREA IN TIMP A FABRICATIEI

PETRU POP
(Cluj)

Utilizind algoritmul lui ¥, RaDO ([4], [5]) pentru rezolvarea proble-
melor de programare matematici cu condifii logice, se demonstreazd cd
problema P este compatibild dacd i numai daci problema parfiald P,
este compatibild si de asemenea ci sirul () construit cu acest algoritm
contfine numai probleme parfiale compatibile.

Se di apoi un procedeu de determinare a tuturor problemelor par-
tiale admisibile.

1. In literatura de specialitate, problema centrald a planificdrii apare
sub denumirea de ordonanfare (,Sequencing), entitifile care trec prin
atelier se numesc produse (,,jobs®, ,,commodities”) iar prelucrarea unui
produs pe o masini se numegte operatie (,task”). Ordinea tehnologica
ceruti a operafiilor pe fiecare produs este numiti ,a routing”.

Problema urmireste ordonarea operafiilor la masini, pe fiecare pro-
dus, cu restricfii de succesiune (,to routing constraints”), astfel incit
pentru o anumiti misurd de eficacitate adecvatd sistemului de ordonan-
tare, si se obfind cea mai bund valoare. Ordonarea astfel obtinutd se
numegte program optim.

Modelele abstracte propuse, pentru care existi algoritmi de obfinere
a solufiei optimale, confin, in general, restricii dintre cele mai severe.
In incercarea de a obtine solujii acceptabile pentru problemele reale stu-
diate, multe din aceste restricfii au fost slibite, construindu-se modele de
simulare prin observarea efectelor anumitor reguli de prioritate sau utili-
zind metode euristice. O clasificare in raport cufuncfia obiectiv precum
si o discuie cuprinzitoare asupra sistemelor de ordonanfare este facuta
de p. MELIOR in [1].
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in ipoteze destul de apropiate de realitatea tehnico-economicd a pro-
cesului de fabricafie ca:

«) La un moment dat, un produs oarecare se afla in prelucrare pe
cel mult o magind,

B) La un moment dat, o masind prelucreazd cel mult un produs,

v) Existi anumite restrictii de succesiune a operatiilor (in sensul ci
o operajie poate incepe numai dupid terminarea altora) gi presupunind
c4 din fiecare tip de magini existd un singur exemplar iar o operafie odata
inceputi nu se intrerupe pind la terminarea el, . NEmETI ([2], [3]) dA
un model de programare matematicd cu conditii logice, avind ca obiectiv
minimizarea duratei intregului proces de prelucrare.

Cu notatiile :

M={1,2 ..., m} mul{imea numerelor de ordine ale maginilor,

N={L2 ..., »n} mulfimea numerelor de ordine ale operatiilor,

N, = muljfimea numerelor de ordine ale operatiilor executabile pe

magina cu numirul k£ (presupuse in numér de n,), avind deci N = UN,.
KM

HC N x N =o mulfime de perechi ordonate, (¢, ) = H indicind
faptul ¢i (conform prescripfiilor tehnologice), operafia cu numirul j se
poate executa numai dupd terminarea operafiei cu numéral i,

X = ::nnmentul de incepere (necunoscut) al operafiei cu numirul ¢,

t; = timpul de execufie a operatiei cu numdrul ¢, modelul lui L.
Nemeti cere si se determine vectorul ¥ = (%, %a, ..., %,) care minimizeaza
functia .

(1) flx) = I,n?vx (% + 1)
i

si verificd: condijiile de incepere

(2) %20, 1N

k]

— conditiile de succesiune
) y— %zt (4) =Hsi
— conditiile de neinterferen{d
a— o 2V % — 5 2, 1<J, i, j € Ny
v — x5 2 Vo — % 20, 1 <74, 14, €N,
4
x — iz N % — % 24, 1<J, i, j € Np.

~ Convenim sid notdm cu P, problema determindrii vectorului x care
minimizeaza funciia (1) in conditiile (2) §i (3) iar cu P problema deter-
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mindrii vectorului ¥ = (%y, ..., %,) care minimizeaza funcfia (1) in condi-

gille (2), (3) st (4). , v ,
Observam cd disjunctiile (4) sint in numar de

(5) p=0Cut Gt F Cf,,,;: Ch — (mymy + mamg + ... Py —1Mm)
unde
(6) n,=card N, k& M si ny 4 #a + ..o & % =7

Prin urmare ele pot fi numerotate in ordine de la 1 la p.

Aceastd problemd se rezolvd cu algoritmul lui ¥. RADO ([4], [5))
care se bazeazi pe rezolviri succesive de probleme de programare mate-
matici, o problemd obfinindu-se din precedenta prin addugarea unei sin-
gure conditii.

2. Fie x° solutia optimald a lui P, si #g valoarea minima f(%,).

Daci k = {ky, ko, ..., k,} este o0 submulfime a mulfimii de numere
{L,2, ... p}, iar «y, %, ..., o, UD sir format din numerele 1 si 2, notdm
cu

L ST r ¥
(7) Py
problema parfiald ce se obfine din P, prin adiugarea a 7 noi conditii
si anume: dacd «, = 1 se adaugd primul termen al disjunctiei k, iar dacd
o, = 2 se adaugd al doilea termen al disjuncfiei &, v=12, ..., 7.
Fie
Olgye = =90
®) X

praes By

solutia optimald a problemei parfiale (7) si

(9) mal,. e aglly

Bae iy

1y e esOy

Faye e ooby
o0 pentru expresia (9), iar dacd ea are o solufie improprie, punem —co
pentru (9). Vectorul (8) verificd evident conditiile (4) pentru indicii &,
ko ..., k,; daci el verificd si toate celelalte p — 7 conditii (4) se marcheaza
acest fapt prin sublinierea vectorului (8). De asemenca subliniem vectorul
ce reprezintd solutia improprie a problemei (7) daci el satisface toate con-
ditiile (4).

Se construiesc trei siruri: sirul () format din probleme de tipul
(7), avind ca prim termen pe Py; girul (s*) format din minimele proble-
melor din (x) si girul (wxx) format din solufiile optime. Anumiti ter-
meni din (sx) sint subliniafi; subliniem de asemenea termenii cores-
punzitori din (k).

valoarea minima f(x ). Dacd problema (7) este incompatibild punem
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Presupunem cd am construit un anumit numir de termeni in cele
trei girurl, Ciutdm numirul cel mai mic in (#%); daci mai mulfi ter-
meni au valoarea cea mai mic#, alegem unul dintre ei §i si presupunem
intii ci el nu este subliniat §i nu este 0. Fie pentru fixarea ideilor, acest
termen chiar (9), termenul corespunzdtor in girul () chiar (7) iar ter-
menul corespunzitor in (x#x) vectorul (8). Deoarece vectorul (8) nu

este subliniat existd cel pufin o disjunctie pe care el nu o verifici.
Fie aceasta

(Byy1) X% — % 2N % —x 24 i<j i, €N,

Suprimdm din siral (x) termenul (7) si i addugim termenii

(10) Pal,...,oc',l $i Potl,...,ol,,2

by okp kyooaky kb, '
+1 41

Suprimdm din (%) gl (#x%) termenii care corespund la terme-
nul suprimat din (%) §i adiugim la ele minimele celor doui probleme
(10), respectiv cite o solufie optimi a lor. Verificim dacd acestea din
urmi satisfac toate condifiile (4) si in caz afirmativ subliniem termenii
respectivi in girurile (sax) si (sx).

Daci este subliniat cel pufin unul dintre termenii giralui (¥%), care
iau valoarea cea mai micd, sau dacd tofi termenii girului (#%) sint oo
constructia celor 3 siruri s-a terminat. In primul caz termenul subliniat
in sirul (%) este minimul problemei P §i vectorul corespunzitor din
sirul (xx%) este solufia optimd a problemei P (proprie sau improprie
dupd cum minimul nu este sau este —oo), iar in al doilea caz problema
P este incompatibild. Procesul iterativ se termini dupi un numir finit
de pasi.

3. In cazul nostru atit problema parfiald P, cit si problemele parfiale
(7) sint probleme de potential.

Problema P, are ca solufie, solujia minimd universald a sistemului
Sy format din relatiile (2) si (3). Acestui sistem i se atageazd graful cotat

Go= [N, H, N=N {0}, H=H J{(0, 7))/ € N}, atribuind arcelor
(4, /) € H lungimea #; > 0, iar arcelor (0,4), 7 € N lungimea zero.

In [6] B. ROY a aritat ci condifia necesari §i suficienti pentru
compatibilitatea sistemului S, este ca graful cotat G, sd nu confini nici
un circuit de lungime strict pozitivd. De asemenea in caz de compatibi-
litate, condifia necesard §i suficientd pentru existenta solufiei minime
universale a sistemului S, este ca mulfimea {0} si formeze o antibazi
in G, solufia minimi universald fiind datd de

(11) 20 = (22, 43, ..., %9)

cu x) = my; = drumul cel mai lung de la virful 0 la virful ¢ [3].
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Problema parfiald (7) are ca solufie, solufia minimd uninrsalé a sis-
temului S format din relatiile (2), (8) si acele relafii (k,) care

cray iy

A : : Olgse s slly v otat
intrd in P op. Sistemului Ser a4 ose ataseazd graful c
15 0 oty

X7 T o TT%1se o 20y — I7 VR
G:l...,:, = [N, H} k:], unde Hk“.__,k’ H U ]k“___k'
100k,

by

iar Ji % este mulfimea celor r perechi, de forma (¢, 7), 7 <j pentru
S

ay =1 si de forma (7, 4), © <j pentru «, = 2, v=12...,7
In toate grafele

(12) Go, GZ::_’_‘_':::, kC{L2 ..., %}
mulfimea {0} formeazd o antibazi. Deci in caz de compatibilitate siste-

A i i inim4 universala. De
mele Sg, Sp e (kC {12 ..., p} admit solujia minima un

..y

asemenea deoarece in grafele (12) toate arceleﬂ sint de 11_1ng1m? pozltly:
(cu exceptia celor de forma (0, j), § € N care sint de lungime ze10), oric
drum ce nu este de forma (0, 7), § € N este de lungime strict pozitiva _1“11'
dacd nu pornegte din virful 0 nu trece prin acest virf. l}ezulta ci orice
circuit este de lungime strict pozitivd si nu trece prin virful 0.

1 concluzie conditia necesard si suficientd ca problemele P, respectiv

peo% g5 fie compatibile este ca grafele respective (12) sé nu confina
Ky or by

circuite.
Putem demonstra acum urmitoarea : _ ' 3
TEOREMA. Problema P este compatibild dacd §i numar dacd pro-
blema P, este compatibild, iar in acest caz sivul (x) confine numar probleme
tiale compatibile. o
e Afirmat?a, P este compatibild numai daci P, este comp_at}kzllé este
evidentd. Ramine deci de demonstrat ci dacd P, este compatibild atunci
si P este compatibild. Din algoritmul lui F. Radé se observd cd pentru
aceasta este suficient si aritdim cd dacd problema (7) este compatibild
atunci cel pufin una dintre problemelei (10) este compatibild, o
Intr-adevdr presupunind ci amindoud problemele (10) ar fi incom-

P v A Oy < ooy Olgy 1 o . A 3
patibile ar rezulta ci in graful G,” bk - arcul (4, 7) ar inchide un

circuit, deci In graful G:: °;" ar exista un drum de la virful 7 la virful 5.

cas Oy 2

De asemenea in graful G;‘: arcul (7, 4) ar inchide un circuit, deci

o
in graful G}~ ar exista un drum de la virful 7 la virful j. Prin urmare
1 s by

in gradul G} "% ar exista un circuit, deci problema (7) ar fi incompa-
B 4 . . I3
tibils, ceea ce contrazice ipoteza. In concluzie cel putin una din proble-

mele (10) este compatibild.
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Mai mult, deoarece disjunctia (k,,,) s-a ales dintre cele neverificate
de solu];muproblemel (7) rezultd cd ambele probleme (10) sint compatibile.
Intr-adevdr daci una dintre ele ar i incompatibili de éxemplu

R 3 oA . Cpreeey O .
Pku e T rezulta cd in graful Gk:,..., k: ar exista un drum de la

¢ la j, deci solufia problemei (7) ar verifica relatia
X — % Z U,

cu alte cuvinte ar verifica disjunctia (k,,,), ceea ce contrazice ipoteza.
Prin urmare sirul (%) este format numai din probleme compatibile,
. %4 Disjunctia (k, ,) care genereazi problemele parfiale (10) se alege
dintre disjunctiile (4) neverificate de solutia (8) a problemei (7).
In general alegerea disjunctiei (k,,,) necesiti rezolvarea problemei (7).
. In cazul nostru vom ariita ci se pot determina disjunctiile (4) veri-
ficate de solufia problemei (7) firi rezolvarea acesteia.
Determindm mai intfi disjunctiile (4) verificate de solufia problemei
Py. Evident vor fi verificate acele disjunctii (4) care confin cite un termen
din (3) sau unul care este consecinti a relatiilor (3). Pentru determinarea
acestora presupunem mulfimea elementelor lui A ordonati dupa primul
indice. Relativ la H si N, definim mulfimea D§ a tuturor perechilor de
forma (s, j) cu proprietatea 4, j = Ny si existi un drum in H de la 7 la
J. Atunci, evident disjunctiile de forma

Y =% 2L VE —x 24, (4,7) Dy

vor fi verificate de solufia problemei P,.
Prpcedlnd in acest mod pentru toti 6 =1,2, ..., m si notind

m

D =) Dy
r=1
rezaltd cid rimin numai
po = p — card D°

disjunctii neverificate de solutia problemei P,

In general, considerim problema partiald Py % Relativ la
lor de forma (4,7), 4, j € N, si existd un drum in H:‘ 7 de la ¢ la g
Evident atunci ca disjunctiile de forma !

L Oty vvey Oy 2 T3] : :
Hy Y =HUJ» w51 N, definim mulfimea D} a tuturor perechi-

Y —HZHEN x5 — % 28, (49) s D,

vor fi verificate de solufia problemei PZI, :,
 $ I

- Ry
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Notind

rezultd ci ramin numai

» Oy
k

-y Ry

Pocl, e Oy P - card D’;:

Buy oo By

disjuncfii neverificate de solufia problemei P:: :: A.leigmd catid;s:

5 e continud
j i e una din acestea, formarea p’roblellmflor partiale se
zilﬁi)cglin(ﬁgll)igdicat in algoritmul lui Radé obfinindu-se problemele (10)
pentru care se calculeazd

Oy o vy Olps 2

p]_ — pmn ceey Oy 1 §i pz — pk“ - k,, kf+1.

Fas oeer By By
Dacd py = ps # 0 atunci ambele probleme (10) sint admisibile gi pro-

- inat. _ 5 .
cede%acséa;bfe;mOH;i pa # 0 inseamnd cd prima problemd (10) este admi

T kel
sibila iar cu a doua se continua procedeul care se va termina intr-u
numir finit de pagi deoarece avem

Olgy ==y Xpp °‘7+1 g &1y ‘.‘-l;' . 1-
| S k1+1 Riy ooer By

Aceastd inegalitafe rezultd din faptul ci

wany O
Gy oo % Gyy . card HO M + 1
card H. """ by By ¢ PR

si

) ey O
card D™ - #r+1 2 card Dyt 5 4 1.
Buvoer by " .

5. Exemplu: S3 se determine programele .adt_nisibile pentru cazg}
cind avem de executat 7 operafii pe doud magini diferite, pe 1pr1m§1 e?(()igte
tindu-se operatiile numerotate cu 1, 2, 3, 4, pe a doua cele nu _
cu 5, 6 si 7, in conditiile de succesiune:

0p1—>0;b3—>0;b5—>0156—>0124

cunoscind timpii de execufie #; > 0 (2 = L7) pentru fiecare operatie.
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Pentru aceastd problemi avem urmitorul model matematic : si se
determine vectorul

(1) ¥ = (%1, %2 ¥ Xa, Xgs Xg, %)

care verifica :

condifiile de nenegativitate

(2) % 20,1eN={1,2384567}
condifiile de succesiune
(3) ¥3— % 2 4
Xy — Xy = 1
Xg — X5 = I
Xy — %g = Iy si

condifiile de neinterferentd

Loy — 2% 26V —ax 21,
2. % — % ZH V% — %321,
3. %y — 2 2 HVx, — g 24,
4, %y — %y Sty V 25— 55 2 1y
(4) S. % —x Z 6V, — %21,
6. %y — 23 28V, — 5t 24,
7. %6 — %5 2 Y 25 — % 2= 1,
8. % — % ZH Vo, —ay 2ty
. Zp—xy 2tV — 2y 2ty

Se constatd usor ci problema P, care cere determinarea vectorului
(1) in conditiile (2) si (3) este compatibild. Atunci conform teoremei demon-
strate mai sus, intreaga problemd va fi compatibili. _

Numarul condifiilor de neinterferentd fiind p = 9, modelul furni-
zeazd 2° = 512 probleme posibile, Dar chiar din prima etapd, deoarece
D' ={(1,8), (1,4, (3.4), 5,6)} si po=p —cardD° =9 —4 =25, se
constatd ca se pot forma cel mult 25 = 32 probleme posibile diferite
de P,.

Continuind procedeul indicat in paragraful 4, se obtine urmétorul
arbore ale cdrui terminale in numar de 12 sint problemele admisibile, Solu-
tille lor reprezintd programele admisibile ciutate.
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SUR LE MODELE DE I, NEMETI POUR LA PLANIFICATION
TEMPORELLE, DE LA FABRICATION

RESUME

En utilisant Palgorithme de I RADO ([4], [5]) relatif & la résolution
des problémes de programmation mathématique & conditions logiques,
on démontre que le probléme P est compatible si et seulement si le pro-
bléme partiel P, est compatible ; on démontre également que la suite (%)
construite & I'aide de cet algorithme ne contient que des problémes par-
téaux compatibles.

On présente ensuite un procédé de détermination de tous les pro-
blémes partiaux admissibles.
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