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iN MULTIMEA SIRURILOR NUMERICE
de
ANDRET NEY
(Cluj)

§ 1. Preliminarii

fn prezenta lucrare vom utiliza rezultatele de mai jos ale autorului,
cuprinse in lucrdrile [2], [3], si [4].

Termenul general, c,, al unei serii convergente cu termeni strict pozitivi
(oarecare) admite reprezentarea

oLl (@ -+ Doy »
AT w1

w g1 (1
y=1

Gy

.(1) ‘(ng N),

unde (a,) este un §ir de termeni strict pozitivi, pentru careZ:l = 4 o0,
T~ o

Totodats rezultd ci suma seriei convergente, respectiv restul ei de rang #,
se exprimi piin:

(2) S = (a, + 1)¢,, respectiv 7, = a,c, = -"{—“"F—ml‘—-'
1)

ay

Notind ptin 2d,, o serie divergentd cu termeni pozitivi, reprezentarea (1)
respectiv reprezentirile (2) se scriu sub urmétoarea formd canonicd .

S

P o= —
n " i,
l;[ (1 + dy)

! "

(neN); S= [dl 4 1] 61
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Am ardtat in [2], ci:

Operatorul K aplicat unei serii oavecare cu tevmens strict pozitivi, Tu,,
astfel :

4 Ku, = %" a, constanti pozitivi
" p

(1 + uy)

S =E

este un operatoy de convergentd, care transformd ovice sevie cu terimeni styict
pozitivi intr-o serie convergentd cu termend strict pozitivi. In cazul unet serii
convergente, rapiditatea de convergengd este un nvariant al transformdri.

in adevir, daci 2u, converge, atunci exists limita finitd, nenulj
o .
A s e om I . ey v 42 Ku \ ')
I+ u,) si in consecinta, existd §i limita finitd nenuld lim X% De aici
1 n0 Uy
rezultd ci seria Zu, si transformata ei 2 Ku, converg la fel de repede. Daci

insd seria Ju, diverge, atunci proprietatea de convergenti a transformatei
ZKu, este o consecintd imediati a lui 3.

Terminologie sinotafii In lucrarea de fatd vom nota mul-
fimea siruvilor reale cu termeni strict pozitivi, prin 8. Submultimea lui
&4, formatd din toate sirurile avind drept prim termen numérul 1, se va
numi mulfimea restrinsd a swrurilor cu leymend strict pozitivi si se va nota prin
S4- Evident, orice element din d4 se poate obtine dintr-un element al luj
S, prin multiplicare cu un factor pozitiv convenabil ales (dupid cum un
element oarecare din S+ se obfine dintr-un element corespunzitor al Iui
S 1, impirtind fiecare termen al unui $ir cu primul siu termen). Introducem
de asemenea notatiile :

Z + Pentra mulfimea sivurilor cu termeni strict pozitivi 5 simplu suma-
bile, adici ' L <

N

() & 1+ O X 6 < o0 (x>0, naN);

g

1

., pentru mulfimea sirurilor cu termiens strict pozitivi si care nu sint simplu
sumabile, adici iy

(dn)ez+<=>}?d,,=+oo (@,>0, nsN);

precum si notatiile referitoare 1a subsirurile analoage acestora, din multimea

R~
sy, adicd D7, respectiv <
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Au loc, evident, urmétoarele relafii:

$+ Gy ;ZLC2+ ; ZLCZp
= —_— =% — = — I 1
St =Z+UC_Z+» 2NK=9; s,= Z: U gi’ 2. NL =2

=, 5
irsit, cd repreze 1 AR=D3 i
Precizdm, in sfirsit, prezentarea unui element (¢,) & 2=, este datd

prin
1 1 — Iy
(5) ¢, = —-+_1 (naN), unde (Z) e,
ay 11 ( 1+ ——)
1 ay
sau, punind d, = LY , se ajunge la forma canonicd
(2%
(6) b= =2—d, (el a @4)el,.
(1 + a)
1

Observafia. 1. Amintim (a se vedea lucrarea [1]), cé,_Bentru

. . . __¢n te-
testul seriei 3¢, avem formula 7, =a, c, = Deoarece Z¢, & ZJr. e-
’ % .

zultid ci

T2 g

¥a

céci fﬂ:d" §1 Zdn ez_p

+’ ¥n

A

Aceastd afirmatie constituie de fapt teorema lui Dini (vezi si [4]). Aratim

. . 1 oy Yy di v 1
ici ' ! — £ wergentd. In
aici, ca un rezultat in plus, ci si seria = Py adicd X o este g

adevir,
#, 1
=t (Faes > 7,).
dy Cn Yo—1 — ¥n - ¥n_q 1
¥n

Distingem urmitoarele cazuri:

— - 1 .

a) lim 2=t — 1, 1y acest caz fim~ = o0, deci seria X - diverge,

1. In ac by : )

- s "

‘N "

=1 Ll . 1

b) lim 2= > 1. In acest caz iim — > 0, deci si in acest caz setia X 7

T n )

diverge.
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Definiti ! . e
eliniyia 1. Un sir (d,), cu termeni strict pozitive st stmplu nesuy-

mabil (adicé Yd, s g +): pentru care siyul (di) este de asemenea simplu

(2

. - 1 =
nesumabil — R ;
adicd ¥} = ng Se va numr s al lus Kummer.

- Conse c1 nta .1.‘ Din observatia 1 si din [1] rezultd ci un sir al
wt Kummer si numai un astfel de sir («,), poate satisface forma eg(;l«itate

%y Cp — Qi1 Cup1 == Cyqq, lim &, ¢, =0,
H— 0

a criteriului de convergentii al lui Kummer.

§ 2. Grupul multiplicativ ($54,-) si operatorul %

Se considerd grupul multiplicativ abelian (S irari i

' nsid ' ,+), al sirarilor cu ter
strict pozitivi, operatia de grup definindu-se in+ II’)lOd Ebisnuit g;inel(lge)n.l
(b)) = (a,b,), elementul neutru fiind sirul constant (1, 1, \

v e ey ) s

Inversa in raport cu operatia de Inmulfire a oricirui element din S

este evident un element din "< i ist3 ]
. din z 4 Pentru elementele din g + existd douid
alternative, care se exclud reciproc :

l Pt

JeZ.,

. fie (
| =

fie (

= &

IN

&

+*

—_— 1 — s
Dle exei1plu. (7)) g g+ dar (ﬁ) GZ+' pe cind (n) o g+, si simultan
7)=&.
TEOREMA 1. Existd submultimi ale lui i o care sint grupuri multipli-
cative abeliene. B

(Astfel de grupuri le vom putea numi sub, ) '
( puri le grupurt de elemente nes b
ale grupului multiplicativ (S+,0), sau altfel: grupuri ale lui KumZZZZ) .

Demonstrafia teoremei se face prin exemplificiri :
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@

Exemplul 1. Tie grupul multiplicativ cu elementul generic (In* u),.,
(¢ € Z), unde In*n inseamnd (lnn)*. Pentru % = 0 se obtine elementul
neutru si pentru orice % intreg (pozitiv sau negativ) are loc:

»
> Inty = foo,
Ne=2

Exemplul 2. Grupul multiplicativ cu elementul generic (I, #0) e,
(k & Z), unde ln, inseamnd logaritmul natural iterat de p ori (p fiind un
numir natural arbitrar, dar fixat), iar #, reprezinti primul numar intreg
astfel ca logaritmul iterat sd aibd semns.

Exemplul 3. Grupuri cu elementul generic obfinut prin inmultirea
elementelor generice ale diferitelor grupuri tratate In exemplele 1 si 2, de
pildd, cel cu elementul generic dat prin

(n #]¥[In In #]),—s
Definitia 2. Se concepe pe Sy operatorul X astfel :

1
(— + 1) Uy
2%y

"

1;[ (1 -+ uy

(7) Koty = na N); (w)& 8.

(Se mentioneazd, cd in cele ce urmeazd nu va cauza dificultdfi faptul ca
efectul lui X asupra sirului (#,) s-a notat ca un efect direct asupra termenilor
acestui sir).

Relevim urmitoarele proprietdfi ale operatorului X, respectiv pro-
prietdtile unor restringeri ale lui X pe anumite parti ale lui &4..

Proprietatea 1. Operatorul X este un operator de convergentd
: . =1 o . . . L
st aplicd 84 pe Z ++ Privitor la vmagimile prin X ale wnor submulfimi ale
lui S au loc

N, —J — w0
X(C_{r) = Z+ ;X (ZJ - 2_3+'
Tn adevir, X se obtine din operatorul K definit prin (4), substituindu-se
a p1'i11l -+ 1; totodatd XKu, = 1. Privitor la I(Z_I_) C ZIJF, aceasta

oy

rezultd imediat, iar egalitatea Z(? +) = 5:_:1, s-a pus in evidentd in [3]

si [4], ca bijectia 87 N HE .. Mai mentiondm, cd operatorul X, ca si cel
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6

definit prin (4), aplici o clasi ii idi
gel insé@i(. ),-ap o clasi de serii de o rapiditate de convergentd dati,

In scopul reprezentirii seried =l
de (1), adica ? o serer Xy (unde (cu) GQJ sub forma dati

=1
, unde ;;1—”: +o0 si Ke, = 1,

se determind sirul (4,) in conformitate cu metoda dati in [3], astfel:

i

A = pn 1 2 1 L1+ )
n = g =- ST 1_—"'—"

Io,, on P-Ic” Cn

1
<

t+ea)]| ™

"‘ES o

Observatia 2. Fie 2cn: Sy unde (c,) GZL . Vom calcula suma

transformatei prin %, adicd S = Elcn. Au loc egalitatile
l r

Xc, = _2on i 1 &L = 2 2 o2
ﬁ (1 7 ”lrcl;gl Cy T e - ; Y e II ( + C")
: + o) I;[ (1 + ¢y 1

Seria T X ¢, ar Ke 2 i
Xc, are drept rest p = - LR 5 (in conformitate cu conditiile
13 ’

care caracterizeazd restul seriei convergente, [3]). Are loc relatia
’

H

ZICMZICI_I_. 91:2(1 _%)<2

Rezulti, ci in> i
4 un element din 2 cu suma mai mare sau egald cu 2 nu poate

fitr i
ansformata nici unui element din E ci doar transformata unui element

dlnz \E Aceasta justificd incluziunea stricté ¥ (2 ) - 2_1
s

O b y . . —
serv aCE ia 3. Fie (4, s ZJr. Rezultd din (7), {inind seama

de (2), i S = = i pri
(2), ca Z;Z d, = p + 1. Deci primul termen al sirului (4,) deter-
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ming suma transformatei prin X. in partlcular clasa ,,d, = 1"’ ne conduce
prin transformarea X la ,subclasa sirurilor restrinse sumabile cédtre 2.”

Proprietatea 2. Aplicafia: X : Z: —»ZL este 0 infectie, mu §v 0
bijectie.
eil si (v,) eer, iar (u, ) =£(v,) in sensul cd p
(p > 1) este primul 1nd1ce pentru care o, =% Up, atunci din (7) rezultd

fn adevir, daci (

. Uh
1 Vy = =
$ X P o1 !y

[g(wm]-(wm

5% "y = — Up
[1'2[ 1+ “v)\ < (14 up)

de unde

Kuyp 1 1 ) o
=P (14 — :(1 2| =1, adicd Kup =t Xv
i ( + v,,] +w) i )

deci X: E - E este o injectie. Privind a doua partea enunfului proprie-

tatii 2, asevedea concluzia finald din observajia 2.

Proprietatea 3. Operatorul X nu are elemente proprii, dect nu
ave punct fix in Z_ N

in adevir, daci s-ar presupune K¢, =AC, (» &R) unde (c,,)ez o
atunci din (7) ar rezulta [1 (1+¢,) = )\—— pentru orice # > 2, ceace este
C1

imposibil, datd fiind stricta pozitivitate a lui ¢, (n & N).

§ 3. Grupul de compozitie (Zi ) U)

Fie in El , sirarile (c¢}), (¢,') date prin

[?li-' + 1) d, (F —+ 1) ay —_
(8) =ML =38, cu (d) @y e,

5 == ] i 2 n D——

lrl_b[(1+d ]—L[(l—l—d(,’)
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Pornind de la sirul produs (d,) def1n1t prln a, = d,;d;’
situl-obtinut dupd cum ‘urmeaz§i . .

1 o 1 .
(E : ! (d du + 1) d”d’lffl
== (n&N).
1_[ (1 + ) ]I (1 -+ e

v R | [T i ] d o gt
Rezultd usor cd (c,) GE 2, deoarece (c,) este transformata lui (4,) prin X

(vezi definifia 2 si ‘proprietatea 1).. Pe aceastd bazi se poate concepe in E
o0 lege de compozttw mtewm nomm O st definitd pfﬂm

o=, (s N), v ) ) &3,

Fatd de aceastd operatie gy, existd si un element neutru, anume

TH!
- Kl =—" = =—s (ne= N),
Ha+y *
iar elementul i invers, fatd de operatia ¢y, al unui element oarecare (¢/) 2

este elementul (¢ ey = (c ~1) reprezentat prin

1
(df - l)—’

E;__l = _z_l'; - —__]d’i, ('ﬂ- = N)-
% 1+ —)

Rezultd nemijlocit

I . v .
TEOREMA 2. Z esie un grup abelian fatd de operafia de compunere o,
definitd mat sus. A o |

Observatia 4. Pini cind reprezentanle (8) sint cele canonice
pentru (c!) respectw (c') — vezi (6) — ; teprezentarea (9) petru compusa
(¢,) nu este neapirat cea canonics. Tn adevar d1st1ngem dous cazuri po-
sibile :

Cazul a): Y d'd" = 40 §
1

Ol ; 1n acest caz reprezentarea (9) este cea ca-
nonici pentru (c,), 5

(n & N), formim
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Cazil ) : § d'd"’ <+too;in acest caz, bine inteles (9) nu este reprezen-

won

tarea canomca a lui (c,), dar (c,) poate fi adus la reprezentarea canonicd,

ciutind un sir (3,) & X ! astfel ca si a1bav;lqc,7 ‘

1
— + 1) 3 (—: -|—‘ 1) d,’d;,: ;
.le——i didi’ : io(n & N).

i
AR

1 (1 + 3) qu+mw
1

L = N Ohw 1l L g hgt . .I‘v“"w T LR
Privind restul “'seriei’ "Zc,,’ fc.r‘ebu;e 38 “se ‘indeplineascd

TSI EEH 04115 1 [ RN | FAT i 7| memc 111§ A C kY |

e e B
) ;

(asevedea (3)) Totoda‘ca dln @), urmeazé

i, T it b : B L i
Cy : d’dll -_>d1d1 (1’[,—)00) undeP:'[ ( —I—dd ) < +OO

non
dl d" " P 1
°wn 1;[ (1 + d\'adv) .

o 1l ity B Mg s ool
ARSI R L IR E A

Astfel, dacd se pune

15 : B LAt _Iifl SEPILE: §
Cy Cy didy
— = A \
Sp - Glgl * iR ! ‘
adicd - y
ne X ¥y
1 dey

1 1
5, Al Pecy,

atunci se Indeplinesc: cond1’,c11le necesare, 5,1 suficiente ale convergen‘;el setiei
Zc,, anume -

L, =0 (n— 00).

N WE | TRE: KL SV H T ¥
3y k
] 1 ) ) - e -
_l' Cp — cli-|—l = Cpt1 (% & N) 1A
8 8!!"]-1

i ‘ oali iterinlui lui mai rezultd
conjcmute in. fomm ,egal’b_,tatg a.vc‘nfcenul’@ lui Kummer, de unde ma

51 faptul ca E 8 +oo (vez1 [1])
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R . ) o B o
In altid ordine de idei, expresia lui S se poate pune sub forma
"

1 1 P, i
(10) T (1 =), unde P, = (1 + ddy) < P< 4o
. < ey
i rezultd §, > d'd!’, ba chiar lim = =0.

In cele ce urmeazd vom stabili legdburi intre sumele seriilor componente
(Ze,, Zel) si suma series compuse ( Z¢'rye,’). Privitor la sumele seriilor
componente au loc pe baza celor de sub (3) formulele

’ £ 7 i 1 7 e 1’ 1
s:%‘.(:: +1 s s :?cnzd”—{—l.
1

Privitor la suma compusei distingem si de asti dati cele dousi cazuti
tratate mai sus:

non

[e)
Cazul a). Deoarece ¥ d’d’’ = 400, are loc in baza lui B s=
1

oD
—_ 1 o
= %} €, u¢, Za

4 1. Un calcul simplu arati, ci

s—1=(s"—=1)(s" —1) sau altfel s—=gs" —g — g -+ 2.

Deocarece s" > 1 si s’ > 1, rezulti s < s's”.

lea] . v : I ”
Cazul b). Dacd yd'd” < H-oo, atunci dupd aducerea termenului c1g5¢n
1

la forma canonici, are loc pe baza lui (10)

0 1 1 P 1 1+ diay
= res ¢F — — 1: 1_'_! 1:_ 1""‘_1L 1,
s ?cn(_) cl 81+ d{d{( P)—|— d{d’;( N )‘i—

de unde in baza unui simplu calcul, rezults

1 1 1 1
S = 1 1__ e slsl/_sl_ 1 2 1_— SISI/I__ ror?
(d;d;+ )( P) ( SF )( P)< ( P)<ss’
sau si s <8’ — s — ¢ L 2= (s — D" —1) 4+ 1, deci s — 1<
< (8" — I)(s"” — 1). In concluzie — pentru ambele cazuri are loc s << s's”
adica suma compusei este mai micd decit produsul sumelor componentelor,
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Observafia 5 In teoria clasicd a seriilor se cunoagte compunerea
. o,
a doud serii sub forma de ,, produs al lui Cauchy” :

"
Uy, = 2 %%M/Z—z?l (% = N)'
i=1

iar cu privire la convergenta seriei Xu, ate loc cunoscuta teotemad a ém Mei-
tens ; pentru suma compusei i a componentelor se deduce ’egah'ca ea s 1—
aih ) or7 Compunerea noastrd, gy, conduce la s —1< (s" — 1)(,5 = "I)’
egalitatea avindu-se loc in cazul a), tratat mai sus. Daca se considerd sirurile
(%) e ei si (14,'/)2‘;1@2 atunci pentru compusa lor Cauchy are

WG sans numéral u)—ui—1 la fiecare dintre sirurile
loc S = s's”. Daci se atasazi numdrul ug=uo=1 la fiecare $

('), (), atunci se obfin sirurile (u))%, (u,)7 si are loc egalitatea
w1 "

= M8

. . . ’ 1
w!!, iar sirarile (w)%, (,)§, vor face

o
s’ 4 1= Zu/, respectiv s + 1=
0
AN [ AV 1\ oo
parte din Il . Daci in reprezentarea canomicd a sirurilor (u)%, (#,)7,
=t

i i siruri iv (4')% i rezentarea canonica
figureazd sirurile (d!)% respectiv (4,){, atunci pentru rep :

. 1 , 1 ’ e a
ini —_ M iar
iruri Yoo (') ermind - d/ prin — u — u N 4
a sirurilor ()%, (u,’) se det . D z Ty M
prin L ' — L u]" = u;' (in conformitate cu forma egalitate a criteriului Iui
a @’

0

Kummer, [1]), deunde
. 1 1 ”
i:(i—l—l)u; si —:—-(——1—1)%1.
o d . . 3 1@ ”)m - fl
Reprezentirile canonice ale noilor siruri (u)o, (#.)0, VO

1 1 ,,
(— + 1) d;, (—' +1fdg
’ dy BT e

. " d”
=0 7 respectiv “;L e 0 (% =01, 2, .. '))'
(1 + a) T+ &)
0

) J . }
| . i ai 3 sus
Daci are loc B dids = oo, atunci rezultd in baza celor vizute mai sus,
n=0
egalitatea

S upul —1= (%u;, — 1)(%]14 —1l,
0

n=0 )

ceea ce se scrie altfel

= ' " CAR Y R
2 Uy, O Uy = oy || 2 un],
1 1

n=1
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adicli, exact sub aceeagi formi ca si in cazul compusei lui Cauchy, relativ
la sirurile (u,)1, ()1 -

Observatia 6 Fie (I', ) un grup Kummer in sensul celor pre-
cizate in §2. Fie doud elemente distincte din I', anume (d,) si (dq) precum si
transformatele lor prin X. Considerim gi transformata prin X a compusei
lot, (dy di), (vezi(7), (8), (9))- Rezultd nemijlocit

TEOREMA 3. Operatia Ky, vestringerea lur X pe T, este un omomorfism
al grupului multiplicativ Kummer (L)), in grupul de compozigfie(;i, '(j) .

§ 4. Asupra compunerii o in multimea sirurilor eu termeni pozitivi, simplu
sumabile ecétre 1

Compunerea o pe care o introducem mai jos, in mulimea precizatd
in titlul paragrafului diferd de compunerea ¢, desi au trasituri comune.

in conformitate cu (8) orice sir simplu sumabil citre 1 se reprezintd
prin

) o
¢, = ——=——, unde Xd,= oo,
1

céci
s:(i—l—l]cj—_«l.
dy

Definitia 3. Prin compunerea o a doud elemente, (c)) s1 (cn), din
mulfimea siruvilor cu tevmens strict pozitivi, simplu sumabile cdtre 1 se in-
telege sirul (c,) format asifel:

f

’ ”
(12) €, = CnWCy = dy, 4y, (n & N),

gd+%m

unde (cy) respectiv (ci) se veprezintd in conformitate cu (11) cu ajutornl strurilor
(d,) respectiv (dn).

@w
Privitor la suma X ¢, distingem doud cazuri:
1

Cazul a): Xd,dj = 4-oc. Rezultd in mod evident egalitatea Y, =1,
1

1
adicd sirul compus este simplu sumabil catre 1.
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”

@
Cazul b): T d, di < +0° fn acest caz se va ciuta reprezentarea
1

canonicd a sirului obtinut prin compunere, adici se va determina sirul (d,)

W N
pentru care X d, = 409, astfel, ca ¢, = ¢} wcy, sd se poatd scrie sub forma
1
a,dar .
s |- Din
14 df !
convergenfa presupusd aici, a seriel Xd,dy rezultd existenfa numirului

(3) (din (12) rezultd imediat primul termen al compusei. ¢, =

pozitiv P = ﬁ (1 + d, dy) si astfel, din (12) se obtine
1

. 1 1
im ——c¢, = —
n—r 0 d,’;d;’; P

Sirul (d,) ce se cautd, se obfine (cum s-a mai vdzut $i in §3), punind

1 1 1 1 [ P,;)
— = DR —_—— )
ay dydy, Py andy P

P . .
de unde d, = d,d% ———, iar pentru suma seriel compuse avei
P—P, ,
< 1 1 P i dy 1
DTS (——l—l}clz(—— 1———‘)—}—1)’;1——:-1———_—-
1 dy ady P 14 didf P

In concluzie se enuntd

PEORGMA 4. w-compusa a doud §iruri cu teymens strict pozilivi, sim-
plu sumabili cdtve 1, esie un sir cu termens strict pozitivi stmplu sumabil
chitre wn numdr pority S = 1.

Observatia 7. Fie I' un grup al lui Kammer (vezi §2). Conside-
rim mulfimmea ZF a sirurilor cu termeni strict pozitivi, simplu sumabile

citre 1, construite cu elementele lui T'. Rezultd, din cazul a). anterior tra-
tat, cd Er este un grup abelian fajd de operafia de compunere ©, cu ele-

mentul neutru (%)w , objinut prin intermediul lui (11) pentru d,= 1w aN).
"1

Pornind de la un element (c,) din _Z—.r’ iterata (c,), definitd inductiv prin

(Cn)?. = (cn) w (C"), (Cn)jb = (Cn)p—lm(cn)

este tot un element din ZI,, avind reprezentarea (n & N).

i fﬁu+m
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Observatia 8 Deoarece orice sir Kummer inmulfit ca o constan-
t4 strict pozitivi este tot un gir Kummer, cele afirmate in cazul multimii
Zr sint valabile si pentru mulfimea de siruri simpla sumabile construite

cu ajutorul elementelor unui grup Kuminer cu multiplicatori reali, strict
pozitivi, motat (I'; R4). Totodatd remarcdm faptul, cd dacd seria Xc,

este datd prin ¢, = e (n & N) ca ©d, = 4oo (si bine infeles

& 1

III (1+dy)
¢, = 1), atunci seriile cu termenul general
1

Sdy respectiv ——d“—”l—
11t + 4 i1+ 5 )
1 1 S

at amindoud suma S (S fiind o constantd strict pozitivi).

Observatia 9. Fie un sir (¢,) de numere nenegative simplu suma-
bile citre 1. Eliminind din gir termenii nuli — locurile acestora in sir tiind
indicate prin 7, ¢ & N) — subsirul ramas, notat (c;y), va avea reprezentarea

de tipul (11), anume
di
m(+a)

Daci se reintroduc termenii nuli in sir, atunci atagind unui termen nul,
de exemplu lui ¢;, numirul ;= 0, sirul (c,) de numere nenegative, simplu
sumabil citre 1 va avea de asemenea reprezentarea
i
(13) (=2 (rEN),
111 (1 -+ dy)

unde pentru # = 1, are loc d, > 0, iar pentru # = 4, are loc d, = 0.

Observapia 10. Dacd (d,) este un gir de numere rationale strict

[+
pozitive pentru care X d, = 00, atunci in baza reprezentdrii (11) se obfine
1
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seria Zc, de suma 1 si cu tofi termenii rafionali si pozitivi. Astfel s-a ajuns
la o descompunere infinitd, rafionald a wnitdir. Se obiine multimea tuturor
descompunerilor infinite rafionale ale unitatii, ficind ca (d,) s parcurgd
multimea tuturor sirutilor cu termeni pozitivi gi rafionali, simplu nesuma-

bile.

Observatia 11. Dacd se dd sirul cu termeni strict pozitivi si
simplu sumabil citre 1, reprezentarea (11) se poate obtine folosind sirul
(c,) al termenilor, formula sumei 1= (% + 1) ¢ (de unde se determina

1

¢ . . G [ d
d; = —2—| sirelatia de recurenfi pentra (d,), anume d,,, = — a1t
1 —5 Cy — Cpt1%n

§ 5. Despre sfera unitate din spatiul /* (a > 1)

fn conformitate cu [3] si tinind seama de observatia 9 din prezenta
lucrare, reprezentarea unui element oarecare, (u,), de pe sfera unitate (pro-
priu zis frontiera sferei) a spatiului * (= 1):

1
iz g
(14) Uy = &y n cu g, = + 1, dn 20 (% e N) $1 Edn = 400,
(1 + @) i

1
o

deoarece sirul (c,) dat prin

d
Cn:|%n|a:__n—— (MGN)

T+ a)

este simplu sumabil citre 1 siin conéecinjcé are loc (Z |u,,|°‘)a = 1. Rezultd
1

imediat, cd un element al spafiului /% care se afld pe sfera de vazd o > 0,
se reprezintd prin

oy w
(15) u, =¢,~ Tene==+14,>0 (# &N)siTd, = +oo,
WHN“ !
1
deoarece (ET: |“n|°°)“ — o
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_ w-compunerea referitoare la doud elemente de pe sfera unitate se efec-
tuiazd (folosind simbolica obignuitd) astfel:

|~

' (dndi)
Upwiy, = g, U unde ¢, = ¢,¢) = + 1 (n g N).

1
n —
III (1 + ddy)*

w-compusa a doud elemente de pe sfera unitate din /* este un element de

@
P 4 ¥ Sy gt gn H DI :
pe aceastd sferd, dacd x d,dy = -+ oo, respectiv un element din interiorul

o«
aferei 1ini a i rgn )
sferei unitate dacd 2 d dl < +oo (a se vedea §3 privitor la suma seriei

1
compuse). Rezultd nemijlocit

TEOREMA 5. Operafia_de compunere w, in mulfimea elementelor de pe
qz_’emy untlate a spapulut 1* (o > 1) pdstreazd compu'sa fie pe sfera unitate
fie cd o sttuiazi in interiorul ei. In acesta din wymd caz existd compuse oricit
de aproape de fromtiera sferei si compuse oricit de aproape de centvul sfevei.

TEOREMA 6. Multimea de clemente de pe sfera umitate a spatiului
_ . J 3 agiulur
I*(o = 1), obfinute prin (14) din clementele unui grup Kummer, fomﬁeézd st
ea un grup de compozitie (G, w) cu elementul neutru b

1
IE 1

ITa+m o

R| =

2

1 Observatia 12. Remarcim, cd in I* (« > 1) existd o infinitate de
elemente pe care le numim absolut neutre fatd de compunerea o in /% anume
acelea care admit reprezentarea

J— loc
# 1
Mo+ np* oo
1
1
o \* 1
totodati (21] | o4 ‘“) = 1 deci ele se afli pe sfera unitate si are loc egali-

tatea |u,0u’ |= [u,| o |ug| = |u,), (u,) & 1% Muliimea elementelor absolut
neutve fafd de compunerea w in I* formeazd de asemenca un grup.
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UNE NOUVELLE ETUDE STRUCTURELLE DANS L’'ENSEMBLE
DES SUITES NUMERIQUES

RESUME

Dans les travaux [3] et [4] 'auteur a donné une formule de repré-
sentation pour le terme général d'une série convergente quelconque.
I'aide de cotte formule on met en évidence diverses structures et de nouvelles
compositions (g5, dans le §3 et o, dans le §4) des éléments appartenant a
des ensembles de suites numériques, ainsi que des liaisons entre des sous-
ensembles remarquables de suites, a l'aide des opérateurs de convergence,
(4) et (7). On donne aussi la représentation des éléments des espaces (o = 1),
ainsi qu'une loi de composition (dans le §5) des éléments de /* et I'étude de
cette composition regardant les éléments sur la sphére unitaire de /%
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