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§ 1. Introducere.

Teoria sistemelor dinamice a aparut la sfirgitul secolului trecut ca un
capitol special al teoriei ccuatiilor diferentiale ordinare, prin cercetirile
lui 1 POINCARE legate de studinl proprietafilor topologice ale solufiilor
ecuatiilor diferentiale ordinare autonome din plan, Aceste cercetdri au
fost continuate de 1 BENDIXON dar mai ales de . D. BIRKHOFI' care
a trecut la studiul ecuafiilor autonome intr-un spatiu euclidian arbitrar

R*, a introdus multe notiuni tioi §i a demonstrat o serie de rezultate fun-
damentale legate de ele.

Cea mai remarcabild proprietate a mulfimii solufiilor unei ecuatfii

diferenfiale autonome, cu unicitate; este urmatoarea (proprietate de grup):
fie ecuafia antonomd

(@) M : dxldt = f(x)

unde x = R*, ¢ = R* = R iar f: R" » R" este o functie continud. Presu-
punem ci aceastd ecuafie are proprietatea de existenfi globald a solutiilor
si de unicitate a problemei initiale. Si notam cu (%, ¢) acea solujie a
ccuafiei (1) care verifici condifia inifiald %(0) = %,. Pentru un ¢, = R
si notim %(¥e f;) = %;. Din autonomia sistemului rezultd cd odata cu
%(%q, t) e solufie si x(xq ¢+ ¢). Dar atunci avem doud solufii %(xy, ¢)
si x(xy ¢+ #,) ce iau valoarea x; pentru ¢ =0. fn baza unicitdfii pro-
blemei initiale, ele coincid peste tot deci pentru orice t; = R avem x(%y, ty) =
= x(%y, & + t,), sau inlocuindu-l pe #;:

(2) x(%(%q, £1), ta) = %(%o. £1 ty).
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§ 2. Sisteme dinamice.

Proprietatea de grup amintiti anterior i-
(1931) la definirea (pe spafii metrice
(ne-diferentiale).
~ Definitia 1. Fie X un s
aplicagie continud (se consideri t

(X, ™) se numeste sistem dinamic dacd sint satisfdcute axiomele:

(i) =(%,0) = x  pentru orice x € X
(i) n(n(x, ¢ +s)) = n(x, t + ) pentru ovice x « X si ,s € R.

Vom mai spune, firi pericol de confuzie, ci

X i de obicei vom nota =(x, ) cu wxmt.
Observatia 1. Definind

prin w(x) = n(x, ) se vede cu usurinid cda

{m,t = R} formeazid un grup
Jajd de operatia de compunere, eclementul unitate Jiind w0y tar inversul lus

este un automorfism al lui X. Deci un

m fiind w_,. In plus, fiecare
sistem dinamic constitue un grup u

niparamelvic de transformdiri lopologice.
Observatfia 1. Avantajele

intvoducerii  sistemelor dinamice sint
multiple. Majoritatea nofiunilor si vezultateloy prwvind ecuatiile difevenfiale
autonome au fost extinse la sisteme dimamice (care pe baza celor aritate
mai sus includ ecuafiile autonome cu unicitate si existentd globald a solu-
tiilor). Mai mult, formuldvile si in multe cazuri demonstyatitle au fost mult
simplificate. In plus, pe lingd tmbogdtivea muliimii sistemeloy definite pe
un spagiu dat, s-a putut trece usor de

la sisteme definite pe spafii ecuclidiene
la sisteme definite pe spatii topologice arbitrare.

Un exemplu de sistem dinamic, pe care-1 vom folosi in cele ce urmeazi,
este urmidtorul: sistemul transla

fiillor pe spatiul topologic ¥, sau sistem
Bebutov, este sistemul dinamic (V% p) unde YR reprezinti spatiul func-
fiilor continue x: R — Y, inzestrat cu topologia compact-deschisi, iar
p(x,t) = x, (ca de obicei,

%(s) = x(¢ + 3)).

§ 3. Transformiiri.

Largirea mulfimii ecuatiilor diferenfiale este utili si in studiul trans-
formdrilor ecuafiilor (deci in organizarea sa in categorii). De exemplu,
din ecuafia (1) printr-o transformare 4 ; R* — R"(x = h(y)) se obtine ecuatia

() P
dy dt

fi(y)).

cu condifia derivabilitd$ii lui % §i cu riscul ca ecuafia transformati si
piardd p

roprietatea de unicitate. Aceste restricfii dispar in cazul siste-

a servit lui A. A. MaRKOV
) a sistemelor dinamice abstracte

papiu topologic 1ar n: X X R - X o
opologia produs pe X X R).. Perechea

= este sistem dinamic pe

pentru orice ¢ din R aplicatia =, : X - X
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i i i afiul topologic
i i : sistemul dinamic (X, ), spa pologl
melgr dmamme.’f’sAnsﬁfl}a aVYhf X objinem t(}tdt?a.lullil un 51;‘;?; ecah:naunc
Y st homE‘?ﬂ'lolll; b= k—'l(h(y)-n:t). Pornind de aict dam ursr: g W
P PBDY (f'i?f:lu ill,;‘i ipz Spunem cd sistemtl dw;amz_cﬁ (ﬂ}fi;gw)(x Regindt o
il : dicat la sistem , ™), dac o
i s1 1 (Y, p) este ndr istem! iy

.f,gﬁm.-',;(_Y, e): f;:::‘;a }T-S?{mi}(’ cgle face comutativd wrmdioarea diagy

surjectia coniy :

Xx R5X
Y(b,1) {h
YxR5HY

T P it ! ; 1 ;frO‘
@ . ; zﬂ: 18

: s 7 st e nUmesc
vfism h cu proprietatea de mai sus, cele doud sisteme s
WMEOMO i _
ihamare atia 3. In acest wltim caz, unul se obfine din celdlall prin
Observatia o !
ea indicald anterior. _ ) ; e X' &
tmm-]f;)}sza;ni‘;ia 3. Fie sistemul e{mam'wd (X, ;) S,:t Oﬁﬁz??:%g:n e
] : rantd icd  pentru ovice x din A3 ‘ ¥ un
i X sparania, adich peire wrce % 4 G o e e
' o+ = i s ] A i i .
x_a;ﬁ dinamic nuwmit subsistem al lut (X, m) 4 orice sistem dinamic
i 940, 1. BEBUTOY [2] @ demonstrat ca omieg SISTET R L o
; I.“ eant] 15 a,t,iu'metric compact §i care are cel nmltenu%l; 1porice 7 din
defx'n{t pe At i; x din X cu proprietatea ca At = xip e R. In 1949
e pu:)ltcf cu un stubsistem al siste“}“lm t{anslaﬁld&é’it pe' un spafiu
R} esteczom 8] a demonstrat ci orice sistem dinamic ¢ e eetpiet
I}' ‘;‘1 I?(ﬁl?’ﬁ: [cu bazi numérabild, Sé: aplica peq«;ﬁl Sllz,iz?lcompact i on
oc dil, LU 1 Hin un Spe i 2
% ur punct critic. ot . i , avem in
?:r1 g uﬁ%rggﬂsﬁmgacﬁpgi numai dacd este metric separabil [4]
aza 1 i )
s ® o ! s : epara-
definitiv urmitoarea: namic, definit pe un spajiu meiric sep
, . Orice ststem dinamac, % : atitlor pe R.
bil EIE?R?x;aﬁ s(e) aplicd pe un subsistem al sistemulus translatislor p
2l Locdal ©

(] €

i ndat
sistem al lui (Y, p). In al doilea caz s¢ mar spune cé (X, m) este scufu
k< ia 4. Inlocuind in definifitle mzte‘r@oargt gw:sﬁ:iia ?ﬁz&

S i Vla t:-e?de cu cel al numereloy tntregi Z, se obfin sis {;ismq A
e i et legate de ele. Pentru acestea R. D. AI;];RT g
n?pw_&?z ul discret al tramslapislor pe cubul e Hliistema o u
aemonshia; £6 35 atiilor metrice sepavabile. Penir dingmtee
it g cmmusaj;éfuudesalc. Scopul nostru este de a v

e icet ine st 1 ema lui v, v, NEMITKI
‘s‘isfe{::v 'u‘fz‘;g:rszz pentru ?clasa de spafti ce intervine §i v teor
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TEOREMA [, Fjp X un spatiu metric compact. Penlry cq sistemul ding-
mic m definii Pe X si poati St scufundat in sistemul transiatiiloy Pe spatini
Banach Y este necesay st suficient cq nllimea puncteloy sqjp critice sd fie
homeomorfé cu o submultime a lu; v

Demonstratia o urmireste fntocm
zul ¥ = R, schimbind unele mot
impuse de noua situagie,

Necesitatea condifiei este evidents cdcel

sistemului (V®, p) este formati diy toate fuy
meomorfi ey ¥,

Suficienta, Fie mulfimea punctelor critice ale lyi (X, m)iary: D o v
funetfia ce di homeomorfismul 1yj T pe ¥(I') C Y.

Fie C(X, v) spatiul Banach al tuturor f
cu norma ||f|| = sup Ay x e X}

Co = {feC(X, Y), flx) = (%), pentru orice din I’}

e baza teoremei de prelungire a Jui Dugundji [47, Co # @ si fiind

0 submultime tnchisi a 1y C(X, Y) este Spafiu metric complet fati de
metrica d(f, g) — [lf — g||. Mai notdm cu A — {(%. %), v X} si A*
=X x X\ ((I" x I') U A). Demonstrati
strarea urmitoarelor :

Lema 1, Pentry orice submultime Ccompactd K+ A%, witlitmen
Co(K*) = {f = Co: pentru orice (%, ¥) © K* existis ¢ R, fxnt) # f(ynt)}
este 0 o submulfime deschisy alwi C,.

Lema 2. Pentyy orice (x, ¥) € A* existi 0 vectndiale compactq IK*
a lui (x, y) in A% asifel c¢d C, (K*) este densd in Co:

Lema, 3 Exista fFee; astfel cd oricare ar fi punciele X,y din X
% # Y, sd avem f(xnt) £ I (yrt) pentru cel Pufin un ¢ din R,

Intr-adevir, bresupunind lemele demonstrate, fie Feg, o functie daty

s i — Y* astfel ; pentry orice x = X

ai pe cea dati de Kakutani in ca-
tvafil §i ficind citeva modificdri formale

multimea punctelor critice ale
icfiile constante, deci este ho-

a teoremei ge reduce la demon-

h(x)(s) = f(xrs), pentru s din R,

Se vede ci /i este bine definiti (%)t R - Y este continud) si din proprie-
tagile functiei J deducem ci ; este o injectie continuy, Deoarece X este
compact jar VR este Hausdorff rezults [4] ci % este un homeomorfism af
lai X pe a(X) C ¥* in plus :

Mmmw=MW%w=mww+m:hma+w=hmm

deci: h(xnt) = h(x)pt, adics mulfimea 4

(X) este invariants fatdi de o si &
scufundi sistemul (X, n) in (YR o)

Demonstragia leme; I. Fie f, din Co(K*)

arbitrar, pentry moment
fixat si punem

A%, y) = sup {|| fo(xmt) —Solymt) Iy 2t = RY,
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C i 3 existd
. K*. Sé ardtam cd exis
o entru orice (x,'y) F . % supunem
Prin ipotezd, fd(lxéay)d(i (;»)pz d, pentru orice (:*c:'< ¥) tffiéln c{f c-i(foeyn)P saeln
s doa? f(i) 2::1 edeci ex{sté giral {(x,, y”ﬁsg Kcorii)act Putem” preSUpl)me
cd n- 7, Deoarece ' g t) —»
A de la -+ co. i Dar atunci fy(x,

la 0 cind % tin * gastfel ca x, — Fo $t Yy = Vo | , % Tt) —
ch existd (x_o. Yo) Et) Iifi(yuﬂt) si c’{un din definifia 11(11 it;n;re?ltlrltjit)(orice ;
-rfo(f‘u“‘)t)ﬂ -’2’(3){: ¥,), deducem cz;(fo(xo"'ft)) >:Of°]§;})gistenta lui d, este
= Jolg 70| < GAK,, Cen faptul ci d(x,, v, i i = K*) demon-
dinf fltdm Cgl?;fliilﬁc;gumf EpCo, lf =Foll < dof2implicd f €Cof

astiel dem i3

< : 3 ta. %

tratia este Incheia ) . une ¢ £y S X\
strat a lemei 2. Tie (%, yy) din A*. Putem prgzt;f}; . n(;ultlme

ngogl,ét?’“ﬂ“?& ¥¢ Deoarece X este compac&l H??‘fﬁ) V a lui %, astfel
NI yosX, % fyo}, existi o vecinitate (deschis M, I) = {n(x, t):
inchisa si 2o & I' U {3}, u M = X si I C R notim =(M, thel o %,
ca DU {ytCX N Vpif;;l“ xo ne fiind critic, existd =, itg Y?S> 0 astfel
‘i (J‘ L t(OE v{ }])- De asemenea, pentru L(/)[rllcte' J * ;c(o\eé fiind compactad,
Xy # m(vo (U, M) ( [0, .,)y]) = . ulfimea ill{ v]z} avem ;
ca 7w(xg [0, My]) N ™ 0. In definitiv, pentru v = min {7,,
: mworveE X \V} > L.
Ty = MIN {/)y 2y

w(%o 1) # %o 5t w(%e, [0, 1) ) XNV, [0, 1)) = .

: W, =(W, n) si
.y isd W a lui %, astlel ca W,

- < vecinitate deschisd i 9 ) *=WX(X\V).
R fie disjuncte doud cite doud. Novmﬂ? Cléolr{npacti a lui (x,,
n(XN\ YV, [0, n]) )sae W % (X\7), K* este o Yef:mgta e
Deoqr;g: (xof’lg‘)oVOm arita cid Co(K*) e den:?nin o
G 0 C A o atin of (10 G

Julx) =

& | =

§ flxms)ds

§1 flxalll un o as tfel ca - € 2 €ex lSl. 1 St el e o [ezulta
o i enta unul a f (-1 L
(l.lll | 1 u1 pe CcO Ia‘ <t / (. i t' i t 11.11 ) . Pel u
i C()ntlnulta t;iz— ) f( ) ( ) . f ) .
X € [ avem o« X} = xX) — ‘( X (le( 1 = (:0 (ta 1a1 sus ﬂlegelll ()

< § < v astfel ca
' 8])
(W, [0, 8]), =(W, [n, 1 + 8]) si m(XN\V. [0, 7+
sd fie disjuncte doud cite doud gi definim :

S
#o(%) = 0 pentru x = =(W, {0, 3 Un(X XV, [0, 1+ 38))

uo(x) = 1 pentru x = =(W, [4, 7 + 3]).
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Pe baza teoremei lii Tietze existy

astfel ca 0 < (%) < 1. Pentru x = Xopﬂféglngire # € C(X, R) a lui 1,

v(x) = Su(xns)ds
$i 0
8) =ful®) + —sin (g - v(x)e

cue <Y, |le| = 1iar
& < Cy clct pentru x é’lg éu;? e\r%ng(t;cl)ra—leé(ﬁ)v o

entr ice 4 -«
= y(%). De asemenea (pentru orice 5 5i ¢ )

=0, deci g(x) = fu(%) =

I ~gll < If—fdl + L <= 4 1
fal|+P<E+;

deci alegind un p > 2
> —avem ||f — '
. B gl < e. Pentr ]
Suflc;:nt sd gdsim T g astfel ca g « C\(K* B CemomareatibaSig
vem, pe de o parte, pentru x = 17170 )

si 0<t< 8
v(xmt) = S w(xn(t + s))d T \ (
yut f)) s = Su(xrcs)ds + Su(xns)ds = Su(x-rcs)ds +
N+t 0 0
+Su(xns)ds si deci v(xnt) = v(x) + ¢
si
Ef (xnt) _ _(2 1 o ta
5 Julomt) = 2 (; S f((x-n:t)ns)ds) =1 a% S flams)ds =
== [flenlt + 5) — flam 4]
deci

Nagrf“(x"‘)“ < 2

a pentru\ orice ¢ din R si x din X,
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Deci peutru x din Wsi0<t<3:

2011l
o

: llé‘l’;'g(xﬂt) “ >% (—;?;sin [q - v(xnt)] —“% fa(_xn:t)nz i—|cos[’q ()] —

‘ Daci ¢8 > m, existd 0 <7 < 3 astfel ca q(x i) = 0 (mod =). Presupu-

' ind in plus g > 4p|Ifl|/a, pentru x < W gisim ¢ < (0, 8) astfel ca

”%g(m) “> 201 o

Pe de altd parte, daca y < X\Vsi0<t <3y, v(#nt) = 0, deci
201 F 1

-1

‘gg(ywt) H = H %fa(y 7it) H <

in concluzie, pentru (x, y) € K*, exista unt < (0, 3) astfel ca

Ié] 0
= glami) # % g(ymr).

. Dar atunci g € Co(K*).

" Demonstratia lemei 3. Spafiul X fiind Hausdorff, A este inchisd
si la fel fiind §i I' (deci $i I'x I'), A% este o submultime deschisa a unul
spafiu metric compact deci e spafin metric separabil. Folosind teorema de
acoperire a lui Lindeldf, din lemele anterioare deducem existenfa unui sir
=]
de submulfimi compacte K} C A* astfel ca A* = | K sifiecare C, (K3)
' n=1
este o mulfime deschisd si densd in C,. Deoarece C, este spatin metric complet,
: . =

() Co(K3) # @. Fie f e () Co(Kz:) sipunctele
n=1

pe baza teoremei lui Baire
’ ' V n=1

x, y din X, x #y. Dacd x, y € T, pentru orice ¢ € R

flant) = f(x) = v(%) # 1(y) = fly) = fly)

cici y este injectie. Dacd x (sau y) nu aparfine lui T, (%, ¥) = A* deci aparfin
unei vecinitifi K* si deoarece f € C,(K?¥) existd ¢ din R astfel ca flamt) #
#* f (ymt) si cu aceasta demonstratia lemei 3 e inchgiaté. deci i a teoremel 1.

" Observatia 5. S. RARKUTANI afirmd cd C, este separabil, ceeace e

fals in general §i oricum superfluu in demonstraie.
Acum sintem in masurd si demonstrdm rezultatul principal al lucrarii:
TEOREMA 2. Sistemul translafiilor pe 12 este universal in vaport cu clasa

spagitlor metrice separabile, local compacte,
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Demonstratie. Fie X un spatiu metric se
Cum am mai observat, aceasta e echivalent cu a spune ¢ X ¢
pact, cu bazd numirabils [4]. Dar atunci compactific

A
X este metrizabil. Fie 7 un sistem dinamic pe X, Definim
A

funcia
7! X X R - X prin:
~ A (¥, ¢) dacé;:xEX
n(x, ) = R
® dacd x =

A
unde s-a notat cu g punctul din X

sistem dinamic (Zf: r?). Spatiul X fii
in cubul Hilbert
nach ]2,

nd metric separabil
(pe baza teoremei lui URIsON [4])

Cu atit mai mult mulfimea punctelor critice
homeomorfs cu o submultime a lui 12, I
se scufundd in sistemul translatiilor pe 12 si odats oy el

Observatia 6. Existy sisteme dinamice definite pe sp
local compacte, cy mulfimea puncteloy crit

N\
baza teoremei 1, sistemu] (X

Yiu euclid,
cubul lui Hilberl), decs teoremy 2 acoperd gol
[6].

wlldsat de o teoremd a i 0. HAJEK

§ 4. Sisteme dinamijce loeale

Singura restrictie ficutd prin considerarea sistemelor dinamice in 1
ecuafiilor diferentiale autonome cu unicitate, este ipoteza existentei globale a
solutiilor. Aceasts situatie a fost depdsiti prin introducerea de citre
O. HAJEK a urmitoarei :

Definitia 5. Perechea (X, n) formatd din spatiul topologic X st
aplicatia continui - D, - X se numeste sistem dinamic local, dacd sint
salisfacute axiomele »

() D,CX %R e deschisd

(2) Pentru ovice % < X existd —oo < o, <0<p, <o astfel cg
(x. 1) & D, dacd si numai dacd t < («,, B)

(3) =(x, 0) = x pentru orice xeX

(4) Daci (x, t) = D, atunci w((m(%, ?)s) = n(x, t+s)
membrit e defingt, '

Pentru astfel de sisteme, izomorfismul este modificat astfe] :

Definitia 6, Sistemels dinamice locale (X, =) 50 (Y, p) sint GH 4z0-
morfe (izomorfe in sens Gottschalk si Hedlund)

dacd existd homeomorfismul
h:X Y g aplicatia continug o - D, > R astfel ca:
(1) Pentru x < X, O(x, 0) =0 & Q(x,.) este un homeomorfism al lui
(o B) pe (o, Buw)

(ii; Pentru (x, () = D, : hir(x, 1) = o(h(x), O(x, 1)),

ocul

cind unul din

parabil, local compact, Dupi

ste local com-
atul siay Alexandroy

\AX. Dupi cum se stie [5] se obtine un

» Se poate scufunda
deci gi in spafiul Ba- |
ale sistemului 7 este
Fas
%)
se scufundd §i (X, x).
afii metrice separabile,
ice ne-scufundabils in nicL-un spa-
an (de exemplu sisiemul trivial—loate punctele sale Siind eritice— pe l

8
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a isteme autonome de
ind teoremi demonstrata pentrllt Esl;z‘if,?
e 0 oared : _
Extinzin ‘AR1,80N [3] a demonstrat un_na! Ion il e un spajin
RN Lgmbacci T este um sistem dinamic rocaX e B ol
"IEA%REL;A' ¢i existd un sistem dinamic (global) pe
metric X, atun ) et N
i deduce imediat : .
ci el . zultat, din teorema 2 se ded L i
i a%esﬁ)iﬁ:&;siséam dinawmic local d; init tpfnzln jff;;ismﬁ-iior P
ol compuct X 5o 1 te GH scufunda in siste 7 o 4o -
1 e compa;ﬁ_ﬁi S'; Plsf‘;tiuma de GH scufundare a sistemelo
Observafl . Nof

linamice, day prin
irii siste: v dinamice, dar p
bintelege a fi analoagd scufunddriy sistemelo
locale se subing

GH izomorfisme.
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