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OBSERVATII ASUPRA NOTIUNII DE ALURA

de
ELENA POPOVICIU
(Cluj)

1. Aceasti lucrare incearci si prezinte cititorului unele aspecte ale
problematicii legate de definitia nofiunii de alurd. Termenul ,,alurd” apare
azi, destul de frecvent, in literatura matematici. Astfel, se vorbeste despte
,,alura de monotonie’ a unei functii, ,,alura de convexitate a unei functii”
sau se spune uneori despre o funcjie ca are ,,0 alurd aseminatoare cu cea a
unui polinom’’. Este clar ci in exemplele citate, terminologia utilizatd cautd
si exprime o anumitd comportare a graficului unei funcfii, compottare
care se exprimi analitic in mod adecvat.

Notiunile de monotonie, convexitate, convexitate de ordin superior
precum si altele, inrudite in diverse moduri cu acestea, au fost in ultimele
decenii mult generalizate. Ele au ajuns in contact direct cu teoria calculului
$i cu alte domenii ale matematicii moderne. Termenului ,,alurd”, a in-
ceput si i se atribuie accepfiuni diferite. Aceastd situaie impune
adoptarea unor definifii care s conduci la precizarea confinutului nofiunii

de ,,alurd”.

3. S4 notim cu (F o mulfime de functii reale de o variabild reald, de-
finite pe X. Presupunem despre X ci are cel pugin # puncte distincte, unde
n este un numir intreg, pozitiv, fixat. 83 considerim o mulfime de puncte
Y C X, astfel ca ¥ sd confind cel pupin # puncte distincte. Dacd X se
reduce la o mulfime de # puncte, este clar ca unicul mod de alegere a
submulfimii ¥ revine la Y = X. Pentru cele ce urmeazd, se face ipoteza
ci functiile din ( sint continue pe mulfimea Y.

Definitia 1. Multimea (F este interpolatoare de ordinul n pe Y,
dacd pentru orice sistem de n puncte distincte %y, Xa, -+ ) Xy din Y st ori-
care ay fi numevele vy, Vo, -« Y e¥istd tn (F 0 functie ¢ §i una singurd,
astfel ca ¢(x) =y, 1 =12, ..., #
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_ Pentru simpliﬂcarcga exprimdrii, dacd sint Indeplinite conditiile din
definifia 1, se spune cda mulfimea (£ este de tipul 7,{Y}. Pentru functia
¢ care figureaza in definifia 1 se utilizeazi notatia i

@ =L((F; %1, %oy oo, X3 Y10 Var oo o) V)

g?ﬁ:ii?um?rde Yir Yo weer Yy sint valorile pe x4, Xy ..., %, ale unei -
fii f si anume f(x,) =¥y t=1 2, ..., n, atunci se mai utilizeazd
pentru funcfia ¢ si notatia @ = L(F; x4, %5, ..., %, ;

3. In lucrarea [1], am considerat o multime (F de tipul /,{V}, n =1
unde despre ¥V am presupus cil este un interval mirginit si h;béhis’ [uzi’i]
g1 am introdus notiunea de funcfie de ordinul » fati de (F, pe o -nuﬂl;,imé
Z £ Y, unde despre Z am presupus cff are cel putin # - 1 puncte distincte
Reproducem definifia datd in [1]. Pentru aceasta, si considerim o functie
S definitd pe Z i un sistem de # -+ 1 puncte '

(1) Xy < Xy < oo < Kpp1
din Z. Diferenta
(2) f(x”-f'l) e L((}) X1, Koy vvovy Xy f)(x”+1)

poate fi pozitivd, egald cu zero sau negativi.

Defin 1}-19 2. Spumem cd funciia [ este (F -convexd, (F-meconcavd,
F — polmomzvala, (F — meconvexd, vespectiv (F — concavd pe mulfimea de
?fp;{tgte Z, dupd cum, pe orice sistem (1) de puncte din Z, sin' satisficute ve-
atiile

B)  S(as1) — LGE; %, % oo, %5 ) (Hag1) >, =, =, = respectiv < 0.

Detinitia 3. Spunem cd functia f este de ordinul n fald de (F

. Wy - i 4 7, pe
mulfimea de puncte Z, dacd diferenta (2) mnu schimbd semmul, cind sistemil
(1) de cite n 4 1 puncte din Z se alege in toate modurile posibile.

Din definitia 3 rezultd cd daci f este de ordinul # fati de (f, pe Z
atunci este satisfiicutd una si Intotdeauna aceiagi relatie dintre cele cinei
relafii care figureazd in (8). Prin urmare, daci functia f ate una dintre
proprietidfile specificate in definifia 2, atunci ea este de ordinul # fati
de (£ pe Z. A

4. Dacd in locul mulfimii (7 se considerd mulfimea (@, a polinoa-
melor reale, de o variabili reald si de grad cel mult egal cu #, se observa cd
P, este de tipul I,,,{Y} oricare ar fi mulfimea YV care contine cel putin
# - 1 puncte distincte. Fie, spre exemplu Y = [a, b]. Atunci definifiile
2 si 3 ne conduc la nofiunea de functie de ordinul # in sensul definitiilor
din [4]. Astfel, daci Z C [a, b], contine cel putin # 4 2 puncte distﬁmte,
se poate considera sistemul de puncte

(4) X << Xy < o < Xpyo
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din Z ¢i diferenta

(5) f(x”-l-z) S I’(@u; X1, Xy o« 5 ¥nd 1 f)(x"+2) -

= (Huy2 — %) (Fny2 — %g) + e (Xnge — Hny1) (X1, %5 oo Xutz) 1
unde cu [#,, Xy, ..., %pr2; f] se noteazd diferenfa divizatd a functiei f pe
punctele (4). :

fn cazul particular (F = (0,, se regisesc astfel definitiile din [4]. No-
tiunea de funcfie de ordinul » -|- 1 fajd de @, pe mulfimea Z, in sensul de-
finitiei 3, revine la nofiunea de funcfie de ordinul »# pe Z in sensul atribuit
acestei notiuni in [4].

Dac# utilizim relatia de egalitate (5), atunci funciia f, definil@ pe Z,
se spume cd este convexd, neconcavd, polinomiald, neconvexd respecliv concavd
de ordinul n pe Z, in sensul definiprilor din [4] dacd sint satisfleute rela-
fiile

(6) [%1, ¥g «+.» Xnpe; f1>, =, =, & respectiv <0,

ovicare av fi pumnctele distincte %y, %y, ..., %yyo din Z. Aici nu este necesar
s8 impunem o ordine punctelor #, 1 =1, 2, ..., # - 2 din cauza simetriei
diferentei divizate [%y, %, ..., #yp2; f], In raport cu argumentele x,, ¢ =
—1,2 ..., %+ 2 Dacd se pleacd de la studiul semnului diferentei care
figureazd in membrul intii din (5), atunci se presupune in prealabil cd punctele
lex,7=1,2, ..., n -+ 2, sint agezate in 6rdinea din (4).

Se observi ci definitiile 2'si 8 sint generalizéiri imediate ale definitiilor
din [4], dar, daca asupra mulfimii (7 nu se face ipoteza de liniaritate, atunci
aceste generaliziri sint egentiale, o relajie de forma (5) neavind loc, in acest
caz. Multe proprietdfi ale functiilor de ordinul # fatd de o mulfime (7, de
tipul I,{[a, b1}, pe o mulfime Z C [a, b], sint consecinfe ale tinel teoreme
de medie pe care am demonstrat-o in [1] i pe care o reproducem aici. 94
presupunem, pentru ‘a putea enunfa aceastd teoremd, ci (f este de
tipul I, {[a, b]}, n=2 §i ci se daun punctele

(7) Xy << Xg << oo < Xy,

unde m=n 4+ 1, iar x, S [a, ), i=1, 2, ..., m Fie x, < oL b sl

f o functie definitd pe punctele x,, 1=0,1 2, ..., m. :
troREMA 1. Dacd %, %, ..., %, sint puncte din (7) asifel ca

1<<iy, <ty < ...<1,<m, atunci sint satisfdicute inegalitatile

(8) min L((F PR B 7S PRI Xjtn—1, f)(xo) =

=1y, 4l .., dy—nt1

= L((%: Kiyy Xiyy oo vy Ky f) (xO) =

max L(f, Xiy Xj41ly -« KXjfa—1, f)(xo),
F=t G, ooy dp—nkl
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egalitatea avind loc simultan §i atunci §i nwuwmai atunci cind toate Sfunctiile
L(F; % %, ooy Hguoas f) f=dyp 4+ 1,..., 6, —n+ 1, sint egale.

5. (F fiind o mulfime de tipul I,{[a, b]} si Z C [a, b], mulfimea func-
tiilor (-convexe pe Z se noteazi cu simbolul @(G£; Z; +), iar mulfimea
functiilor (Z-concave pe Z, cu simbolul @(F; Z; —). Vom mai utiliza si
notafia @((F; Z) =€(#; Z; +) U @(GF; Z; —). Evident, se presupune
cd Z confine, aga cum se cete in definifia 2, cel pufin # 4 1 puncte distincte.

Fie (f de tipul I, {[a, ]}, n==1 si Z C [a, b] continind cel putin
#n puncte distincte. -

Definitia 4. Functia f, definitd pe Z, se zice cd este n-valentd fatd
de (F pe mulfimea Z, dacd f coincide pe cel mult n puncte distincte din Z cu
orice functie din (F.

In lucrarea [1] am demonstrat

_ TEOREMA 2. Dacd f este continud pe [a, b], condifia necesard si su-
Jictentd ca f sd apartind multimii @((F; [a, b)), este ca f sd fie n-valentd
fagd de (F pe [a, b].

Pentru precizarea legdturii dintre proprietatea de continuitate si
proprietatea unei functii de a fi de ordinul » fa$i de o mulfime interpola-
toare de ordinul #, reproducem din [1] si

TEOREMA 3. Dacd (f este de tipul I,{[a, b]} st n=2, atunci din
S s e(F; [a, b)) rezultd continuitatea functiei f pe intervalul deschis (a, b).

6. Incercdrile in vederea generalizdrii proprietifilor exprimate prin
inegalitétile (6), cind se trece de la mulfimea P, la o multime interpolatoare
oarecare, nesupusi la condifia de liniaritate, intimpind dificultd$i din cauzi
cd nu se poate obtine o imediati generalizare a nofiunii de diferenta divizata.
Aga se explici faptul ¢ in [6] se ia ca definifie a ,,convexitdtii unei functii
J, continue pe [a, 0], fatd de mulfimea (%, de tipul I,[{a, b]},” propozifia
,,Jf este n-valenta fatd de (F pe [a, b]". Evident, mul{imea functiilor convexe,
in acest sens, fafd de (7, este mult mai restrinsi decit mulfimea functiilor
de ordinul % fa{a de G pe o mulyime Z C [a, b]. Rezultd totusi din definitia
datd in [6], importanfa nofiunii de #-valentd a unei functii, fati de o mul-
time interpolatoare de ordinul #, nofiune care in cazul cind se ia ca multime
interpolatoare de ordinul » multime D,_;, » =1, a fost dati de Tiberiu
Popoviciu in [4].

Dacd se urmireste extinderea proprietdtii din definitia 3, la elemente
ale unui spatiu abstract, se impune o generalizare care diferi esential de
cea care s-a realizat prin trecerea de la nofiunea de functie de ordinul »

in sensul adoptat in [4] la nofiunea de functie de ordinul » fati de o
mulfime oarecare, interpolatoare de ordinul #.

In cele ce urmeaz3, ne oprim asupra problematicii semnalate.
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iunile i i inifii i i iderate ca re-

7. Notiunile introduse prin definifiile 2 gi 3, pot fi conside T
zultat al cgmparérii functiei f cu functiile din mulfimea (£, prin 111terme%11i11
diferentei (2). In realitate, se considerd restringerea g a funciiei f pe punctele

%4y %y %, §i se construieste functia din £ care coincide cu restringerea
y Bay vees By GlEE dir

g, pe punctele x,, i =1, 2, ..., adicd

9) L((F; %1 %o oos %5 &)

e e ald cu L(GE: %y Xs +.., %, [). Funcfia (9) este o prelungire a
Eiii‘;i?egege mulj:im(eg- de definifie a funcfiei f (numai prellunguea pe acgs:fitﬁ
mulfime ne intereseazd aici). Hste firesc sd se puna piob er_rlxa ,,fcomgair?r ’
functiei f cu toate prelungirile de forma (9) ale restringeri orUuncf.ied depa
cite n pancte distincte din mulfimea de definifie a functiei f. : n gn:f: bt
efectua aceastd ,,comparare”’ este furnizat de _gtudlulnsannu ui di er(}%lt,:?,
(2). Acest studiu conduce la impérfirea mulfimii functiilor definite p; ilg'
dou clase (care atunci cind exsst@ funciii de ordinul # fafd d‘e F p; A s-ii
nu se reduce la o mulfime de # 4~ 1 puncte, 5111‘1‘: arpbele ne*gide) : clasa uruc%ﬂL i:
lor comparabile cu functiile din (7, formatd din functiile pentru ca e -
ferenfa (2) nu schimba semnul si clasa ft}uc‘;ulor' care nu sint COn].}__)fil lacri-
cu functiile din (7. Este clar ci semnul diferentei (2) nu rdmine unicu
teriu in studiul comportirii funciei ffafd de functiile din (7.

8. Daci, in ipoteza ci (F este de tipul I, {[a, bl}, n = 1, ne fixdm asupra

mulfimii @((F; [a, b]), despre care presupunem ca nu este vida, atunci
observam cd este adevirata

I'EOREMA a (} ; , o7 v fi dowd sisteme
4. Dac g @ <, L2, b]) at%%ci, oricare 6.7, .f’L ;
distincte x; x; ; f g g’ X de cite n puncte distincte d’M’L a, b],

3 y

s oy XWSLTE T Ny e, ite 1 a e [a
1 : 3 E : sint distincte.
functiile L(CGE; %, LIRS Al ) TR-D L(F; 7, %5 ««vs Fn; h

Pentru demonstratia teoremei 4 si presupunem cd f & €(G; [4, b))

A P = -
si existd doud sisteme distincte %], %5, ..., %4 §1 i Fr oo %0, (;.?.CL}Z‘{;, _?'@
puncte distincte din [4, 6], astfel ca UL (Fs % %o oo Wi ] ;
LW Xy 4 De aici rezultd ci existd cel pufin un punct printre
PUEL o i Bl 3 ! 1 s incida cu nici
punctele xf, x5, ..., % de exemplu x;, astfel ca el si nu coin S
unul dintre punctele 7, 1=1, 2,...,7 4 astfel ca L(u?’_{, xl:”x2, " "‘T"j,’, g 1_1;
= f(¥}). Si renumerotim, acum, punctele ], =, o 5\,,%,“ 1:5,1 ;
ordinea a 5, -elatia
ordinea lor crescitoare: %; << %y < ... < ¥uin Este satisficuta 1

1) — L(GF: %y, Xay «ovy Xy %ss1) =0, care contrazice ipoteza
§(g l@l.)(@ $ [é,(};]). }l‘eo;ema. 4 este demonstrata.

rrorEMA 5. Dacd f este continud pe [a, b] 51 (F este afe tigul I"{[d,’, .b]},
n=1, atunci din L(GE; %y % ..o ¥n; f) == L((}; i O TARRRTIE Y ]:i)
pentru orice pereche de sisteme distincte x), x5, ..., Xn §1 X, Xa, ...y Fuy @€

cite n puncte distincte din [a, b], rezultd cd f & e(F; [a, bl).

Demonstrafia rezultd pe baza teoremei 2.
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9. Dacid (F este de tipul I{[ab]}, n=1 si existi o mulfime & de
tipul 1,41{[a,b]}, astfel ca (FC 4, atunci se poate face o precizare
In plus asupra comportirii funcfiilor din e(F; [a, b)).

~ TEOREMA 6. Dacd fe @(F; [a, b)), atunci nu existd nici wn sis-
tem de n -1 puncte distincie Xy Xy ovon, Xyr, tn [ab], astfel ca
L(G; %1, %9 .y Hyya) f) s aparfind mullimis (F.

. Pentru demonstrafia teoremei 6, si presupunem i f & @((£; [a, b))
$1L(G; %, %, o, B3 NEGF 2, 6=1,2, ..., n -+ 1fiind puncte
distincte din [a,0]. De aici, din cauza ipotezelor ficute asupra multimilor
(F 51 G, rtezultd CAL(F; %y, %y ..., %,; f) = L{Gs %y %oy i vy Huga s )
adied "LAGE: %1, Bay e =y For P Fars) = f(%411). Putem presupune x, <
< My < .0 < Xpy. Rezultd od f(%,40) — L (F; %), %, .. ., %y [) (#001) =0
ceea ce contraziceipoteza f < @((F ; [a,b]).

10. Daca (F este de tipul I{la,b]}, m=1 si existdi o mulfime G
de tipul I,H_I{[a, b]}, astfel ca (FC @G, se observd imediat [2], ca elemente-
le mulfimii g care nu se reduc la elemente din (£, aparfin mulfimii
@(F; [a, b]). In felul acesta functiile (7 — convexe pe [a, b] i functiile (F—
concave pe [@, 0] care nu se reduc la functii din & pot fi considerate ca
funct;} a caror comportare fatd de elementele multimii (F imitd comportarea
funetiilor din ¢, care nu aparfin mulfimii (7, fafi de elementele din (F.

. 1. Mulimea (Z fiind de tipul I, {[a, b]} pentru punerea in evidenfi
a importanfei mulfimilor @(GE; [a, b]; +) si e(#; [a, b]; —), vom
enunfa g1 un rezultat din teoria celei mai bune aproximafii. S& observim
mai Intii ci dacd & € @(F; [a, b]; +) §i g s@(F; [a b]; —) iar
h si g sint functii continue pe [a, b], atunci diferenfa g — 5 nu se poate
anula pe mai mult de # puncte din (@, b) schimbind semnul [3]. O con-
secinfil a acestei observafii, in ipoteza ci (# C & satisfac conditiile de
interpolare de la punctul 10, este

CTHOREMA 7. Dacd [ esle continud pe [a, b] si feel#; [a b]; 4)
(saw f S @((#; [a, b]; —)) alunci elementul de cea mai bund aproximaie
a fumnctied Js prin elemente din G, pe [a, b) aparfine mulfimii @((F; [a, b] ;+)
(sau multimic @((F; [a, b]; =)

L=

Pentru demonstrafie si presuptnem ci ' = @ i max [f(x) — h'(x)| =
) e ] .
::;{-Eu; {n;aﬁ | /(%) — 2(x)[}. Pe baza teoremei de alternanta a lui Cebigev,
e ¥ea,

existin -+ 2puncte x, < x4, < ... < Xppo,In [a, b, astfel ca
(f(%;) — B*(x;)| = max [f(x) — h*x)], i =1, 2, ..., n 42
Si x&fn, 0]
58 [fx) — g'(%)] = — g [flmers) — B(xign)], i =12 ..., n+ 1.
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De aictrezultd cd diferenfa f—A* se anuleazd schimbind semnul pe #-+1 punc-
te din («, &). Prin urmare 4* nu poate aparjine mulfimii (Z pentru cd f&
@(GF ; [a, b]). De asemenea din cauza comportédrii diferenfei f — %*, functi-
ile f si A#* trebuie sd aparfind ambele sau mulfimii @(F; [a, b]; +) sau
mulfimii @(GF; [a, b]; —). Teorema 7 este demonstrata.

12. 84 considerim acum mulfimea D[a, b] a fpnc}:iilor_defiuite pe
intervalul [a, b], mulfimea (F de tipul I,{[a, b]} si o mulfime (7, ne-
vidd, de operatori definiti pe PD[a, b] si cu valorile in D[a, b].

Definitia 5. Spunem despre tripletul ((F, @[a, b], ) cd este un
proceden de tnterpolave dacd pentru ovice functie f & MD[a, b] st pentru orice
element U & U, functia U(f) apartine mulfimii CF.

Un caz particular important il constituie cel in care (F = @, iar
(% este mulfimea operatorilor U = U, ,, gy unde x, i =1, 2, ...,
.+, #w-1 sint puncte distincte din [, 2], iar U, 5 B (H =
= L(P,; %1 %o, ..y %ugr; [). Se observd ¢ L(P,; %1, %s ..+, %yi1) 5
este polinomul de interpolare al Iui Lagrange, de gradul #, atagat functiei
f, pe punctele x;, ¢ =1, 2, ..., n+ 1. Ceea ce se mai constatd la acest
proceden particular de interpolare, este urmitoarea proprietate : dace}
f& P, atunci Uy,a,.., 0., (f) =f Aceasti observaie mne sugereazd
ideia de a considera procedee de interpolare ((F, M[a, b], %), in care,
dacif & (F5iU & @, atunci U(f) = f.

Definitia 6. Despre procedenl de interpolave (GF, D[a, b], L),
in cave pentru ovice f & (F si ovicare ar fi U (Y este satisfaculd velafia
U (f) = [, se zice cd este de tip polinomial.

Definitia 7. Dacd ((F, @D [a, b), (U) este un proceden de inter-
polare de lip polinomial, spumem cd el defineste o alurd de tip (C) in (T [a, b],
dacd exista o inpdrfive in doud clase (), (D"a mulfimii D[a, b], astfel ca: 1)
(FC @' ; 2) dacd f D' 51 f& (F, atunci oricare ay fi perechea de ope-
vatori distinchr Uy, U, & (U, este salisficutd condifia U,(f) == U,(f);3)
ori care ar fi fe D", existd o pereche de operatori distineti U,, U, din G
astfel ca U,\(f) = U, (f). Dacd h & @' si het (F spunem cd h are alurd de
tip (C) relativi la procedeul ((F, D[a, b], A).

Se observd cu ugurinfd cd prin definifia 7 s-a generalizat mulfimea
@(F; [a, b]), si cd aceasti definitie are sens numai daci mulfimea
confine cel pufin doud elemente distincte.

o Definitia 8. Dacd (f, D[a, b), QL) este un proceden de interpo-
lave de tip polinomial, spunem c el defineste in Mla, b] o alurd de tp (C)
slabd, dacd existd o tmpdrfirve in doud clase @', D" a mulfimii Dla, b],
asifel ca: 1) (£ C D' ;2) daci [ & D' sif & (F, atunci ovicare ar fi pevechea
de opevatori distincti Vy, Vy & QL este satisfdcutd velafia V,(f) == V() sau
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Vilf) = Vulf) = g & (F 51 existd un subinterval [a, B] in [a, b], astfel ca
restringerea funciiei g pe [«, B] sd fie egald cu restringerea functies f pe [o,p];
3) dacd f & D", existd doi operatori distincli V,, V, & G asifel ca ¥y{f) =
= Vy(f) = g & (F 51 oricare ar fi [«, ] C [a, b], restringerea funcfiei g
pe [, B] este diferitd de vestringerea functiei f pe [o, B].

Ca o aplicatie a celor doud definitii 7 si 8, si considerim perechea de
mulfimi interpolatoare (£ C ¢, unde (Z este de tipul I {[a, 0]}, iar g este
de tipul I,y1{[a, b]} »n = 1. Fie @, si Y, dous multimi nevide de operatori
definiti pe D[a, b] si cu valori in D[a, d]. Fie (F D[a, b], ) si
(&, D[a, b], U,) doud procedee de interpolare de tip polinomial.

Definitia 9. Spunem ci perechea de mulfimi interpolatoare (F C g
are proprietatea (P) dacd oricare ar fi f & Dla, b] asifel ca in G, si exisie
dot operatori distincti Vi, V, care si satisfacd condifia V,(f) = Vof), existd
in Uy un operator U, asifel ca U(f) & (F.

TEOREMA 8. Dacd: 1) perechea de multimi interpolatoare (F, G ave
propriciatea (P); 2) procedeul de interpolare ((F, D[a, b], U,) defineste in
Dla, b] o alurd de tip (C); abunci elementele din G, care nu apartin mulgimi
(F, au alura de tip (C) fatd de procedeul de interpolare ((F, D [a, b], U,).

Pentru demonstrafie este suficient sd observim ci pentru un element

g din_g care nu aparfine multimii (£ nu pot exista doud elemente distincte.

Vy Vg din @, astfel ca V,(g) = V,(g), din cauza conditiei (P) si a condifiei
de polinomialitate impuse procedeului de intepolare (g, D [a, b], (Us)-

Particularizarea convenabili a procedeelor de interpolare considerate
mai sus ne conduce la diferite generaliziri ale functiilor de ordinul 7 fata
de o mulfime de tipul 7 {[a, b]}. Studiul acestora poate si devini intere-
sant dacd operatorii din mulfimile @, §i @, sint inzestrati cu proprietafi
precizate de continuitate.

Definifiile date se extind si la interpolarea in spafii abstracte [2].

OBSERVATIONS CONCERNANT LA NOTION D’AILIURE
RESUME

On considére un ensemble (%, interpolatoire d’ordre n, # < 1 sur I'in-
tervalle [a, D] et les fonctions f pour lesquelles la différence (2) garde un
signe constant quand on considere tous les systémes (1) de points de
I'intervalle [a, b]. Parmi les fonctions qui satisfont cette condition et qui
s'appellent fonctions d’ordre # par rapport a Uensemble (£, on distingue
les fonctions qui appartiennent a la classe @ ((F; [4, ]) de fonctions pour
lesquelles on a dans (8) ou bien toujours le signe > ou bien toujours <.

Le but du travail est de donner une définition de la notion d’allure.
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