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ASUPRA HAMILTONEITATII GRAFELOR PRODUS
de

SILVIA TOADER
(Cluj)

 Peste tot in aceastd notd, prin grafuintelegem un graf finit, simply,
fir4 bucle si neorientat. Notiunile generale ce intervin sint’ definite in [4].

 Sint cunoscute mai multe tipuri; de produs a doud grafe [3]. in nota
de fafd se foloseste operatia de compunere a doud grafe in sensul definitiei
lui Harary [1]. aly ' il ‘ '

Definifia 1. Compunerea (sau produsul lexicografic) Gi[Gs) @
doud grafe G, = (Xy, Uy) 58 Gy = (X,, U,) este un graf care are ca muljime
de virfuri X, X X,, tar intre doud virfuri (161, v1), (s, ¥y) existd o muchie
dacé $1 numas dacd wu, & Uy, Saw vy = Uy st U0y & U, ' _

in [3] s-a fdcut observaiia ci din definifia compunerii G, [G,], rezultd
ci are loc : ‘ : L] .

Proprietat ea O. ‘Graful G,[G,] este comex dacd st numai dacd
G, este conex. ' '

in nota de fajd ne propunem si studiem legdtura dintre hamiltonei-
tatea grafelor G,[G,] si G;. Vom demonstra ci hamiltoneitatea grafului
G, nu este nici necesard nici suficientd pentru hamiltoneitatea grafului
G,[G,]. e asemenea vem da citeva conditii suficiente de hamiltoneitate
a grafulul G,[G.]. '

Demonstratia faptului cd hamiltoneitatea lui G, nu este nici necesard
nici suficienti pentru ca G,[G,] s& fie hamiltonian o facem prin urmitoa-
rele: ' B ' ‘

Exemplul 1. Fie X, = {a,'d, ¢}, Uy = {ab, b}, Xy =A%, 3}, Uy =0
si grafele G; = (X,;, Uy), i =1, 2. Atunci G, este hamiltonian dar G,[Gs],
nt, ‘ \
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Exemplul 2. Fie grafele G(X,;, Uy, =1, 2, unde X, = {a, b, ¢, d},
Uy, = {ab, ac, ad}, X, = {x, ¥} si U, = {xy}. Graful G, nu este hamilto-
nian dar G,[G,] este, avind drumul hamiltonian ce trece suiccesiv prin vir-
furilei (@ v) @ %), (@ %), (c, x), (¢, y), (& 9), 0, ), (b ).

n ciuda acestor rezultate negative, are loc

Proprietatea 1. Dacd graful G, este hamiltonian si are un numdir
par de virfuri, atunci G([G,] este hamiltowian ovicare ar fi graful G,.

Demonstratie. Alegem un drum hamiltonian in G, si numerotim vir-
furile sale in ordinea in care apar in acest drum. Fie x,, ...., %qp aceste
virfuri, iar vy, ...., ¥y, virfurile lui G, Atunci un drum hamiltonian in
G1[G,] este cel ce uneste succesiv virfurile (1, 3,), (%, ¥1) (%1, ¥2), (%2, ¥s),

o (B Y1)y (B Yeoa)s (%1, 30, (% 30, (%s 30, (Ba Y)s (e, Y4—1),
(%2, Vo), ooy (e D), (%a_32), (%, 31, (%4, ¥1), (% 91), (% 91),
(%5 1), (%6, ¥s), . incheindu-se In (#,, #,) dacd p este par, sau in
(%2p, ¥g) dacd p este impar.

Pentru enunfarea rezultatelor urmitoare introducem urmitoarea defi-
nitie :

Definitia 2. Numim grad de conexitate al unwi virf al grafului G,
numdrul de componente conexe ce se obfin prin scoaterea virfului rvespectiv
st a muchitlor adiacente lui.

Atunci are loc urmitoarea proprietate :

Proprietatea 2. Dacd G, este un graf hamiltonian cu q > 2
virfuri, iar G, un graf conex cu p virfuri al ciror grad maxim de conexitate
este q + 1, atunci G,[Gy] este hamillonian. ’

Demonsirapie. Aranjim virfurile grafului compus intr-o refea de p
linii ¢i g coloane, astfel: pe linii, care ca subgrafe ale grafului compus sint
izomorfe cu G,, asezim virfurile in ordinea in care apar in drumul hamil-
tonian, iar pe coloane, care sint subgrafe izomorfe cu G,, ageziim cele p vir-
furi corespunzitoare. Conform proprietdfii 0, graful compus este conex.
Atunci, drumul hamiltonian se construieste folosind urmatorul algoritm :

1) fie 2, un virf cu gradul de conexitate maxim:

2) se alege o componentd conexd C, corespunzitoare lui v, ;

3) fie vy, un virf din C; cu gradul de conexitate (in G,) maxim; din
definifia gradului de conexitate se deduce ci existd o singurd componentd
conexd corespunzitoare lui v,, din subgraful determinat de componenta
conexid C,, incidentd cu v,;

4) se alege o componentd conexd corespunzitoare lui v,, din subgraful
determinat de C;, diferitd de cea incidentd cu U5

5) se continud acest procedeu, urmirind virful cu gradul de conexitate
maxim din componentele conexe considerate, pini se ajunge la un virf
cu gradul de conexitate minim ;

6) se parcurge in G,[G,] linia corespunzitoare acestui virf:

7) se unegte ultimul virf atins pe linie cu o extremitate a liniei cores-
punzitoare unui virf incident celui considerat la 5)

»
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8) parcurgind liniile corespunzdtoare componentei conexe C, din
aproape in aproape (in sensul invers in care s-au fixat compongntele), se
uneste ultimul virf atins pe linie cu un virf al liniei corespunzdtoare lui
Y15 Wl AIE « qo  es c .
N 9) se unegte acest virf cu extremitatea unei linii corespunzatoare unui

$rf inci i & ntid conexd C,;
virf incident cu v, din altd componen . ; )

10) se parcurg virfurile pe coloana pind la un virf cu gradul de conegilu
tate maxim in subgraful coloand determinat de C, (este posibil datoritad
conexititii lui Cy); A _ ) '

11) 1:se repeté,pagii 2—9 pentru virful considerat la 10), si asa mai
departe ; . \ )

p 12) 'epuizind liniile corespunzétoare unei componente conexe a 1.111 Wy,
ne intoarcem de fiecare dati la linia lui v, atingind succesiv virfurile drumu-
fui hamiltonian existent pe linie si intorcindu-ne la liniile unei componente
comexe mneparcursd.

A

Se observi cd in fiecare punct cu gradul de conexitate cel putin 3 se
aplici algoritmul in@icat pentru v;.
Se demonstreazd usor

i i ' int hamiltoniene, atunce
Proprietatea 3. Dacd grafele Gy §i Gg sint ] niene, at
graful cowf)pus G.[G,] este hamilionian conex (adicd orice doua virfurt pot

fi umite printr-un drum hamiltonian) si are un civenit hamilionian.

i i i iltoneitatea unuia din
Observatie Desi peste tot am folosit hami _unuia
grafele G, sau Gz,tacest lucru nu este necesar. Mai mult, G, poate s fie disco-
nex dupd cum aratd urmitorul exemplu:f, s

< . _ b

plul 3. Fie grafele G, = (X;, U) (=1, 2), unde X; = {a, b,
¢ d}ExDeT:H-iu{ab, ac, a(gi} si X, ={x, ¥ 7, o, v}, Uy = {xy, yz, 2u}. Atunci
g’tafejle G, si G, nu sint hamiltoniene, G, nu este conex, dar G, [Gz]beste
hamiltonian avind drumul hamiltonian : (4, v), (e, v), (¢, v), (@, u), (b, v),
(@ 2), @ %), @ 2, (& ), @ »), (@ 2), ¢ 2, ) @2 @ ) @)
®, %), (& ), & 2), (b, u).

ON THE PROPERTY TO BE HAMILTONIAN OF THE PRODUCT
GRAPHS

ABSTRACT

i i ici it for the graph G; [Gg]

In this note are given sufficient conditions for ] )

obtained by the composition operation, to be Hamiltonian. 1;&:151 tl;a:;geg

shown by examples, the condition that G, is Hamiltonian 1s ;'lI?]l:l ererare o
sary nor sufficient for the graph G, [G2] to be Hamiltonian, e
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monstrated the properties: 1) if G, is a Hamiltonian graph with g vertices,
G, is a connected graph with p vertices and the connected degree is at most
g -+ 1, then the graph G, [G,] is Hamiltonian. - »

2) if G, and G, are Hamiltonian graphs, then G[G,] is Hamiltonian
connected.
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