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O PROPRIETATE DE MONOTONIE A OPERATORULUI
DE CEA MAI BUNA APROXIMARE, IN SPATIUIL
FUNCTIILOR LIPSCHITZIENE
de
COSTICA MUSTATA
(Cluj)

1. Fie (X,d) un spafiu metric liniar real, cu metrica d invariantd la
translatii si urmdtoarele multimi de functii definite pe X, ([4], [5]):

(1) Xt = {f|f: X > R, sup LI o f(0) =0},
vEY afx,y)
ryseX
2) Co= {fl f1X >R, sup L < oo, f(8) =0 si pentru
zzgg( d(x,0)

orice x, v e X, f(x+y) <flx)+f»)}-

Multimea X se poate inzestra cu o structurd de spafiu vectorial real,
in mod obignuit.
Fie Y un subspatiu liniar nenul al lui X. Definim funcfionala || . |ly:
X& > Rprin
3) flly = sup L=, 5 < X,
wky Ay
zy€Y
care, in particular, pentru Y = X este o norma pe X§& si spatiul normat
(X, ||-1ly) este izomorf §i izometric cu dualul unui spatiu Banach ([1],[3]).

Are loc urmitoarea lemi :

o . #* v
Lema 1. Multimea C, este un con convex din Xo . Dacd f este un
element din Cy, atunct '




154 COSTICA MUSTATA 2

HEI
(4) SUP oo 1 f1lx-

s

Demonstratie. Faptul cd mulfimea Cy este un con convex este demon-

strat In [5]. 84 ardtdm cd C,C X&. Tief = Cyx. Atunci, pentru orice ¥ € X,
x # Oavem:

sl < sup L9 — M(f) < oo
dn0)  ES A0

adicd |f(x)]| < M (f) . d(%,0). Deoarece f(x + ) = f(x) + f(y) i metrica
d este invariantd la translafii avem:

fo) — f) S flx —y) S Uf (¢ = 9= M(f) - dlx — 2.0) = M(f) - d(x.y)
si

f) —f= —fly—0=—Ifly -0z — M (f) - dxy)
de unde deducem ci |f(x) — f(v)| < M(f) - d(x,y), de unde, pentru x #y

avem

Wfllx = sup L =IO pr(y)
;’;teyx d(x,y)

adica f e X§ si in plus |[f||x < sup ULy
w46 d(#,0)

r€X
Pe de altd parte, pentru orice ¥ € X, x # 6 avem
| f(x) |f(x) — f(O}]

[R4C] f¥) — Sl

=t su = sup TN

x:r.'Ie) d{x,0) 240 a(,0) Z#:}’) (%) ”fHX
e X reX ryeX

si lema este demonstrata.
2. Vom nota
(5) Xo=Cx —Cyx

spafiul generat de conul convex Cy, iar dacd Y este un subspatiu liniar ne-
nul al lui X si f € X§ vom nota cu f|y restrictia lui f pe subspatiul Y si

(6) Y;o#z{ﬂfeX;*,f[Y:O},
@) Yo ={fIf < X, fly = 0}.

s + " v 1 L
Deoarece X, (C X rezultd cd Yii C Yxr .

fn lucrarea [5] este demonstrati urmatoarea teorema :
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TEOREMA 1. Fie Y un subspagiu nenul al lut X 5i f < X&. Atunct, pentru
fly existé F = X§ astfel ca

Ca) fly=Fly
b) Hf”y = ||F]lx-

Doud dintre functiile care verifica proprietdtile a) si b) (vezi [2]) sint:
Fy = inf () + Il 4l )1

8
F, = sup () — flly 4. 3) 1.

Pentru [ € X§ si Y subspafiu nenul al lui X, vom nota

©) Py (f) = {FIF € X, fly = Fly st Iflly = IIFllg}-

Lema 2. Fie f € X§ si Y subspagiu nenul al lui X. Atunci oricare
ar fi F € PL(f) au loc inegalitdtile :

(10) F(x) < F(x) < Fy(x) pentru orice x < X.

Demonstratie. Fie F < P} (f)

Vom ardta ci F(x) < F,(x), pentru orice x = X.

83 presupunem contrariul, adicd cd existd x,< X astfel ca F(xo) >
~ F,(%,). Daci x,< Y atunci, deoarece F|, = F;|y= fly rezultd cd F(x,)=
= F,(%x,), deci avem o contradicfie. Dacd x,€Y, aplicind Teorema 45
din [7] pag. 104 deducem cd F,(%,) = F (%,), din nou contradictie.

Fie x, € XY, aceasta inseamni cd oarecare ar fiy € Y, d(xq,5) > 0.
Dacd F;(%,) < F(x,), atunci existd y, € Y astfel ca

Fe) + Iflly (%o, o) < F (%)

de unde deducem ca
flyo) — Fxy) .
a - < — Iflly
sau
F(yg) — F(xo)
—_— < _—
2rer) /1y
[F(x) — FI |E(yo) = F(#)] F(xo) — Fyo)
(%) T d(xeye) A(%0,70)

v

Pe de altd parte ||F||, = sup
xEy

nysX
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de unde deducem ci

F 0 — F( 0
—|F] < E I oy,
A(%0.Y0)

adici ||F|lx > ||flly, ceeace contrazice (9). v
Analog se aratd ci Fy(») = F(x) pentru orice ¥ € X si lema e demons-
trata.
Lema 3. FieY un subspagiu liniar nenul al lui X §i f € Cy, Atunci,
pentru f|y existé F e Cy asifel ca

a’) fly = Fly
b) 1Iflly = l1F]lx

Demonstragie. Deoarece Cy C X¢& (conform lemei 1) rezultd cd pentru
fly existd cel pufin o prelungire cu proprietédtile a') si b’) (conform Teoremei
1). Si aritim cd existd cel pufin o prelungire care este chiar din Cy. Intr-
adevar

F; = iygfy[f(y) + 11flly - d(., 9)]
este din C,; pentru orice x,, %, € X gi orice y,, y, €Y avem
F(xy -+ %) = flyn + 32) + Iflly - A2y + %o, Y1+ ye) =
F1) + f(a) + 1Sl d(@ — 31 2 — %) =
f) + fva) + Iflly- (@(x — 30 0) + a(0,y, — %)) =
F1) + flye) + Iflly- @xs 31) + A lly - A2 2a),
de unde deducem ca
F(x; -+ %;) < F(%) + F(xg).

Pentru f € X siY subspafiu liniar nenul al lui X vom nota

(11) Pi(f) = {F|F € Cy, fly = Fly st |IFllx = 1/lly}-
Daci f € Cy, atunci cu siguran}d cé PS(f) # O

in plus, din demonstratia Lemei 3, se vede cd este suficient ca restricfia

fly a lui f € X§ si fie subaditivd pe Y si atunci P% (f) # @. De asemeni
avem

(12) Py (f)y C PL (.
3. Fie G un subspafiu liniar nenul al Iui Xt sifeXd
Vom nota

(13) fnf 1S — lle = a(f.G).

5 O PROPRIETATE DE MONOTONIE 157

Daci pentru orice f = X#, infimumul din (13) este atins vom spune
ci G este un subspafiu proximinal al lui X ; dacd G este un subspatiu pro-
ximinal numai pentru elementele unei anumite submultimi V a lui X, vom
spune ci G este V-proximinal. Un element g < G, pentru care infimumul
din (13) este atins se numegte element de cea mai bund aproximare a lui
f prin elementele lui G.

Lema 4. FieY un subspagiu liniar nenul al lui X i f € Cy. Atunci
are loc egalitatea :

(14) A(fY 54)= (Y 3)-

‘ < . . : 1L
Demonstraie. Daci f € Cy, atunci oricare ar fi g € Y s avem:
[}

1Al = sup ) —f ) sup (f~8 (® —(f—8 W _~
Y wy awg) ity a (%) -
rnyeY xnysY
sup 1 ‘g}(z) —(f—a Wl _ W — gl
xfyigX (x'y)

de unde deducem ca

Iflly = int |If — gllx = ALY x)-

ey~
4 Xg

Pe de alti parte, conform Lemei 3, avem

flly = 11f = (f = F)llx = inf IIf — el = 4/, V),

Y
g Xg

unde F verificd proprietdfile a') si b’) din Lema 3. Un rajionament cu
totul analog, folosind teorema 1, conduce la |[|f|ly = d(f,Y;t#) si lema
este demonstrata. 0

Pentru Y subspatiu liniar nenul al lui X §if € Cy, vom nota cu dyL_( h

X0
si Ay)l{s( f) mulimile elementelor de cea mai bunid aproximatie ale
s ,
lui f prin elementele subspatiilor Y)l{# si Yi'{s, respectiv.
0 0

Lema 5. Fie'Y un subspatiu liniar nenul al lui X. Atunci subspagiile
y)l(# st Y;_{s sint Cy — proximinale. In plus dacd f < Cy, atunci ovicare ar

L0 0
fige ij(s (f), g este de forma g=f—F cu I & PY(f) si oricare ar fi
h e AY;O#,(f), h=f—F cu F < PY(f).
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Demonstragie. Fie f € Cy. Atunci, din Lema 4 deducem cd
Iflly = If = (f = Pllx = (£, Y ) = d(£Y xg)-

. L L voov w e A
si deoarece f— F €Y, C Yy, rezultd cd cele doud subspatii sint Cx—
b 0
proximinale.
S4 presupunem acum cid g € Ayys (f). Atunci avem
0

I = ellx = A5 Y £) = 1flly

si
fly=(/—8ly
ceea ce fnseamnd ci f — g verifici proprietatile a’) si 8') din Lema 3, deci
f—g=F, F P (f) de unde g = f — F.
La fel se aratd cd dacd k< Ayl (f), atunci / — f—FcuF e PL(f).
X

Pentru aceasta se foloseste Teorema 1.

FEOREMA 2. Fie Y un subspatiu nenul ab lui X sif € Cy.

Atunct

(15) Ayls (f) CAY;L(# (/)

X5

Demonstratie. Daci f € Cy atunci are loc inclusiunea

F5 (f) C PL(f),
si folosind Lema 5 se deduce (15).

3. Fie acum (X, ||| - |||), un spafiu p-normat real (p = (0,11) ([5),
[6]). Pe X definim aceleasi mulfimi de functii X¥ si Cx, adicd

X# ={f: X> R, sup YA =0T oo, f(6) = 0}
sy Il a — 9l

nyeX

Cx=1{f:X—- R, sup |l|—|f(i)||H< o, f(0) = O si pentru orice x, y < X,
x40 ¥
xeX

fx +9) <f&) + )
si in plus, conul
(16) Ch={flf=Cx Y2 <R f(rx)=F. fla)}.

Conul C% este numit de w. RUESS ([8]), conul p-seminormelor con-
tinue pe spagiul p-normat (X, (|| - Ili).
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Cu X = C4 — C% vom nota spafiul generat de conul C%, iar dacd

Y este un subspatiu liniar nenul al lui (X, ||| - Ill) punem
(17) v = U1 f = X8 fly =0
L ema 6. FieY un subspapu hniay nenul al lwi (X, ||| - ll) st f = C%.
Atunci, pentru fly existd F < C% astfel ca
a") fly=Fly
b") A= 11fllx-

Demonstragie. Deoarece Chk C Cx C X¥, existenfa unui F = Cyx cu
proprietifile a’), b”) este asigurata prin Lema 3, care rimine evident
adevirati pentru cazul cind (X, [l] - IIl) este un spafiu p-normat. Mai
mult

F, =inf [f(») + Iflly - 1l - — 2 Il]

este chiar din C%. Intr-adevar
Fy(r %) = irg/[f(y) +flly - M rx =yl ] =
=irelg [fy) + 1Aly - M ax — Ay il =

— inf [A f(3) + [ flly - P LIl e — o lll T =

yey
= lkl"-yienyf LA -+ WALy - 11— 9Il] = 121 T (%)
si lema e demonstrata.
Evident, avem :
(18) Yo CY g C ¥V
deoarece X C X5 C Xo -
Are loc urmitoarea teorema:

rrOREMA 3. Fie Y un subspafiu liniar nenul al spatiului p-normat
(X, 1)l - 1) si f=Ck . Atunc

(19) Ao () C Ay, ) CAvis (f)-

Y s
=

Demonstragie. Este analogd cu demonstrafia teoremei 2.
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A MONOTONY PROPERTY OF THE OPERATOR OF BEST
APPROXIMATION IN THE SPACE OF LIPSCHITZ
FUNCTIONS

SUMMARY

In the normed space of Lipschitz functions are given subspace Y, Y,
and a convex cone C, such that Y, C Y, implies Ay, (f) C 4y, (f), for
every function f& C, where Ay, (f) and Ay, (f) are the sets of best approxi-
mation of f by elements of ¥, and respectively Y. '
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