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SUR LE PRODUIî HOMOMORPHE DES MESURDS RÉLATIVEMÉNT
INVARIANTES SUR DES GROUPES TOPOI.OGISUES

LOCALI,EMENT COMPACTES

RESUME

Le but d.e ce travail est de généraliser le prod.uit homomorphe des

mesufes Haar, dans 1e cas des mesures rélativement invariantes.
On constiuit 1e prod.uit homomor me't invarian-

tes à gauche, ty etiz, et on ob la relation (3)'

On mäntre que-c'est une mesur gauche' - .- 
Ott étudie le problème du ch I et on obtient

un théorème quf repond à cette question.

O PROPRIETATÐ DE MONOTONIE A OPBRATORULUI
DE CBA MAr BUNÃ APROXTMARE, ÎN srelrur,

trUNCTIILOR I,IPSCHITZIENE
tle

cosTrcÄ MUSTÄTA

(Clui)

1. Fie (X,d') w, spaliu nlefri-c liniar rea1, cu metrica.d' itvatiantâ la

trrrrsl"giiçi ìr-'¿touteie inullimi de funclii d'efinite pe X, ([ ], [5]) :
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(1) X# : {ÍlÍ: x-- R, ::f
r,!eX

'W<æ'f(o) :o)'
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(2) c,: {fl f :x--+ o, lï8 '#. oo, .f(0) : 0 çi pentru

teX

orice x, )) e X, Í(* -f ù < f@) + /(Y))'

Mullimea X# se poate lnzestra cu o structurä d. spaliu vectorial rea1,

în mod obiçnuit.
FieY un subspajiu linjar nenul al 1ui X. Definim funclionala ll . ll":

X# - R prin

(3) Il/lly : stlP 
d(x,y) 

), f = xô'

t,! =y

care, în particular, pentru Y : X este o nornä pe X# çi spaliu1 normat

(Xro, ll.lþ) este izornorl çi izometric cu dua1u1 unui spaliu Bauach (11l' t3l)'

Are loc urmátoarea lemä:

L e m a l. Mul'! meø C, este ot'n con Çon'aex dín Xf ' Dacd' f este ttn
el,etnent d'in Cy, a'tunci

Prinit la 19. XI. 1973.
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(4) i:fl'#,: ll/ll*.
xeX

Detnonstrølie. Fapttl cä mullimea Cx este un con convex este d.emon-

stratîn [5]. Sä arâtâmcäCxCXf . Fie/ < C¡. Aturrci, pentru orice x e X,
x + A avem:

(. suo lf@)l : M(f\ < æ: 
,+'ø d(x,o)
*eX
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TE6REMA L FieY un subsþøliu nenul' øt tui x ;i f = xl , Atunci' þentru

f lo existd. F = Xl østfel, ca'

, a) Í1": F Ir

ó) ll/ll,: llFll".

Douä dintre funcliile care verificä proprietälile a) çi b) (vezi [2]) sînt :

F':;!l t/þ) + llÍll"' d(" Y)l'

(B)

o' : ;:9 lf@ - llfll" d(''Y)l'

Pentru ¡ = Xl gi Y subspaliu nenul a1 lui X, vom nota

(e) pi(fl: {FlF = XJ, llv: Fl" ei ll/ll": llrll"}.
I, e m a 2, Fie ¡ = Xl çi Y subsþaliw nenul' al' lui X' Atunci oricøre

a.r fi F = Pi (f) a.u loc inegalitã'lile:

(10) F,(*) < F(x) < Fo@) þentru orice x e X'

Demonstrøl'ie. ßie P = PL (f)

Vom aräta cä F(x) < Fn@), pentru otice x e X'

Sä presupunem contrariul, adicä cä existä lpt 4. astfel ca..{ry.).>
> Fn@ri. Dicá" xoe V atunci, d."o"r""" Flv : FoV: flo rcz¡Jtä câ F(xr):
: þ:o(xo), deci avem o contradiclie, D-acá".xo,eY, aplicînd' Teorema 45

din t'Ìl 
"þag. rca deducem cá" Fn@'o) : F (xo), d.in nou contradicfie'

hi"ro = X-f,aceastaînseamnäcäoarecare arliy =Y,d(xa,!) > 0'

Dacâ Fr(xo) <F(ro), atunci existä lo eY astfel ca

lU') * lllll" d(xo, t,) < F (x,)

de und.e deducem cä

¡tyl_lþl < _ ll/llo
d(* o,Y o)

sau

F(vo)-F(xo\ < - ll/ll,.
d(x o'!o)

pe de altä parte llFll* : sup tF(x)-.- p(v)t 
> E9*À ¿ \F!t ,- rr^ -*'n d(x,y) d(xo,Yo) d(xo'Yr)

1,!eX
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tJ@\t
d(t,0)

adicä l/(ø)l = 
M (Í) . d(x,O)' Deoarece Í(x + y) 

= 
l@) I fß') çi metrica

d este invariantä la translalii avem:

Í(*) -Í(y)4Í(x - v)<lÍ @ - ùl<M(fl 'd(* -v,0): M0 'd(x'v)

çi

Í(*) -Í(y)> -Í(y - x)>. -VU - x)l> - M U) 'd'(x,5t)

de uqde d.educem câ lf(x) -f@l<,MØ'd(*,y), de unde, pentru x # !
avem

ll.fll* : suP |l1'1J.. JÐ] < MU)
;l! * dvt'!,

adicä / = xf çi în plus ll/llx< 2i8'ji:,';
te

Pe de altâparte, pentru orice r e X, x # 0 avem

,oo l.f(z)l : srlplf(*) -f(0\l< sup lf@) - IU\l: ll/ll*
#Ã d(*,0) ,*7 d(x,O) z*v.- d\l('Y)

., zêx tex r,fex

çi lema este demonstratá.

2. Vom nota

(5) xå: cx - c*,

spaliul ge4erat de conul convex Cy,iar dacáY este un subspaliu liqiar ne-

,rot "t 
lui X çi Í = Xf vom nota cu /1" restriclia lui / pe subspafiul Y çi

(6) oioo : {flÍ = xf , ,fl": o},

Q) Yt*'o: {fl f = Xå , fl" : 0} .

Deoarece X; C Xf rc:,ltltâ ce Yi; C Yii
ln lucrarea [5] este demonstratä urmätoarea teoremä:



-ltFll,.w<-il/lIo
adicä llFll" > ll/11", ceeace contrazice (9).

e""ifg-se"äi'"iA "a 
F,þ) <F(r) pentru orice xe X çi lema e derno's-
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Iiniøv nenotl al, I'wi X çi Í = C*, Atu,rci,
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I-, e m a 4. FieY un subsþaliot,l'in'iør nenul' øl' t'ui'X ç¿ Í = C*' Atunci
are l,oc egølitøtea.:

(14) ¿(r,Yil)- d'(f ,v .")'
-,_L

Demonstra[ie. Dacâf = C*, atunci o{icare ar fi g =y;',avem:

4156

de unde deducem cä

tratá.
L e m a 3. FieY un subsþøliu

þentru Jl" existã' F = Cx østfel' cø

a') .flo - Fl"
b') ll/llo: llFllx

Demonstralie. Deoarece Cx C
/lo existä cel pulin o prelulgire cu-1i. 

Sá arätâm cä existä ce1 Pulin
adevär

Xo+ (conform lemei l) ren:Jtâ cä pentru
proprìetälile ø') çi b') (conform Teor_emei

õ pielungire care este chiar din C*. Intr-
tf@) - fu)l

d@'v)

tU-e)@)-(f-g)(v)l

F,:',2rolÍU) + ll/ll" ' d(" t')l

este din C¡; pentru orice ør, xz e X çi orice !t, lz e Y avem

F(xrl xr)4Í(y,, -l ),") * ll/llr . d(*r+ )í2, ))t+ yz) 
=

f(y') + fb'") + lllll"' d(x'' - )tt, )tz - x,) €
Í(v,) r ÍUù -f llfll"' @(x' - t'', 0) { d(O,v, - x,)) :
.fb',) + Í(v,) + lllll'' d(x', v') I llfllv' d(x,, j',)'

de urrde deducem cä

F(*t+ xr) < F(xr) I F(xr).

Pentrtr ¡ = Xf çi Y subspaliu liniar nenul a1 lui X t'om nota

(1r) Pi ff) : {-Fl F e Cx, Ílv: FI" ei llFll" : ll/ll'}.

Dacâ J = Cx, atunci cu sigurançä câ PI (fl + ø

în p1us, clin demonstralia Lemei 3, se vede cä este suficient ca restriclia

/ly ; tui Í = Xl sä fie subaditivä pe Y çi atunci Pi (¡¡ * Ø. De asemeni

avem

(t2) P5 (/) cPi(Í).
3. Fie G un subsp aþin Tiniar nenul a1 lui Xü Çi ,f = Xo+

Vom nota

(13) inf ll/ - gllx : d(Í,G).
geG

ll/ll": d (t'v)

: llf - sll*'
d(x,v)

c1e unde deducem cä

ll/lly < inf
e = Y];s

á0

Pe de altá" parte, conform Lemei 3, avem

ll/llo : llf - U - F)ll*> inf .ll/ - sllx : d' (f,Y'*å),
,="ii

unde -F verificá proprietálile ø') si b') d.in l"ema 3. un ratiouament cu

totul analog, folosinã teoiema 1, conduce la ll/ll" : d(Í,Y++) ;i lema

este clemonsfiatâ.
Pentru Y subspaliu liniar nenul al lui X çif e C*, vom nota cu ArIo (Í)

o

gi 1"1"ff) mullimile elementelor de cea mai bunä aproximalie a1e

^1o

lui / prin elementele subspaliilor Y|.+ É Yf", respectiv.

I-rem a 5. FieY wn su,bsþøliw li,niar nenwl, ø1, l,øt'i X.Atwt'cisubsþøliile
yio ;i YL", sî,nt C* - þroxirninø|,e. In þl,us cløcd, f = Cx, øtunci oricøre ar

Í;å=Art*",(Í), g este clefornta g:Í-F cu F =Pl $) pi oricare ørfi

It, e Av-r, ir, h:f -F cw P = PYr(fl.
X1F

o

stlp
t#v
r,! eY

sup
x*v

r,leY

(.x)-(f-e)
stlp
r*v

ll/-gll":¿(f,v'"')



Demonstra'lie' Fie / = Cx'Atunci, din r'ema 4 deducem cá

ll/llr : ll/- ff - F)ll' : d(Í,v*S) : a(f'Y*Ð'

çi deoarece f - F =yt*\C yioo, re.,¡]ltä cä cele douä subspalli sînt Cy-
proximinale.

Sä presupunem acum cá' g e A"*¡(.f)'Atunci avem

ll/ _ gll" : d(f,Yj.) : ll/llv

çi
Í1": (Í - s)lo

ceea ce înseamnä cã, I - g verificä proprietälile ø') çi b') din Lema 3, deci

Í-g:F,F =Pí(fl deunde 8:Í-F'
Lafel se aratä "äãt"e 

l'= ir'"n"(Í)' atunci k: f - F cu p = Pv"U)'

Pentru aceasta se foloseçte Teorema 1.

IEoREMA 2. Fie Y un subsþaliu nenul' al' lui X çi f = Cx'

A"i,(l) C Att*o U)

Demonst'ralie' Dacá' Í = C* atunci are loc inclusiunea

,Pi (/l ç pT U),

çi folosind Lema 5 se ded.uce (15).

3.'Fie acum (X, lll 'lll), ut spgliu p-normat real (p.e-(O'll) ([5]'

t6l)."þe X ã¿¡i"i*';ódiånçi'mulfimi-de funclii Xf çi Cv, adicâ

Y+ : tr: x-+ R. sup lf Ø -lu)l { @, /(o) : o}./ro - (r Á^ - , 
;f:_ l| t¡ _ y|l

C*:{f:x-.R, *B |íft< oo,,f(0) :0çipentru ottcex'veX'
reX

Í(x*y)<f(x)+f@).
çi în plus, conul

(16) Cþ* : {ll Í = C*, ! À e R, I (t x): lrl¿' Í(x)}'

. Conul Ctx este numit de w. RUEss ([6]), conul p-seminormelor con-

tinue pe spaliul p-normat (X, lll ' lll)'

o o PROPRIETATE DE MONoTONIE 159
I

Cu X'î : Cþ* - C+ vom nota spaliul generat de conul CÞ*' iar dacâ

Y este on sompä1iu 1íniar nenul al lui (X' lll ' lll) punem

(17) Yi¿o {rl I = X'{, fl": o}'

I,em a 6' FwY unsubsþøþ'ul'miarnenul'al'l'ui (X' lll ' lll) çif = Cp*'

Atunci, þentru Jl" existã' F e Cþx astfel cø

ø") Ílr: Flo

b") ll/ll": ll/ll"'
Deoarece Cþ*CC, CX#, existenla unui F = Cr-t\

p ti"A;-q;"1Þl* pii""i"t"t 3"car-e rämlne evident

a c¿J:1"d- (X, f f f :ili "'t" ott spaliu þ-notmat' ;t'rai

mult
F¿:irfi lfT)+ ll/ll'. lll '-Yllll

este chiar dirr CÞ*. fntt-adevâr

F,()'x): inf [/(v) + ll/ll"' lll rr -v lll ] :
yey

: inf [/(ÀY) + ll/llv ' lll r ø - ^Y 
lll] :

, yey

: inf [l?rla fU) + ll/ll' ' lÀl'' lll x - v lll ] :
yeY

: IrrÞ'inf lÍU) + ll/ll"' lllx -vllll: lrløF (ø)
- 

l"l 
,eY

çi lema e d.emonstratá'

Evident, avem:

(18)

deoarece X'{ C Xå C Xff'

Yt,,o CYi C Yif

Are loc urmätoarea teoremä:

TEoREMA 3. Fie Y un subspaliu liniar nenul a1 spaliului p-normat

(X, lll . lll) çi I 'Cþ* Atunci

(19) A*,n,0 a t"It1¡¡ ç e"'*o 0'

Dernonstrølie' Ilste analogá cu demonsttalia teoremei 2'
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Atunci

(1s)



160 cosrlcÄ MUSrÃTA B

A MONOTONY PROPERTY OF THE OPERATOR OF BEST

APPROXIMATION IN THE SPACE OF LIPSCHITZ
FUNCTIONS

SUI\II[ARY

In the normed space of Lipschit given.zubspace ,Y.r,Y,
ancl a convex 

"one 
C, such thãt Yr At, U)CAv, (J)' Iot

;;;;y totr"tlott Í= C,'where Av,(il - hesetiof bestapproxi-
mation of / by elements of Yr and
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Institutul, de calcul ùin Clwj

prirnit la 17. xf. rs74. 
al AcarJemiei Reþubticii sociali'ste Ront'â'nia

DESPRE METODËI-,Ð EIJRISTICE PENTRU

PROGRAMAREA ÎN TIMP A FABRICATIEI
de

fT, NEMDTI
(cluj)

l. Introducerc

Despre Problema Programärii
lier) de þrelucrare - Problema o

cräii. Uri referat de sintezá despr
la Institutul de ca1cu1 d.in Cluj a1

aceastä re
probleme
de acest ti
- and. -oroblemelc devin cle dimensiuni aça

äalcul de astäzi sîtrt itroperante. 
aproximativä;

so1 însä nu sîntem

sig care 1e numim

n+etod'e ewristice local'e'
La aceste metocle se stabileçte în p

ut'índ,icator de þrioritøte þo definit p
metodä la alta. Aceçti ind.icatori se

Sä presupunern'cá o maçinä.de
operafii. Fie Z mu1limea operaliilor

*) O operalie este executatea unui anumit fel c1e prelucrare- la. o

seì oe o ,i"sií¿ clatá de ptelucrat. Operafiile sînt nntnerotate de la

l-,' .', ., "t. 
jlceastá rnrrlfìme tepreziilä mulfinrea opetafiilor'

4 -' Revisto de analizä nume¡icå çi teoria aproximafiei, vol' 3, fasc 2' 1974

piesä (sau la un lot cle Pie-
i 1. r¿. Se roheazâ N: {1,


