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I. Notim cu F, o multime ale ciirei elemente sint functii reale defi-
nite in intervalul finit gi inchis [a, §], continue in acest interval si satisfac

conditiei
(In) oricare ar fi punctele distincte

X‘li -‘:2: sy Xp (1)

din intervalul [a, &) si oricare ar fi numerele

Yis Yo+« o1 Yn (2)
exista in I, o functie si una singurd o(x), care satisface conditiile
o (%) = v, = T (3)

Multimea [, astfel definiti, spunem cd este interpolatoare de ordinul =
in [a, b].) Funcfia ¢ (x) e F,, care pe punctele (1) ia valorile unei functii
date f (%), ¢ (x:) =f (%), 1 =1, 2,...,n, o vom nota in cele ce urmeazi
prin simbolul L (%, %,,..., %, ; f|%). Introducem de asemenea notatia

D [%, %y oy %y Xngt s [ = F (#ng1) — L (%2 %0 o o205 f
Xnt1 € [a, B]
Se observd cad D [xy, Xy,..., Xy, ¥py1;f] este o functionald definitd pe mulfi-

mea functiilor definite pe punctele x;, #,,..., ¥n, %pqq. Intr-o altd lucrare [3]
am studiat citeva proprietdfi ale acestei functionale. Reamintim aici

Xpt1 )s

1) Daca p1(¥) $1 ,(x) sint doud functii distincte din Fp, ele, conform definitiei lui Fp pot
si aiba in [a, b] cel mult #—1 puncte de intersectie. Dacd ¢y (#) —qa(¥) se anuleazd in n—1
puncte ¥ <x,<...<wp—1, atunci diferenfa @, (¥) — ,(#) are semne contrare in doud inter-
vale (¥i—1, #i ), (¥, #i+41), i=2, 3,..., n—2. Daed n=1, e clar cii doud functii distincte din
F, nu pot avea nici un punct de intersectie.
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TEOREMA 1: Dacd sivul de functii )| / i ]
) ; . / HC i (X)pi—1 tinde i ! ity
functia f(x), atunci are loc relatia th e L Ll
LR ’
lim D [x,, x ns Mgt ) ]
5 ['\1. Koy oo, Xy, X1, fz] — I [-’ﬁ, Aoy Xny Xy ; fJ (4)
punctele «x,x,,. . ., Y, Xngr fiind presupuse fixate in intervalul [a, b].

Pentru unele din demonstratiile ce urmeazi vom mai folosi si

lTEr,ORLD’LAl 2: Dacd %), %,,..., x, sint puncte distincte fixale in iney-
171 ¥ LI 2 i ’
t-a{u-[ [a, 0] sz struvile de numere {4,-,”‘)}1-_1 o=1. 9 n, sint convergente
K 7 i ; g =1, Ay =y e, & / 4 2
avind respectiv' limitele v B — 1 9 viny My - AbHCE. iyl de ffé.f,i'?{:t?";

L (%o ®g,0 o0y %, | %), definite de relatiile
. L (%4, %3, .. 005 9 | ) = 9® B — 1,2, ..., m:¢=1 9
hinde uniform in interval 1 ed L g
e 13 th [a, b] cdtre functic By, & i 2 ;
[initd de relatiile K J el P o g
& (% s o it V%) = y“‘), =L 8. s

: luiAIc(ea;ta ;cleq1emrzi esjcc Ui caz particular al unei cunoscute teoreme
a - rornneim [6] (vezi teorema 5). Pe baza aceste] teoreme se poate
afirma i dacd o (x) ¢ F,, atunci oricirui numir ¢ >0 {i corespunde un 1L i

1 >0 astfel cd dacd in # puncte distincte (1) din [a, b] ave]m o

Lo (%) — o (m) |< b=l
unde o, (x) e F,, atunci avem si

max (o (x) — o, (1) | g
‘ Jmax g (5) — g ()] < e

Demi)ustra‘pa teoremei 1 dati de noi se bazeazs pe aceastd observatie
In lacrarea [3] am demounstrat l

tioﬂﬂ};(}}){ﬁ;ﬁgaa:; Dacd f(x) este o fmzc;lz'e continud in [a, b]. atunci func-
Sl D [z, Fou oy Xn, X1 [1 este continud in raport cu ansamblul varia-
Mr Xoye ooy Xn, Npyr, unde se presupune x, < Ho 5o v =T Koy o,
Cu ajutorul teoremei 3 putem demonstra imediat

” 1E2RE2{A 4: Dacd [(x) este o functie continudg in la.b] si pe doud
sisteme de cite n+1 puncte distincte 5, < ¥ < o o
: / cle X <Xy<..<x §1X <X < ‘ 7
Jii T 1] o ntl FE X <Xy <..<xy <Xpqy
. . ['51, Koy vonny Xy Xn1 ; f] == ;1, D[_\I[, X0, w5 Xn, Npaq, f}: B 412 B
e ; i b . | ; ) ] = B
acunce, dacd C este un numdr cuprins intre A si B (adicd avem sau A ===
S p) Le g A . . 5 & z ¥ Tt
Z.cm (i" <‘)b <4) :,”l,ﬁitﬂ in cel mai mic interval care contine punctele x; si x;
=190 » R sistem de n+1 puncte distincte £ e
L puncte distincte £, < = £
astfel ca D £, &, ., & Enet:f] — C. uH Ty

Pentru demonstratie? e suficient s notim 4 (A) = ax 4 (1 — A) %;
B G ’

= ¥ : Ze M .

b }Djllceasta dem(msf:ratm € lspiratd dupa cea dati de 1. Po poviciu |I] unei teo

. za oagcl,) pgntru dlfeten_t:e fll_\rlzzite. Acolo punctul de plecare este forma diferentei di\.'i—
- Alcl ne bazdm pe proprietatile ce decurg din continnitate $i conditia (1), '

U==00Y

99
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1 =1,2,....n 4 1. Din cauza teoremei 3, D [t; (}), & (X), - - -, tu (X), tnga(R) ; f]
este o functie continua de A in intervalul [0,1] (care ne intereseazi pe noi) si
avem D [t; (1),2, (1),..., ta (1), tng1 (1): /1 =4, D [£,(0),4,(0),..., 15 (0)ty11(0); 1= B.
Existd prin urmare un numdr Aqe (0,1) astfel ca D[4 (Ay), .-, fn(Ro), tnst, (2o)if 1=
= C si n-avem decit si ludm & = #(x,), ¢ =1,2,...,n + 1. Evident,
aceste puncte sint situate in intervalul indicat in teoremai.

Rationamentul facut mai sus se putea inlocui cu unul analog ficut
asupra functionalei continue de # + 1 variabile x;, %,, . . ., %, Znyr1,
D [%, X%3,..., ¥y, Xuy1;[], care e delinitd intr-un hiperparalelipiped din
spafiul obisnuit cu # + 1 dimensiuni, adici intr-un domeniu simplu conex
care indeplineste conditiile din teorema lui Cauchy.

TEOREMA 5: Dacd [ (x) esle o functic continud in [|a, b] si pe doud
sisteme de cite n+1 puncte distincte % < ¥y <...< Xp1 §7 :r.{ < 51"2 2 x;,_H
din [a,b] avem D (%, %a,. . ., %n, %np1; 1= A, D (%1, %3,...,%n, %ng1; [1=B,
tar A.B<0. atunci existd in cel mai mic interval care contine punctele %; $i
;\::-', t=1,2,...,n 4+ 1, n+ 1, puncte distincte &, £y ,..., En, Eny1 astfel ca
) 1By, Bgsviaey By E:r-!—l il =0,

Demonstratia e imediatd, dacd se interpreteazi teorema b ca un caz
particular al teoremei 4.

TEOREMA : Dacd f(x) este o functie continud in [a, b] si pe un
sistem de n -+ 1 puncie %, < % < ... < %y < %zp1 din [a, b], avem
D (%5, %5, « oci Xy Fng1s 1] = A, atunct existd un punct Ee (%, x,,+1l) ast-
fel ca in orice vecindtate a lui & sd se gdseascd n -+ 1  puncte distincte
& <<b<... <& <Enyy, pentru cave sgn D [E, &, ..., &, Eny1; ] =sgn A.

In cazul 4 = 0 am tratat direct aceasti teoremi in lucrarea [4].

Pentru cazul 4 oarecare se pot da mai multe demonstratii. Una din
metodele de demonstrafie aplicabild aici o vom folosi la demonstrarea
lemei 2 si de aceea nu insistim mai mult acupra teoremei 6.

2. Definitia 1%). Functia f (x) definitd in intervalul [a, 5], o numim con-
vexd, neconcavi, neconvexd sat concava de ordinul #» in [a, b] fati de
mulfimea F, dupi cum

D [%,%3; - . .3 %0, %ng1; [l >, =, = sau < 0,

pe orice sistem de n-+1 puncte
Ky Wy e Wy T B (8)
din [a, b].
Dacd pe punctele (5), f(x) satisface relatia de egalitate

DFas, By nie sty gt d =10 (6)

3) Aceastd definitie am mai dat-o in lucrarea [5]si ea este o generalizare a definitiei date
de T. Popoviciu in [1], in cazul cind Fj, este multimea polinoamelor de grad = n—1.
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61‘1:11121101 spunem ci f(x) este I, - polinomiali pe punctele (5). Dacs pe orice
?15 em de #n+1 puncte (5), apartinind unei multimi de puncte E, f(x) satis-
ace Te],apa (6), atunci spuniem cg f(x) este Iy, - polinomiali pe multimea E
(aceastaEmul,tlme trebuie si contini cel pufin #4-1 puncte). O multime de
puncte E cu aceasti proprietate o numim multime inomiali
E t de F,-polinom

a functiei f(x). i ek

Fu_ﬂcjcule convexe, necomcave, necomvexe, concave, mai sus definite
le numim functii de ordinul » fatd de multimea F,.

. TEOREMA 7: Dacd _fuizcgfm f(x) este de ordinul nin [a, b] fatd de multimea
n v este Iy~ polinomiald pe punctele (5) din [a b], atunci ea este F-polino
. St este ] : la,b], t ea este Ity - polino-

maald in intreg intervalul [%1, Zpgql- }

1 e Pentru demonstratie si presupunem, in ipotezele teoremei, cid exists

1n1111j;ervalul _(9{1,‘x1,+1) puncte in care valorile tunctiei f(x) nu coincid cu

valorile Tunctiei interpolatoare E{ %, it /|%). Fie x, un asemenea

punct si fie x <<%, < %41, S4 considerim acum functiile

Eilnes s e o B Hs Y1 Il 7
§1_ (]; 25 » Xk rp'Iril,---,-'-n—J;f‘a\} (7)

L (% %+ .o %, %, L1, « o0 0 %n 5 [l2) (8)
Se ob'servaﬂ imediat pe baza proprietatii (/,), ci punctul M (Y1, #(Xng1) )
este situat intre curbele reprezentative ale functiilor (7) si (8), ceea ce nu poate
avea loc, f(x) fiind de ordinul # fati de F, in [a,b]. Prin urmare in otrice
punct ¥, e (%, ¥nqq), /(%) trebuie si ia aceeasi valoare cu L (v, x,, . .. Tul [ %)
§1 teorema este astfel demonstrats (ne-am folosit si de nota (1) de la
pagina 1), ’ ‘

Pe baza teoremei 2 ma ii i
o o }2‘ . g1ﬁ se pot trage 1111111;}jtoare]e cuncl_uzn asupra multi-
e D,?« po n:inua tate ale unei functii /(%) de ordinul », fati de Fy
1 1a,0]. Dacd n=2, functia f(x) este continud in j l (@

a, 8] =2, Ha f{x) este continud in intervalul (4 § -
chis (vezi [5]). %0 A
e PruIl grr{nare.. in acest caz, dacd E ( (a,0) este o multime de Fy-polinomia-

ate a lui /(%) i x, este un punct de acumulare al lui E, diferit de a si de b
a‘tunm %, E. Prin urmare, daci lim E#£bsi lim E#a. atunci E este o mul-

Ao A w iy ] T—— . =g W= . "

E?e 113@]31;51. Dzéc_:a aek’ 5i aeE, atunci f(x) trebuie si fie continua in 4

eeasi ohserv abila 1 i 7,
il vafie este lvald_bﬂa pentru punctul . Pe baza teoremei i
RaLa IA,UU $14, Xg<Xp, apartinlui £ atunci £ contine toate punctele xe (x,, %).

ezu ‘E? cd E este un interval fnchis sau deschis. Evident, conform defi-
nifiei n- pohnpmlah:fatn, E nu se poate reduce niciodati la un punct.
& (Daca E, si E, sint doud mulfimi distincte de Fy-polinomialitate ale
. rfe‘gzl,cge?mrea lor este o multime de 77, - polinomialitate daci E,NE, nu
ki a un punct. In acest caz UE,_UE_Q este un interval deschis sau
o n caz contrar E,(JE, poate si nu fie o multime de F,- polinomia-
i ate+ si atunci EIUL'} este reunirea a doud intervale care au cel mult un
1]_:;un<f:ﬂ.. comlgu}_, unul fiind inchis cel putin la dreapta iar celdlalt cel putin
stinga. Pr i [imi ¥ i ialita
i h;ig 11; urmarle'reumre_a tuturor mulm}nlor de F,-polinomialitate
f(x) este o mulfime de intervale doui cite dous, avind cel mult cite
un punct comun, dintre care cel mult doud pot fi deschise. Aceasts multime
are un numdr finit sau o infinitate numarabili de intervale (pentru ci sint
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doud cite doud fird puncte interioare comune si nici unul nu se reduce la
un singur punct).

Functia f(x) de ordinul » dacd n=1, poate si nu fie continui (de
exemplu funcfiile monotone obisnuite, F; fiind atunci multimea dreptelor
paralele cu axa Ox). In acest caz o multime E de F, - polinomialitate contine
cel pufin doud puncte. Pe baza teoremei 7, a cirei demonstratie nu presu-
pune continuitatea lui f(x), daca x0<x£, sint doud puncte ale lui E, orice
punct x e (x,, %) aparfine lui £. Prin urmare £ este un interval despre ale
carui extremitdti nu putem spune in general nimic. Reunirea a doui multimi
E,, E, de F;-polinomialitate este un interval, daci E, si E, au cel pufin
un punct comun. Reunirea multimilor de Fj - polinomialitate este o mul-
time finitd sau numirabili de intervale, doud cite doud disjuncte. Precizarea
comportirii functiei f(x) in extremititile acestor intervale se poate face
pe baza studiului discontinuitdtilor functiei f(x). De acest studiu nu avem
nevoie in cele ce urmeazi.

TEOREMA §: Funcfia limild a unui siv de funciii convexe de ovdinul
, N fatd de Fyin [a,b], convergent intr-un interval (o, B] = [a,b], este o functie

Y neconcavd de ordinul n fatd de Fn in [a, B].

Demonstratia teoremei se bazeazi pe teorema 1, pe care o pttem
aplica fiecidrui sistem de puncte (5); si pe baza teoremei 2 rezulti neconca-
vitatea functiei limitd. Aici nu e esentiald convergenta uniformd care figu-
reaza in teorema 2, ci convergenta in fiecare punct din intervalul considerat.
De asemenea si in teorema 8 convergenta e cea simpli.

Teoreme analoage se pot enunfa pentru toate categoriile de functii
de ordinul » fati de I7, (concave, neconvexe si neconcave).

3. Definitia 2. Functia f(x) definitd in intervalul [e, b] o numim
n-+k- valenta fati de mulfimea F, daci are cel mult n+k puncte de
intersectie cu orice functie din 7. Aici k= 0.

In aceastd lucrare ne preocupd numai proprietdtile functiilor 2 si
n-+1- valente fatd de multimea [7,. Citeva din proprietitile functiilor
n- valente fatdi de o multime interpolatoare de ordinul n le-am studiat

in lucrarea [5].

TEOREMA 9: Dacd functia [(x) este continud in [a, b] st n+1 - valentd
fata de multimea F, si existd efectiv o funclie o(x)eFy care in n-+1 puncie ia
valori egale cu [(x), atunce diferenta f(x)—o(x) i schimbd semnul in fiecare
din aceste n-+1 puncte,

Pentru demonstratie fie x;<<x,<C...<¥;<{¥ny puncte in care ¢(x)e Fy
ia valori egale cu f(x), care indeplineste ipotezele din teoremi. Si presu-
punem ci intr-unul dintre punctele %, =23, ..., n, diferenta ¢ (x)—f(x)
nu schimbi semnul. Fie pentru fixarea ideilor ¢(x)—f(x)>0, cind xe(xp—, ¥k
sat Xs(Xg, Nppq).

In baza teoremei 2 e suficient sd considerdm functia g(x)el7,, care in
punctele x;, x,, ..., %x—1, Xet1,..., % ia valori egale cu f(x), iar in x; sd
avem g(xx) <<f(xx). Dacid g(x,) diferd suficient de putin de f(x;). atunci g(x)
aren--2 puncte de intersectie cu f(x), pentrucd apare cel putin un punct de
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tezele facute asupra functiei f(x) nu e permis. Daci diam lui k val 1
sau #+-1, rationamentul este analog. Tn cazul 2—1 rolul functiei (f;’trff’i
avea funcfia din F,, care in x,%,...,%, ia valori egale cu f(;:) qi‘gfu ek
o valoate apropiatd de f(x,) si mai mici decit f(,rl)tj ] A5
In cazul k=mn +1, rolul lui g(x) 1l joacd acea Functie din F care in
Xy Ny, + oo, K x’:alorl egale cu f(x) iar in x4 ia o valoare a'propiat:i éie f(%ng1)
51 mai micd dec&t H(any1). Evident, in aceste doud cazuri din urma m;.”jrl
sens s ne ocupim de cazul x,—g sau Xpp1=0. In mod analog '*‘t t c"?
cazurile Tu care g(xe)> f(xy). T
Propnetatc;.l‘ exprimatd prin teorema 9 apropie mult functiile n-+1-v
lente de functiile n-valente tatd de muliimea F,. In cazul fﬁn "r"‘lat
J-z:x-*ellenm are loc o proprielate analoagd celei de mai s”us [5] T‘otuc;i tr(v'.}ljl "
sd observam ci o h111(_:’_tie n—+1-valents fn;ﬁ de F,, care se irite'r‘qectea;i efej ‘;1'16'.
in 7 -{:1 puncte cu o functie din /7, nu se poate reduce la o ft‘mctie (io 01'?1? 1‘1
n fatd de Iy, pentru ci atumci — pe baza teotemei 9 — n-ar mai ¢ ‘lm
fi n+1-valentd fatd de F,. Functiile n-t1-valente fati de ] C()l'!ctl-l e ta
{_a,f)], constituie o clasa de functiila care se aplici teorema dg,n]edie lsl‘lte ];11
litd de noi o [4] si pe care o reamintim aici sub 11£11151t0;11’ea forumlai’el'_‘

intersecfie in intervalul (xe—;, %) si cel putin unul in (%, %41), ceea ce in ipo-

TEOREMA 10 ; D_.fr;cri junctia continudg in [a,b], {(x), este Fy-polinomiald
pe ;bng!e‘he (5), atunct in intervalul (xy, %y1 1) existd un ﬁméct E ccz:e. are ;ﬁ:-'();bﬁ&
tatea cd in orice vecindtate a sa existd n--1 puncte distincte pe care f(x) este
de asemenea Fp-polinomiald. o Al

Aceasti teoreméd ne va folosi in cele ce urmeazi la studiul structurii
multimii de definitie a unei functii de ordinul », fati de multimea F

: @ n-
2 -’;z,ﬂDefmz,’m 3. Considerdm functia /() definitd in intervalul [a b]
tl‘g;:; LF Ei{gé@ ib;i gg]gie%tg _PLEI’JIECt de orc_hgul n a} Tunctiei /(x), fatd de mul-
i Avn,ni-]o]iuomialﬁ, * vecindatate a lui € existi n-+1 puncte pe care f(x)
.Inamte‘ de a studia proprietitile functiilor n+1-valente fata de
g;ul}jcrmlea Fy, dim citeva proprietiti de bazi ale functiilor u—\ralencte fati
e J
g Se stie JV:_)]uca o functie continud in [a,b], n-valenti fati de mulfimea
) este; convexa sau concavd de ordinul » fati de F, in [a b]. In cele ce
uere_aza, presupunem cd multimea F,, n>1, Jare 0 Suljlllldtillli()' F care
este interpolatoare d‘f ordinul #—1 in intervalul [a, b]. Mai jos Iil_;l;lﬁrim
}a Sgiaguln uue]le nllegautm? care existd intre functiile #-valente fatd de
u;aﬁ 1e_e ln— - d<E!:]_1“[e fata _de Ty In cazul cind F; este multimea poli-
nelor de grad =n—1 iar F,_; multimea polinoamelor de grad = n—2
st_udlul acesto;f }egﬁturi a fost facut de ’T. Popoviciu fﬂg cu '1_'111; Hi
dlferenj;elo_r divizate. Aici, in cazul unei multimi F, oarecare, nu d_{s] ugru
de o relatie de recurents analoagd celei ce exists la difereu‘;'ele divifateen;
de aceea toate demonstratiile ce le dim utilizeaza proprietatea (I,) si :
nuitatea functiilor care intervin, SR
sl e ;
de wimere, funciils di T covt s oL st un i momato
formeazd un 5711'11?:.04. Lo il‘ unctii in int Wi it I
_ wlon de functii in intreg intervalul [a, b].
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Demonstratia caestei leme se bazeazd pe definifia mulfimii Fy, con-
form cireia doud functii' distincte din F; nu au mnici un punct de inter-
sectie. Cnm aceste functii au fost presupuse de la Inceput continue,
lama 1 rezultd imediat.

Lema 2. Dacd f(x) este o functic convexd (sau concavid) de ordinul
n fatd de multimea Fy in [a,b], iar Ee(a,b) un punct de ordinul n—1 al func-
tiei f(x) fatd de mulfimea Fn_,, atunci in orice vecindlate a punctului € existd
n puncte in care (%) ia valori egale cu o [functie din Fy_,, n—1 dintre aceste

puncle fiind situale la stinga punctului & iar unul la dreapta punctului &,

(n=2). ,
Pentru demonstratia lemei distingem doud cazuri: n=2 si n>2. In
primul caz, £ fiind de ordinul 1, in orice vecindtate a lui existd doud puncte
in care f(x) se intersecteazi cu o functie din [4;. Pe baza demonstrafiei pe
care am dat-o in [4] teoremei 10, aceste doud puncte sint separate de punc-
tul £ si deci nu mai avem nimic de demonstrat (proprietatea aceasta de
separatie are loc oricare ar fi 7). S& studiem cazul »>2. 5S4 presupunem ca
f(x) este convexd de ordinul » fatd de Iy in [a,b]. Fie [«,B]C (a,b) un inter-
val cu centrul in punctul £, care figureazi in lemd. TFie xf <af <...<x3,
n puncte din [#,87, in care f(x) ia aceleagi valori cu functia o* (x) e Fy si
care satisfac inegalitatile : ;
o = A = a0 <ESxnugl L S X,

unde 1== m = n—2. Si aritdm ci putem construi o functie of (x) din mul-
timea F,_ care are in [«,8] n puncte de intersectie cu f(x), «,1 i o <:r.;,r
astfel ca ;r} == ;r; v Wy ,\'.;,,.-r1<:i <x}n+2<. .. < xy. Pentru aceasta con-
sideraim functiile din F,_;. care in punctele af, x3,..., Xp—1, Bmdoy < oa%y 140
valori egale cu f(x). In cazul m=1, aceasti multime e formatd din
acele functii din I,_; care in cele #—2 puncte ¥yi2, X543, -, %1 jau valori
egale cu f(x). Totalitatea acestor functii formeazi o multime interpolatoare
de ordinul 1 in intervalul [x},, x541], pe care o vom nota simbolic cu Fy.
Construim functia of (¥) e Fi, care intr-un punct ¥ — de altfel arbitrar —
situat in (xf, £), ia valoarea f(x). Functiile ¢* (%) si ¢i(x), avind #»—2
puncte de intersectie, diferenta lor trebuie si schimbe in aceste puncte
semnul si nici nu se mai poate anula in alte puncte. Prin urmare in x dife-

renta gf(x)—/f(x) sau se anuleazi schimbind semnul — gi atunci ea se
mai anuleazi o datd in intervalul (x,, ¥) — sau se anuleazd fird s schimbe

semnul si in acest caz, bazindu-ne pe observatia (1) de la pag. 1 si pe lema 1,
putem construi o alti functic of eF{ , care in x s ia o vawoare y astfel

ca y<f(x) sau ;\5<f(§)L dupd cum f(%)>* (x) sau f(x)<<e* ().

Daci diferenta f(x)—y este suficient de micd in valoare absolutd?),
atunci ©*% (x) (are in intervalul (s ,E) doud puncte de intersectie cu f(x).

1) Aici ne bazim pe faptul ci ordonata intr-un punct carecare diferit de ¥, a functiilor
din 17, este o functie monotond de y € [f(x), v¥(x)] si aceastd functie trebuie si lie continua
pentru cid pe baza proprietdtii interpolatoare trebuie sii ia orice valoare intermediari intre

doud valori ale sale,
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- Functia goi(x) are efectiv 7 puncte de intersectie cu f(x), m-+1 dintre ele
fiind la stinga lui £ iar celelalte 1a dreapta lui £. Functiei o1 (.a.f) respectiv
¢i (%), ii putem aplica rationamentul ficut mai sus pel;tru a obtline‘o noua
functie din Fy_y, care si se intersecteze in n puncte cu f(x) 41%+2 dir?tra
aceste puncte fiind la stinga iar celelalte la dreapta lui . Procedeul se oattzf
continua pind cind la dreapta lui £ rimine un singur punct de intersle)c;ie.
In demonstratia expusd convexitatea intervine prin aceea cf in bunctele
de ntersectie a functiei f(x) cu o functie ¢(x)eF,, diferenta f(x% — (%)
trebt‘geI sé Uschln;be femﬂlul dagé numéirul punctelof de intersectie est:—‘:P 1?

ema analoagd cu lema 2 se 7 i : 1 inga
i El e pnmfge 1o dhennia i:[c]el pEc?ate enunta, plasind 1 punct la stinga

Obse rvatie. Pe baza lemei 2 se observi ci dacs f(x) este convexi
(sau concavi) de ordinul » fati de F, in [@,b] si ea are in (a,b) un sin ur
punc’rAE de 05(1111111 n—11atd de F,_;, atunci acest punct impalite interv"ﬁul
[,6] in doud subintervale [ a,k] si [£,6], in fiecare dintre ele functia ;‘(T)
ﬂtnnd n—1-valentd fati de F,_, si deci 1n [@,E] concavi de ordinul #—1 ’qi
in [E_,,b.]hconvexé de ordinul % —1 fati de £, (sau in [a,E] convexd de ()‘Idl'ﬂ j1
n—1 siin [E,b] concavi de ordinul n—1 fats de Fn ). IJ):; asemenea, daci dels1
pre f(x) Jpresupunem numai n-valents fal:’éi de Fy si contiuuitate(a, in [a bJ_
— mnotatiile avind aceeasi semnificatie ca mai sus — din ordinea in care se
};;Jccegi caracterul de convexitate si cel de concavitate de ordin nc—] fs:té de
: elfl;li’lllz C[;ZE](?; [g,%}, sle cle{luge cou;rex}t:li_tea i'n’.cr—uu caz si concavitatea in
: ordinul » fafd de 1%, a functiei f(x) in [a,b].
Pe baza acestei observatii, un punct £ de ordinul n!,—f,l fatd de F
:711 unei funcjuu f(%), convexe (sau concave) de ordinul # fati de I;‘c in [a E_lI
il vom numi de clasa intfia sau de clasa a doua, dupi cum intr-o (rfecinitjat_e!
(E—bd, E-1-5) a sa, oricare ar fi sisteq-ml ..de puncte x; <wx,<C...<Cxp, pe care
/(%) este F,,_;-polinomiali, si astfel ca S0 <X, <. <xp  <E<my<ELtb
/(%) este concavd sau convexi de ordinul s— 1 fats IZl_e F )n)e cele
7 puncte x<x,...<xp_<E. o <o N
Din cauza ipotezelor ficute asupra functiei f(x) si din cauza lemei 2
este clar ci un punct £ nu poate fi in acelasi timp de ambele clase si of
aparfine cu sigurantd uneia din clase, (Aici nu ne bazim pe teorema 5, i
baza cireia, daci £ ar aparfine la ambele clase, am ajunge in contradictie cu
}1();))’:)&2;1 de convexitate (sau concavitate) de ordinul # fati de F, a functiei
; FSz”l analizdm mai de aproape multimea punctelor de ordinul n— 1 fats
; sft“ ,21_1 ;leauna iuuctil f(x)v presupu% de exemplu convexi de ordinul »
 fatd de F, in [a,f{].“Sa notim aceastd multime cu M,_;. Multimea M
este sau Ufn_uta sau infinitd. Daci e infinitd, ea este evident inchisd (din L’u;éi
proprietétilor de Eoutinuitate ale functionalei D[x,, x,, .. w5 Kol ) Fi(e
E'=inf ]I’{[,,_IE si &"=sup M,_;. Multimea M, este peste tot (Ieﬁsﬁ. i’u' inter-
valul' [E: E 1. Aceasta. se vede daci observim ci toate punctele din 1/
trebt}le sd fie de aceeasi clasi (din cauza convexitdtii lui f(x)) si prin urma"r_-{?I
Sphcmd Iema 2 si teorem_a b, inseamni ci daci E, si &, sint doux puuc’ui
din M, sl E< §2, atunci existi totdeauna in IIJ,,_I un punct &, astfel ca
& <& <k, Atunci, din cauza teoremei 3, aplicatd in cazul mulfimii i”,,_;, flx)
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trebuie si coincidid in intervalul (€', £”] cu o functie din F,_j, ceea ce nu e
permis din cauza ipotezei de convexitate de ordin # fatd de F, care con-
tine pe F_y.

Putem deci trage concluziacd M,_;, in ipotezele ficute asupra functiei
/(x), este vidd sau contine un singur punct.

5. Definitia 4. Doud subintervale [og,B;], [¢s,Bs], ale intervalului
[@,b], le numim consecutive dacd a=oy; <<P;=ap,<<Pe=Db. Daci aici a=uo,
si Py=0>~, atunci spunem ci intervalul [a,b] este descompus in doud sub-
intervale consecutive.

Presupunem acum cd INCF,C...C I sint submul{imi ale mulfimii
F,, in aga fel ca Fy si fie interpolatoare de ordinul 2 in [a,b], k=1,2,...,n—1.

TEOREMA 11: — Dacd f(x) este o functie convexd (sau concavd) de
ordinul n fatd de Fy in [a,b], n=2, atunci intervalul [a,b] se descompune
in cel mult k-+1 subintervale consecutive, in care F(x) este alternativ convexd
st concavd de ordinul n—=rk fatd de Fo_;. Se presupune 1=—k=n—1.

Demounstratia acestei teoreme se bazeazd in special pe lema 2 si pe
consecintele acesteia. Considerdm intii cazul 2=1 si f(x) convexd de ordinul
n fatd de F, In [a,b]. Se pot intimpla doud cazuri: sau existdi in I, o
functie care are cu f(x) » puncte de intersecfie, sau o asemenea functie nu
existd in F,_;. In cazulal doilea f(x) este n—1-valentd fatd de F7,_; in intreg
intervalul [a,b] si deci e convexd sau concavi de ordinul #—1 fatd de I7,—;.
In primul caz existi un punct de ordinul n—1 fati de Fp_;si unul singur
£" Y care — pe baza observatiilor ficute la sfirsitul paragrafului 4 —
imparte intervalul [a,b] in doud intervale consecutive, In care are loc pro-
prietatea din teorema 11, formulatd pentru cazul k=1.

Observim cd nu existi o altd descompunere a intervalului [a,b] in
subintervale consecutive, care s3 respecte conditiile din teorema 11.

Punctul " avind semnificatia de mai sus, si notim cu /"™ (x) restrin-
gerea functiei f(x) pe intervalul [a, P Y] s cu =0y x) restringerea ei pe
intervalul [£{"™", b], in cazul cind existi £,

Daca punctul £V nu existd, atunci /(%) poate avea, pe baza aceluiagi
rationament de mai sus, cel mult un punct, E{""'), de ordinul »—2 fatd de
Fn_s. In caz contrar, rationind la fel asupra lui f{"™ (x) si /5" (x), observim
ci f(x) poate avea in (a,b) cel mult doud puncte £" "< " ? de ordinul
n—2 fatd de I'p_p. Dacd aceste doud puncte existd, atunci in intervalele
[a, €], [E"2, %] [E5 2, b] sint satisficute conditiile cerute in
concluzia teoremei 11.

Putem acum afirma ci f(x), are cu sigurantd numai un numir finit
de puncte de orice ordin A=n—1. :

Extinzind notiunea de clasd a unui punct de ordinul »—1 fatid de F, 4,
la puncte de un ordin oarecaren—4& fatd de F,_p, 2=A=n—1, se poate
enunta imediat

I.ema 3: Intre doud puncte de orvdinul n—=r fatd de Fu_p, k=n—2,
ale functiei din enuntul teoremer 11, cave aparfin la clase diferite, existd cel
putin wn punct de ordinul n—hrk-+1 fatd de Fu_pyi.
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Demonstratia acestei leme e imediaty pe baza teoremei 3, aplicaty
laih. "7

Demonstratia teoremei 11 rezultd acum imediat. B suficient sa pre-
supunem ci, in ipotezele teoremei, intervalul [a,b] s-ar putea descompu-

ne in k42 subintervale consecutive, pentru un anumit f, 1<k=n-—1, care
sd satisfacd cerinfele din teorems. Atunci /(%) ar avea cel putin -1 puncte
de ordinul n—£k fatd de F,_, s1 deci — pe baza lemei 3 — cel putin doud
puncte de ordin n—1 fat§ de F,_;, ceea ce stim cd nuse poate. Prin urmare
concluzia din teoremi are loc.

Din cele expuse mai sus, ca o completare rezulty si

TEOREMA 12: O functie convexd (sau concavd) de ordinul n fatd de F,
in [a,b], are cel mult b puncte de ordinul 11— p fatd de Fy y, k=12, ... n—1
(punctele care apartin aceluiasi ordin sint allernativ de clasa intiia si a douta)

Demonstratia teoremei 12 este acum foarte simpld. Si presupunem
cd in ipotezele teoremei exists k=41 puncte de ordin n—42 fati de F,_,,
pentru un anumit &, 2==F<n- 1. Daci aceste puncte sint alternativ de
clasa intiia sia doua, atunci ajungem in contradictie cu faptul ci f(x) poate
avea cel mult un punct de ordinul #—1 fatd de [7,_;. Daci cele k-1 puncte
nu sint alternativ de clasa intiia 51 a doua, atunci existi printre ele cel
pufin doud, consecutive, care sint de aceeasi clasd. Intre aceste doud puncte
trebuie s mai existe atunci inci un punct de acelagi ordin, pe baza teoremei
5 aplicatd la F,_j. Acest rationament i1 putem aplica fecirei perechi de
puncte consecutive dintre cele k-1 puncte si ajungem astfel la aceeasi
contradictie ca mai sus.

Dacd observim ci existenta a % puncte de ordin n—#k fatd de F,_,,
pentru un % fixat — pistrind conditiile din teoremele precedente asupra
lui f(x) — atrage dupi sine existenta tuturor punctelor posibile de ordine
superioare, putem enunta urmitoarea teoremd, in ipoteza ci toate punctele
ce intervin in enunt existy :

TEOREMA 13 : Dacd [(x) este convexd (saw concavd) de ordin n Jatd de
Fy in [a,b], atunci punclele ei de ordin n—=~k fatd de Fo_y si cele de ordin
n—~k-L1 fatd de Fy_ty1 se separd 2=k=n—1).

Din teorema 12 se pot trage unele concluzii asupra functiilor convexe
(sau concave) fati de multimea P, a polinoamelor de grad = #, care este
interpolatoare de ordinul 741 in orice interval, O funcfie convexi (sau
concavd) de ordin n--1 fata de Pyyy are cel mult # puncte de ordinul 1 fata
de mulfimea P, a paralelelor 1a axa Ox (acestea sint puncte in care derivata
functiei, daci existi, se anuleazd). Aceeasi concluzie se poate trage daca
in loc de multimea paralelelor 1a axa OX considerim multimea paralelelor
cu o directie dati.

Un studiu analog cu cel ficut asupra functiilor convexe (sau concave)
de un ordin dat » fati de o mulfime I, se poate face si in cazul functiilor
neconcave (sau neconvexe). El se bazeazi pe proprietdtile multimilor de
Fu_j-polinomialitate.

6. Definitia 5. Spunem ci mulfimea F,, interpolatoare de ordinul #
in [a,b] este liniard daci ea confine # functii ¢, (x), ®a(%),- - ., ou(x), astfel
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i i /) din F, sd se poatd r in mod unic sub forma
ca orice funcfie g(x) din F, sa se poatd reprezenta

g(x) = i ¢i i (%) (9)

=1
unde ¢; sint numere reale, s Ry ey
In haza acestei definitii, dacd I, este liniard si funcliile ¢, (%),

1=1,2,...,n, au proprietatea ceruti mai sus, atunci determinantul
P1 (;‘71) Pp(¥1) . - . P ("fl).
V= P ('TE-) Po (;‘:2} s P ("2) : (10¥
| cr;Jl("“:n) ('Pﬂ(xn) wcelw 'P;;(-T‘n}

trebuie s34 fie diferit de zero, -Jl'i.(_‘al'{‘ ar il sisten}gl fle 1,3{111‘(:%(; ‘dEStflur;SEEf
A din [a,b]. Aceasta, evident, atrage dupa .Slj}e vczf}ac ielgumnmIe
tiilor (%), 0,(x);...,pn(x), de a f(ln'ma un mﬁ,tem C(:bl;?(i;. Fjicl(:r Lo
functia 7 (%) =L (%, Xar -+, ¥n} Y %) Lc}:eu_ . carglr sa 15:.]_;. lj] 1dit

h {xfj =y; =0, t1=1,2,..., »n, este functia identic nula in [a,b].

Fiy Koy

Din cele spuse aici si din rezultatele confinute in [3}_re21§ta CIE 1al,t1'1ucv1
; y ; ste o | tiona iard
cind Fy este liniard, atunci $i D [aq,%,,. . ., %y, Xpp1; /] este o functionald lix
de argumentul /, adica

D%, %, . ., ¥np1; afy+Bfe]=
=00 L) [ %P vy ¥t 5 /1]—5—[5 D (% %o, o 3 %nikt; Tol

oricare ar {i numerele reale o gi { s orlcaredzu-uh Ffugﬁcéc:lﬁnfllarsg r;_,l, f{%i;;n;i(é
nctele %, &,, . . ., 45, py1. Prin urmare dacd Fy e si e
gitﬁiéﬁe Conclavi’; (ne0011vex+é,} de ordinul # J'v atd de I n 111r [néb],‘_a‘gﬁ\r]gs_ f(x)
este convexi (neconcavd) de ordinul # fata .df: Z*:,, in [a, .] B uit- 2
In cele ce urmeazi presupunem ci Iy e 11111arq sicd eglﬁstal siugm ;mi (1
F.CF,C...CFp aleluilFy, @ntferg)o]atoare r_es_pe_chj; de ?:r 11312,3e o u;)b s
in [a,b], si cd aceste submulfimi sint toate hmme:l 1CjF .reiﬂ] % e
ci cererea cu privire la liniaritatea submulfimi or Fi, st e e
nu rezulti din liniaritatea lui Fn O mulfime lnterpf)la;cioare e Lo
n si liniard, poate si aibi submulfimi 111terpolatozuﬂc3 de un finoamelor
mic decit #, care nu sint liniare. De exemplu m '%111;;&‘ P’?icienti o
Ax"+ax"—14 ...+ a,, cu coeficientul A flxa‘l': si cel a fi (.(:;e o c&
fiabili, este o submuli,:fime 1111(:1er1polatoare dei I?tredrll?(ﬁzégacr:gra enordim11 ?1'.—}—]_
imii i lor de gradul #, care e are de
111111(311:13;1&%0111%3 a:gzst exeﬁ?plu intervalul [a,b] poate fi orice interval finit.

i1 ) e fi 3 1n (9), au proprie-
Dacd functiile ¢; (%), i=1,2,...,n, care figureazd in (9), au prog
tatea cd toti determinantii

‘ Pu(¥r)  Pa(%) - . - :Pk(xlg
Vi | P10 @) ed®) | g 1w, )
}ﬂl;l(xk) ea(% ) - o o pu(W)
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sint diferiti de zero, pentru orice sistem de puncte distincte x;, x,,. .., %,
k=1,2,...,n, din [a,b], atunci multimea functiilor g(x)eF, de forma

n—k g

==

formeazi o submulfime interpolatoare de ordin n—#, liniara, a mulfimii

Fp, oricare arfi k=1, 2,..., n—1. 84 ne plasim fn acest cazsi si presupunem

deci ca F,_;este mulfimea functiilor de forma (12) pentm k=1, 2,...\n—1,
Are loc

Lema 4: Dacd f(%) esle o functie concavd (sau convexd) de ovdinul
1 fatd de Iy intr-un subinterval [«, 8] C [a, b], ea admite o prelungive f(x)
in intreg intervalul [a,b], care este meconvexd (sau meconcavd) de ordinul
1 fatd de F,.

Pentru demonstratia lemei, fie a<<a<fp<b si f(x) o functie convexi
de ordinul 1 fati de F,. Conform formulei (12), F; este formati din func-
tiile de forma b, o,(x), unde o,(¥) — din cauza condifiei impuse determi-
nantilor (9) — pistreazi semnul constant (deci nu se anuleazi niciieri
in [a, b]). Functia f(x) care figureazi in lemi se poate construi in felul

urmétor : se ia
f (%), xe [o,B]

@) =1bie(x), xelB, ] (13)
bigy(x), xelw,a]

unde by i ; se determini astfel ca byo; (8)=F(B) si by =1 (o) —F(2). Functia
definitd prin (13) este neconcavi de ordinul 1 fatd de F; in [a, b], pentru
cd pe orice sistem de doud puncte x, <, avem D[x,%,; f]==0, din cauza
ipotezei de convexitate impusi lui f(x) si din cauza definitiei lui F,.

Proprietatea exprimati prin lema 4 are loc si In cazul neliniar dar
noi o folosim numai in cazul liniar.

TEOREMA 14: Dacd Fy, este o multime interpolatoare de ordinul n
in [a, b], liniard, in care functiile o;(x), i=1,2,..., n din (9) satisfac con-
ditile impuse determinangilor (11) 3 o, (%) ia o valoare constantd in la, 6],
atunct o functie convexd (sau concavd) de ordinul n fatd de F, in [a, b] este
diferenta a doud fumctii neconcave (sau neconvexe) de ordinul 1 fafd de F,.

Conform teoremei 11, intervalul [a, b] se descompune in cel mult »
intervale consecutive in care f(x) ¢ alternativ convexi si concavd de ordinul
1 fatd de F;. Atunci f(x)=g,(x) —p,(x), unde @;(x), dacdf(x) e concavi, este
majoranta minimi nedescrescitoare [7] (pentru ci concavitatea de ordinal 1
fati de F, coincide acuma cu monotonia, si anume cu notiunea de cres-
cdtor).Constructia lui /y(x) rezultd atunci imediat, finindu-se seama de lema .

Concluzia din teorema 14 are loc si in cazul cind asupra lui ¢(x) se
face numai ipoteza ci e de semn constant.

7. In acest paragraf dim citeva teoreme care contin indicatii asupra
inegalitdtilor diferenfiale pe care le satisfac functiile de ordinul » fafi de
mulfimea solutiilor unei ecuatii diferentiale

y@ — G2y, y,...9"10) =0 (14)
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Facem ipoteza ci funcfia G(x,y,y',...,y"1) este continui in raport
ct ansamblul variabilelor sale intr-un anumit domeniu, definit de inega-
litdtile 7 ) §
A==%=b—co<y< too,—0<Y <40, 1=1,2,...,0—1

Spunem despre ecuafia (14) ci este de tipul Iy[a, b], dacd mulfimea
G, a solutiilor sale este interpolatoare de ordinul # in [a, b]. Mai presupunem
ci ecuatia (14) are, pentru orice punct xye[a, b], o singurad solutie y(x) care
satisface conditiile

¥ (%) =0, ¥© (xo):yﬁ’, = 2 =1}

unde numerele ¥y, yg), i=1,2,...m—1 sint date arbitrar. In aceste
ipoteze are loc

TEOREMA 15: Dacd f(x) este o functie continud Eﬂi (2, b] st de n ori
continuu derivabild in acest interval si existd o integrald a ecuatier (14) care
ia valovi egale cu f(x) in n+1 puncte %, <% <<...<%p<%yq1din [a, b], atunct
existd un punct €e(x;, xnq1) astfel ca

1(E)—G(E, /(B), ['(B),. . ., ["~D(E))=0 (15)

Demonstrafia acestei teoreme am dat-o in [4].
Din teorema 15 rezulti imediat

TEOREMA 16: Inegalitates
o) (x) —G (%, f(%),..., ") (x))>0, xela, b] (16)

este suficientd pentru ca f(x) sd fie convexd de ovdinul n fatd de multimea G,
in [a, b, in ipotera cd f(x) este de n ori contimmuu derwabzlﬂ_z. ‘ .

Pentru demonstratie si observim de la inceput SEL megahtate{t 16)
este suficientd pentru ca f(x) si fie n-valentd fati de G, in [a, b]. Dacd n-ar
fi aga, ar exista cel pufin n+-1 puncte x,<x,<T...<#pyy, pe care f(x) sd
fie Gy-polinomiald si atunci pe baza teoremei 15 ar exista un punct Ee (%, ¥n1)
in care am avea indepliniti egalitatea (15), care e exclusd deu (16); In
baza unei teoreme din [5] f(») fiind continud in [a, &] si n-valentd fatd de
Gy, este convexd sau concavi de ord_inul 7" fatd de G,. Pentru a putea decide
intre aceste doui cazuri, dim mai intii :

Lema 5: Dacd [(%) este o funclie convexd de ordinul n fatd de Gy in
(a,b] si e de n ori continuu derivabild in [a, b] iar ¢ (x) eGy satisface condifiile
@ (%) =1(%g), 9O(%) =1O(xp), 1=1,2,..., n—1: %p€(a, )

atuncy . :
o(x)<f(x) pentru orice x>x; . (17)

Demonstrafia lemei este elementard si se obtine prin Eonstr}lc‘;i% efectn.f_é
a functiei o(«), care prin ipotezd e unicid. E suficient sd conslderz}mu un six
de functii din Gy, ale cdror puncte de intersectie cu f(x) sd conveargd catfe .

O proprietate analoagi are loc pentru cazul cind f(x) e concavd, cu
modificarea ¢i in (17) are loc inegalitatea (x)<<f(x).

3 — Studii si cercetari
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Trecem acum la demonstratia teoremei 16. Presupunem conditiile din
teoremd satisfdcute. 5S4 admitem ci f(x) ar fi concavi. Fie Xoe(a, b) si cp(x) eGy
si satisfacd conditiile din lema 5. Atunci in vecinitatea luj x, are loc ega-
litatea V

H(%) = (%) =F [+ (%—2%0) ] —9 [y 4 (x— %) ]
(x— )"

P FALE) —™(xy) + R(x)]

unde R(x) —0 o dati cu |x—x, ™I,

Prin ipvotezé 7 () <¢"(%,), iar pentru x>x, avem @(x)>f(x). Prin
urmare dacd x> %, e suficient de aproape de %y, egalitatea (18) nu poate
avea loc. Deci f(x) trebuie si fie convexj. '

In mod analog se stabileste
TEOREMA 17: Inegalitalea

1) —G(x, {(x), (). .., Fo=D(x))<0,%e[x, b] (19)

este su/ic_:z'enta“ penivu ca f(x) sd fie concavd de ordinul n jatd de Gy in ipotezele
puse lui f(x) in teorema 16.

Din ultimele doud teoreme rezultd condifii suficiente pentru convexi-
tate 51 concavitate de ordinul #, fatd de G,. Acest rezultat este completat de

TEOREMA 18: Pentru ca functia f(x) de n ori continuw devivabild in
[a, b], sd fie neconcava sau neconvexd de ovdinul n fatd de G, in [a, b, este
necesar si suficient sd fie indeplinitd inegalitatea i

() =G, (%), (%), .., fOD (%) =0 xe [ab], (20)
[O(x)—G(%, f(2), f'(2),..., f"D (%)) =<0 xe [a, b]. (21)

_ ©d presupunem ci f(x) este neconcavd. Sd aritim ci nu putem avea
in nici un punct din [a, b] inegalitatea

19(2) = G(%, [(2), £/(®),. ... f2=1 (x)) <. (22)

54 admitem contrariul acestei afirmatii : inegalitatea (22) are loc
intr-un punct %,e (4, b). Din cauza neconcavititii are loc o lemi analoagi
lemei 5, cu semnul = in (17). Aplicind in vecinitatea lui % formula (18),
ajungem in contradictie cu ipoteza ficuti asupra lui f(x). Rationamentul
rdmine valabil §i pentru extremititile intervalului, din cauza continuititii
derivatei f® (x). 2

Necesitatea inegalititii (21) pentru neconvexitate se stabileste in mod
analog. :

Pentru a demonstra suficienfa conditiei din teorems ne folosim de
teorema 6. Sd presupunem ci (17) e indeplinit i functia f(x) nu este necon-
cavd de ordinul # fati de G, in [@, b]. Atunci existd n-1-1 puncte x; << x, <
<. . <<xp<Xp4| pe care f(x) este concavi. In intervalul (%1, Ant1) existd un
punct £, ciruia i se aplici teorema 6. In £ are loc si proprietatea din lema
5, cu semnul > in (17). Aplicarea formulei (18) in vecinitatea lui £ ne

sau
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conduce la o contradictie cu inegalitatea (20). Ia fel se rationeazid asupra
inegalititii (21).
Inegalititile diferentiale expuse in acest paragraf sint analoage celor
cunoscute pentru functiile convexe obisnuite.
deadeniia R.P.R. — Filiala Cluj
Institutul de calcul
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HEKOTOPBIE CBOHUCTBA OBOBIIEHHBIX BbIITYKJIbIX DOYHKLHIT
(KpaTkoe cojepmanue)

HMsyualoTess HeKOTOpBle CBOHCTBA pasOHeHHsi WHTEPBaJa ONPee/eHHs
HekoTOpoli (yukumu f(x) BEIMyKJOH (BOrHyTO#) £ -ro TOpPsIAKA OTHOCH-

TeNbHO MHOMKecTBA I, — HMHTEPNOSTHBHOTO # -0 MOPSAKA B IOCHEeN0-
EATeJBbHOCTH NOAMHTEPBAJIOB, B KOTOPHIX [(¥) Obiia QyHKumed (#—£&)-ro
NopsiKa OTHOCHTE/NBHO HOoAMHOXecTBA F,_; MHoxectBa [, — HHTepHOs-

TopHOe (n—Fk)-ro npsigka. Hame uccieioBaHHe OCHOBLIBAETCS] HA BBEIEHHH
HOHSITUS TOUKH 7%-1'0 NOPSANKA OTHOCHTENbHO F, oTHocHTe bHO Gynkuun f(x).
B § 7 natorca nuddepennnanbible HepaBeHCTBA, XapaKTepUSYIONHe HeKOTO-
pEIi BaxKHLIT Knace (OYHKIMI # -TO MOpsKa.

PROPRIETES DES FONCTIONS CONVEXES GENERALISEES
(Résumé)

L'ensemble F, des fonctions continues dans [a, 6] est interpola-
toire d’ordre n si pour les points (1) et les nombres (2) arbitraires, il
y a dans F, une et une seule fonction ¢(x) qui remplit les conditions
(3). On donne des théorémes sur F,. On fait un étude des fonctions
convexes dont la deéfinition est donnée dans le § 2 (voir aussi [5]). 1l
s'agit des propriétés de l'intervalle de définition d’une fonction convexe.
Dans le § 7, on donne des inégalités differentielles qui caracterisent les
fonctions convexes,




