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In doua lucriri anterioare [1], [2] am introdus gi am tratat varietd-
tile n-dimensionale V, ale spatiilor separabile ale lui Hilbert.

In lucrarea prezentati studiem aceste varietifi ca spatii de distanti-

In luerarile [1], [2] am introdds curbele in V,, am stabilit pentru
ele notiunea de lungime de arc, mai departe notiunile de curbe geodezice
si de cele mai scurte ctirbe, conditiile existentei acestora si in aceasta pri-
vintd unele probleme ale geometriei intrinseci in aceste varietati.

Pe baza acestor delinitii gi teoreme, sintem in stare sa studiem varie-
tatile V, ca substratul unei geometrii de distanta.

Intr-o varietate data V,, fie {C,} mulfimea curbelor rectificabile.
Sa numim cd f{a, 5) multimea lungimelor acelor curbe din {C,} care trec
prin doua elemente fixate a si b in V/,. Infimul acestei multimi (de numere
reale) este o functionald a perechilor de elemente in 1/, ; notam infimul
acesta cu dy (a, b) si il numim ,,distanfa perechilor de elemente in varie-
tatea® V7, . .

Distanta astlel definita exista i in cazul cind nd exista o astfel de curba
prin elemente a §i b care realizeazd aceastd distanid; adicid dy, (a, b) este
determinatd pentru orice pereche de elemente ale varietatii V.

In baza proprietatilor tratate si demonstrate in [1] si [2] distanta
dy,(a, b) satisface toate conditiile cerute pentrd nofiunea de distanta
dintr-o geometrie de distanfa. Astfel distania dy (a, b) genercaza in T,
o geometrie de distant{i. Aceastd geometrie o numim geometria de dis-
tantd generalizatd in V.

In cazul cind pentrd orice pereche de elemente (a, b) € V, existi
o cirba, cea mai scurtd, care leagd aceste elemente — sad in general o mul-
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fime de curbe cele mai scurte, adicd afunci cind dv, (a, b) se realizeazi,
— In acest caz noi ndmim geometria de distanfd construiti prin aceste
curbe, geometria de distantd proprie in V,. Pentru construirea unei geome-
trii de distantid este fnca potrivit cazul, dacd Intre dous elemente oarecare
a, b€V, existd numai o singurd curbd realizatoare = distanfei fl;.;"(ca, h)
In acest caz in V, se Ppoate construi o geometrie de fip. A. 1D
Alexandrov. In [1] am demonstrat ci pentru fiecare n, existi varietiti
in spatiul Iui Hilbert in care curha realizatoare a distantei este unici.

In mulfimea M a curbelor rectificabile care trec prin elementele a si b
— ininteresul unui studid mai adinc al geometriei de distantd — intrody-

cem si notiunea de distantd intre dond curbe in M. Fie G, [;1“1‘(1’), B _:\'j{_(t)l
si Gllri”(t), o "}(;”("‘)] doud ctrbe care leagi elementele ¢ $i b, L€ fad,]l

(La parametrizarea curbelor putem folosi acelasi interval [¢,, {,], facind

eventuald transformare a parametrdlui). Distanta acestor curbe este

definitd — la o parametrizare dati - ca sup ||Gg(f) — Gy()]|. Supre-

' . PEHL, ] : ;

mul acestor distante pentru toate parametrizarile permise, este numit
distanta absolutd a curbelor.

Definim si distanta slabid sau e-distan{a fntre douii curbe care

leaga elementele a, b ¢ V. Distanta slabi va fi sup |G () — G daca

i 0 2
< . I LE [t ta) = .
pentrt parametrizare impunem conditia ca distanta in sensul normei a

doud elemente pe citrbele C,, respectiv €y care apartin la aceeasi valoare
a parametruldi 7, sa fie mai mici ca e,

Aceste curbe cu ,e-distantd’ determini in multimea curbelor care
leagd a si b anumite familii, fascicole de curhe,

Multimea M a curbelor care leagd a si b este numitd continui, daci
are proprietatea ci pentrtt un &> 0 oarecare se imparte in aceste fascicole
si pentru fiecare curbi in M existi — oricare ar fi e >0 — o multime de
curbe, cu e-distanta.

|
¥ In multimea M cu aceastd notiune de continditate, e-distanfa intre

doud curbe, este o functie continud de numirul e intr-o vecinitate a Tui 0
si lungimea de curh4, este o functie continui a distantei intre doui curbe.
| Astfel intr-o mulfime M continui, intotdeauna existd curbe, care realizeazi
ﬂ minimul, adici existd curbele cele mai scurte.
|
|

Astfel, daci V, are o astfel de structura incit mulfimea curbelor. care
leagi o oarecare pereche de puncte este totdeauna continui, atunci V, are
0 geometrie de distanti proprie.

In [2] am tratat mai multe V. speciale. In cazurile de acolo a si b,
cind functiile componente ale varietafilor respective sint forme algebrice
de grad egal sau de grad mdrginit, structura de mai sus — cum se demons-
treazd dsor — este intodeauna realizati si astfel, in aceste cazuri, existd
0 geometrie proprie de distantd in V.

Observatie. Geometria de distantd definitd mai inainte in Vs, — cum
se vede din cele anterioare — si geometria intrinsecs a varietdtii ¥, sint
in general diferite, Constructia unei geometrii intrinseci presupune exis-
tenfa si dnicitatea unei curbe, cea mai scurt intre doud elemente ; in schimb
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geometria de distanfa generalizata nu presupune nici una din aceste condifii.
Geometria de distantd proprie, cere existenta, dalr nu gi unicitatea curbelor
celor mai scurte. Geometria de distantd generahzgi-té eXISté_ ?_11 fIf!(,‘a]'C V"J
pentru existenta unei geometrii de dist.an’,cﬁ proprii eﬁte suficienta — dups}
cum am vazut mai inainte — continuitatea 1_'m11t11m1 de curbe care leagi
doua elemente, definite in sensul de mai inainte. ;

In geometria de distanti i]ltl'OdllS::i anterior, puten} defini p"enttﬁ trei
elemente si relatia ,,intre”’. Spunem ci elementu_ll ce .Ifh,, este ,,mtfe e.[e'
mentele ﬂ)ﬁi b, daca c este situat pe o curbd rectificabild care leagi a si b
‘;.l daCé dVﬂ(al C) +dV"(Cl b) == dl’,,('g‘J b)

Sa notam relatia ,,intre’’ cu a ¢*b, unde ¢* indicd faptul ci ¢ este ,,intre’’
a $i b. Aceastd relatie are proprietatea de simetrie a ¢* b — b ¢¥q.

; Dacd dy, (@, b) = dg(a, b) — unde dy(a, b) este dis?zinjca in H in sensul
normei, atunci varietatea 1/, o numim convexd in H giin acest caz V, este
total scufundatd in H in sensul geometriei de distanfa. Dacd relafia
dy, (@, b) = dy(a, b) este satisfacutd numai pen‘cr'u vﬂnumlt-e pefech] (l_e ele:
mente (a, b), atunci avem o scufundare parfiali a 1u1u If,, in A si daca
astfel de (a,b) nu existd, atunci IV, nu este scufundabild in sensul geome-
triei de distanta in H. .

Fie V¥ si V¥ doud varietati n-dimensionale intr-un spatiu H al
lui Hilbert. Numim 7 siV ff) izometrici, daca intre elementele lor chisté
0 relatie biunivocd, iar pentru orice pereche de elemente ‘Corespunv_zatoafc
(a,b) si (a, b) avem indeplinita egalitatea d;, )(a, b) =dy m(a’,b’). Daca relajm?
aceasta este valabild numai pentru anumite perechi de elemente, atunci
izometria este parfiali si in acest caz mulfimea acestor (a, b), respectly
(@', &) formeazd in (V) x V), respectivin (V¥ x V%), multimea de defini-
tie a izometriei.

In acest caz cind in V", respectiv in V @ componentele de functii ale
elementelor satisfac conditia lui Lipschitz

A7 (%o, - ) — 1 (@ + Ay, o D) | < K AR, A,

(! =1,2, ...;s=1,2), atunci si seriile X K (s = 1,2) sint convergente.
tl =
Daci K = K, si K, = K, atunci V¥ si V@ sint izometrice.
i

In adevir, conform definifiei lungimii de arc date in [1], elementul
de arc generalizat este de forma

I 2{fe (0 %ay -y ) —fi (0 + Ay, -, 20+ A )|
$1 din aceasta, pe baza egalititii (*), urmeazi identitatea celor dousi elemente
de arc din VI respectiv. V%, adici izometria acestor varietafi. Astfel

am gasit pentrd o clasd importanti a varietitilor, o conditie suficientd a
izomorfiei,
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1-MEPHBIE MHOTOOBPA3HUSI B ['MJIbBEPTOBBIX [TPOCTPAHCTBAX
B3SITLIX B KAUECTBE IIPOCTPAHCTE PACCTOSIHHS

KPATKOE COOEP}KAHUE

B muoroobpasuu V, B A [1], [2] onperensercs paccrostane  d, (a, b)
9JIEMEHTOB a, b ¢ T, Kak HE(DUMYM [JIHH I(a, b) cnpamasembix KpiBLIX u3 V,,
COCAUHSIOMMX SAEMENTH! @ 1 b. dy,(a, b) onpenensier B 1V, IeOMeTpHIo pac-
CTOSIHHSI W HasbiBaeM eé 0000IeHHOk reoMeTpHedl paccrosgHuss B V.
B Tom ciyuae, xorma onpemesennnoe Taxy 06pasoM paccrosiHHe ocy-
LLECTBIISICTCS ClIPAMIISIEMBIMU KPHBLIMH BV, HIH B [OAMHOMKECTES V. To ro-
BOPHM 0 COOCTBEHHOH TeOMETPHH PaCCTOAHHS B V. wuni B coorBectyio-
wmem noamuoxkectee 1V,. Eciay ocymecrsasiomnias KPHBAs SIBJACTCH CiHH-
CTBEHHOH B V,,, TO MOMKHO mocTpouts reomerpuio tuna A. JI. Anekcammpora.

Oupenensis oo paccrosiHue Bo MHOMKECTBE KPHBBIX, CBA3EIBAKOLIHX 3Je-
MEHTBHL @, b 1 ojHOBpemMenHo ciaaboe PAaccTosinue, BBOAUM MOHSTHE O Hempe-
PRIBHOCTH BO MHOXKECTBE 9THX KPHBBIX C €-DACCTOSHHEM.

TEOPEMA 1. Eecaw \V, umeer rakyio CTPYKTYPY, 4TO MHONCECTBO KPUBLLX
COASLIBAIOWUX  HEeKOTOPYIO napy Touex NBAAeTCs Henpepoisrvim, 10 V,
umeer COGCTEEHHYID 2eOMETPUIO PAcCTOsHUL. B caywasx a) w b) 8 [2]
CYUecTeyer cOOCTBeHNAA 2e0METPUA PACCTOSHU,

l'eomerpusi paccrosiiug u IIpHCYIIas reoMeTpus MHorooGpasus V,
BOOOLIE pas/IHuHEL

Muoroo6pasne V, sisnsercs BLIIYKJOH (COOTBETCTBEHHO, YACTHYHO-BbI-
NyRraoit) ecau dy (a, b) = dy(a, b) B V, (e B wactu V).

1) @
IBa mHoroo6pasus V' u i H30METPUYHBl €C/AH MEeXAY HHMHU
CYIIECTBYET TaKOe B3aHMHO-OTHO3HAYHOE COOTHOLIEHHE, YTO BCE BHILIEONpE-
ACNEHHBIE DACCTOAHHS HASHTHYHBl JJIST BCEX nap COOTBETCTBYIOIINX 3JIEMCH-
108 (@, b) u (), b).
1 2 ¥
TEOPEMA 2. Ecau & V' coorsercreerno g V ® Kosmnonentol Dynryu
SAEMEHTO8 YOOBACTBOPAIOT YCAOBLIO JAunwuya ¢ xoneranranu K", coorser-
(2) (1 2
creenno K;', u ¥ K ) coorgercreenno % K\ crpemares i« K, coorser-
1 2
créento K Ky u Ky =K, ro V" y 7% UBOMETPUYHDL.

LES VARIETES 7-DIMENSIONNELLES DANS LES ESPACES
HILBERTIENS CONSIDERTS COMMES DES ESPACES
DE DISTANCE

RESUMY

Dans une variété V, dans H [1], [2], on définit la distance dy (a, b)
des éléments a, be ¥V, comme linfimum des longuers I(a, b) des courbes
rectifiables de ¥V, qui joignent les éléments a et b, dy.(a, b) détermine dans

V, une géométrie de distance que nous appelons géeométrie de distance
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généralisée dans V,. Au cas oil la distance définie de cette manidre est
réalisée par des courbes rectifiables dans V/, ou dans un sous-ensemble
de V,, alors on patle d'une géométrie de distance propre dans V, ou dans
le sous-ensemble respectif de V,. Si la courbe réalisatrice est unique dans
V,, on peut construire une géométrie du ty pe A. D. Alexandrov.

En déterminant une distance dans I’ensemble des courbes qui relient
les éléments a, b et aussi la distance faible, on introduit la notion de conti-
nuité dans l'ensemble de ces courbes a e-distance,

THEOREME 1. Si V, a une structure telle que Uensemble des courbes
qui velient une paive de points quelcongue est comtinu, alors V. a une géo-
mélrie de distance propre. Dans les cas a) et b) de [2], il existe une géomélrie
de distance propre.

La géométrie de distance et la géométrie intrinséque d’une variété
V, sont généralement différentes.

La variété V, est convexe (respectivement partiellement convexe)
si dy (s,0) = dy(a, b) dans V,, (ot dans une partie de V,,).

Deux variétés T/,(,” et T/ff’ sont isométriques s’il existe entre elleg
une relation biuniveque telle que les distances définies ci-dessus
soient identiques pour toutes les paires d’éléments correspondants (a, b)
et (a'y b').

THEOREME 2. Si dans VV respectivement dans V2 les fonctions com-
posanies des éléments satisfont a la condition de Lipschitz aux constantes
KM respectivement KO ot 3 KW respectivement T K® tendent vers K | res-
pectivement K, et K, = K,, alors If’,(l,l Vet VP somt 1s0mélriques.
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