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GENERALIZAREA ECUATIEI FUNCTIONALE
A BISIMETRIEI"

DE

M., CHERMANESCU
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Comunicave prezentatd la Colocviul de analizd aumericé din 8 —13 decembrie 1960, Clug

I

1. Problema caracterizirii functionale a bisimetriei, a asociativitatii,
a semisimetriei si a transitivitdfii a ltat un avint deosebit in ultimii ani,
datoritd mai ales cercetdrilor lui J. Aczél, M. Hossztisi . Radé,
din cauza aplicatiilor in nomografie.

Astfel, pentru a nu cita momentan decit bisimetria, ecuatia functionald
ce o caracterizeaza ‘

TS, %), (3, 0)] = fUflw, 3), flx, o)] (1)

- a fost integratd de J. Aczél [2], apoide F. Radé [10], care au dat

multimea solutiilor continue $i strict monotone
f(X, Y)=HaH(X) + bH(Y) + ¢], (2)

unde a, b, ¢, sint constante arbitrare, iar H o functie arbitrard, continui

si strict monotona.
Tcuatia (1) a fost generalizatd de M. Hossza [+], sub forma

Tlglu, %), by, v)] = o[, y), ulx, v)], (3)

care a gisit multimea solutiilor

X, Y) = H'[Fy(X) + G(Y)],
glX, ¥} = Flﬂ“[Fz(X) + Go(Y)],
WX, Y) = Gy '[Fy(X) + Go(Y)], (4)
o(X, Y) = H '[Fy(X) + Gy(Y)],
MX, Y) = Fi'[Fo(X) + Fy(Y)],
p(X, Y) = Gi'[Gy(X) + G5(Y)],

#) Aceastd lucrare se publicd §i in limba francezd in revista ,,Mathematica‘‘, vol,
3 (26), 1961.

5 — Studii si cercetiri de malematicii nr. 1/1961.
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in 11.)9tiza particulard a derivabilititii si a monotoniei stricte. in ipoteza
11:11 C‘ale‘ 1111§‘p111C ¥, G, H, 9, A p sint arbitrare, continte si strict mono-
one, reztltatul precedent a fost regéisit de . Rad ¢ [TO])

" Iiu prima parte a acestei comuniciri ardtim ci asociativitatea, asocia-
1 itatea geneml:&zam, semasvmetyia, tranzitivitatea, tranzitivitatea generalizald
sint forme particulare ale bisimetrier generalitate. :

T Ilu partea doua, extindem rezultatele din prima parte la ecuatii func-
fonale satisticute de funcfii cu mai mult decit doud argumente,

2. Asociativitatea, Ecuatia functionala

TLf(%, 9), 2] = fl%, f(y, )], (5)

considerati pentru prima oard de Abel [1], a fost reluatd succesiv de

J. Aczél, [2], I, E. J. Brouwer [3], precum gi de F. Radé

,7 3 1 1 ](){,e & d 7 <l
IU 1 Vi C ce 11 argi, o t 11 1 e 111 1] tll ea 53011.1 tll]D]
(.Olltlllu.e _,')1 thIICt 1110110t011e

JX,Y) = H'[H(X) + H(Y)], (6)
cu H contindd si strict monotond arbitrara. »
K. ? ad 6 a considerat apoi ecuatia functionald mai generald [10],
1g(x, 9), 21= o[, uly, 2)], (7)
pentru care a dat multimea solutfiilor continue si strict monotone
fX, Y) = Hy' [H,(X) + Gy(Y)],
o(X, Y) = Hy' [F1(X) + Hy(Y)],
g(X, Y) = Hi'[Fy(X) + Gy(Y)],
(X, Y) = Hy' [G1(X) + Gy(Y)].

;}:acrz;re Fy, Gy, Gy, Hy, H,, H, sint functii continue si strict monotone arbi-
Srp B wik g L
~ Vom aridta ci atit asociativitatea cit si asociativitatea generalizatd
sint cazuri particulare ale bisimetriei generalizate.
In adevir, dacd in formulele (4) ludm

Fy=0,G=6G,, F,=F,

®)

acestea devin:

f(X: Y) — Hﬁ! [FI(X) s Gl(Y)] )
o(X, Y) = H'[Fy(X) + Gy(Y)],
8(X, Y) = Fy' [Fy(X) + Go(Y)],
p(X, ¥) = Gy [Go(X) + Gy(Y)],
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care coincid cu (8), in afara notafiilor. Acestea la rindul lor, se reduc la (6),
daci laum toate functiile F;, G;, H; egale cu H.

Accentium ci aceasti observafie prin care am incadrat mulfimea
sistemelor de solufii ale ecuatiei asociativitifii generalizate, in cea a bisi-
metriei generalizate, se bazeazi pe cunoagterea mulfimii solutiilor acestor
ccuatii. Acest lucrd nu poate fi observat direct pe ecuatii, cdci particula-
rizdrile ficute corespund la % (y, v) = v si A (x,%) = u, prin care ecuatia
(3) trece formal in ecdafia (7), dar despre mulfimea solufiilor continue
si strict monotone ale ecuatfiei (7) nu putem afirma nimic, caci functiile
b (y,w) = vsi A (u,y) = wne fiind strict monotone, acestea nu sint cuprinse
in multimea solutiilor continue sistrict monotone ale ecuatiei (3).

3. Pseudosimetria. F. Rado a rezolvat ecuatia functionald

fUftw, 2), 9] = flflw, y), 2], )

consideratd anterior de A. Schweitzer [11]siapoide M. Hosszt
[9], obtinind mul{imea solutiilor continue si strict monotone ale acesteia,
sub forma :

fIX,Y)=H'[HEZX) + 6(Y)]. (10)

in care H si G sint functii continue si strict monotone. F. R a d 6 denumegte
semisimelrie proprietatea caracterizatd prin ecuatia functionald (9).

Pentrd motive ce le vom arita mai departe, vom utiliza calificativul
de pseudosimetrie, in loc de semisimetrie.

Pe ecuatia functionald (1), nu se citeste cd pseodosimetria este un caz
particular al bisimetriei. Este insd vizibil cd formal (9) este un caz par-
ticular al ecuatiei functionale (3); particularizarea necesard A(y, v) =y,
u(x,v) =%, f=g=¢=> cere:

H=F,=F,=F,;, G=G,=6G=F,, ;=0 (11)

Tinind seama de (11), sistemul de funclie (4) trece intr-adevir
in (9) si astfel pseodosimetria este un caz particular al bisimetriei

generalizate.

------

TUf(% 2), fly,2)] =1(%9) (12)

a fost studiatd’ pentrd prima oari de A. R. Schweitzer, in ipoteza
derivabilitatii, [11], apoi de M. Hosszt [9], in ipoteza mai generald
a continuitdtii si a monotoniei stricte, dind mulfimea solutiilor

)

fX, ¥) = F'[F(X) — F(Y)]. (13)

unde F este o functie arbitrard, continda gi strict monotond.
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M. Hossz4 a datin acee

asi lucrare si ecdatia functionald a franzi-
LIVl peneralizate

flg(x, 2), h(y, z] = (¥, ¥) (14)
cu mulfimea solutiilor
J&X, Y) =017 [Fl(‘ ) —Gy(Y)],
?(X, ¥) = H™' [Fy(X) — Gy(v)],

1h
g(X, Y —F,‘u G

)
HX, V] =96 G

unde H, F, G; sint functii arbitrare, continue si striet monotone,
In ccuatia functionala (3), si permutim  cy %, apoi sa facem v=u=z ;

obtinem
He(x 2), My, 2)]=o[Mx,5), u(z 2)]. (16)
Cu ajutorul formelor (4-), obtinem
Ilex, 2), by, 2)]= Fy (%) 4+ Go(2) + Fy(y) + Gy(2)] (17)
eI (0Y). vz 2)]=H" [Fy(x) +Fy(y) + Gy(2) -+ Gy()] (18)
Pentru ca ecuatia functionald ( 6) sa concidi cu (14), trebuie mai
intli ca G; = — Gy, apoi Fy = F,, Fy =G,, cu care formulele (4) devin
J(X,Y) = H'[Fy(X) + G,(V)]
CP(X,Y): l 2(X) + Fy(Y)]
. (19)
(X, Y) = Fi ' [Fy(X) — Gy(Y)],
WX, Y) = G [Fy(X) 4 G4(Y)]
care u»lI cid cu (15), in afara nota bidicr,
wpmi'zteq enuntatd ebte Lomplcl demonstrati.
0
In cele ce urmeazi consideram ecuatia cu 2 # variabile Ky vy By S
l:'"tll ) t"ﬂl
Sl iy < litg L Ry - 7 S Bpy Uy ooy Uy_q), ... ] =
= glghsy s, Uy W2} <o Sl 30000, Uy, B 1o iy o ooy Wyyq), ... ], (20)

In care tunctiile f, f;, g, & 1=1,"..., n stit continie si strict monotone.

M. GHERMANESCU +
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Vom arita ci

O multime de solutii continue §i strict monolone ale ecuatiei Junctionale
(20) este datd de

-+ Fu(X)],
e
-+ X)),
-+ gi(X,)],

in care functiile F, F;, G, [i sint arbitrare, iar functiile g sint de asemenca
arbitrare, satisficind insd velatiilor

g = f,

unde F() st Gy(t) au expresiile (25). Toate functiile considerate sint con-
linue si strict monotone. :

Vom céuta o solutie de forma

(21)

Gilt) = Fi(t), (22)

ﬂ&wwm=FWW)+ Lt Fy(X,)1,
g(Xy, ..., Xy) = X+ ... 4 G,(X)], s
JilXy, -0, X)) = 07 [fn( e ok T
8l Xy, -, X)) = il [Xy) + ... 4 X)),
in care functiile f, g, F, G, F;, G;, 7 & N pe sint continue si strict mono-
toneDedueem
ﬂpuwm=demHﬂu+ﬂWFﬂH@ﬂMm+u-fm
881 -0 Bn) = G Ga(gy) + .. + Gulga)] = GGl + ... + &),
Daca ludm N = F;, u; = G;; rezulti
Folws) + o) + .. + fiw) + fllxy) +
Hfules) + fa_s(d) + - S + F0) + Fi) +
A vk, )F‘4+m%ﬁ+n~uhwa+mm+

+ fioa(tng) + frlug_y) +

+ fal%a) + fazgloy) + . .. + Filtra_y),
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g,[,,(‘z‘.{-z) i g}x-—1(“3) + o4 g;(u,,) -+ gf(:'u‘z) =l g:zl(us) 1=
+ g;:,fl(”rl) _l“ LA ’{_ g\:f(“n) + gi(xu,) + gf(%)*l‘

g8y -, 8u) =G = g::(uk-l—l) e éA+1(”n) (:"k 41
+gioalm) + -+ gilwy) +

+ gul1) + gh_y(uy) + ... + £i(thn_y).

Fedatia functionali (20) trebuind si fie satisficuts pentru orice x; si
orice u;, s ﬂILicllll =10, k=1, " %=07=1, k—1, k1 i
ectatia (20) se redtce la o 1(1911‘[1‘[:11,0 de forma ,

quw+ﬁW”:GAWW+ﬁjmﬂ

i care ag, b, sint constante,
Putem inlocui

k i - o
Saw) + @y = Fi(w),  gizi(u) + b = gh=iw),
ceea ce revine la a

] presupune a, = b, =0, astfel cf ' ent
e w= Uy , astfel cd ecuatia precedenti

F ()] = G2 [gh=dw)],
-din care deducem, mirind pe & cu o unitate
& R~
&) = GFfEW], k=1,... (24)

I care convenim a inloeui indicii w1 prin 1,
Dacid notim

Jf:k(ﬂn’;} fu—)“ (H:’\)_;_fuf.u j(""k) ’f’fn (""".'.') +ff+l(ﬂ ) +f11— ( ))
Galttr) =g raltr) ﬁ-gﬁ‘mm(”k) =} -ﬁLgﬁ_l(fﬁfc) —i—gf“(m)Jr- (|
atunci ecuafia functionalid (20) devine

F[f1(w) + ... ) + Fy () + ... 4 Foyfu,)]=

=G"gi(x,) + ... gimila) + &) + Gyfur) + ... + Gyfu)].  (26)

Dacd luam x, =0, = i, U ]
2 v = N, U; = 0, =  B— v
ecuatia precedenti (94 ) se IEdUCC la : ’ amehic

F= [e, + Fk(”k)] = G1 [dp + ék(‘“k)]

in care ¢, si d, sint constante. Inglobmdu le In functiile F G aceasta
revine la a lua cx = dp = 0, astfel cj ecuatfia precedents devme

Gy(iy) = GF— Ulum)], k=1,

(25)

i) ”)

. (27)

6
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Abstractie fdcind de functia operator H=GF-~ ~1, in cele 2n ecuatii
(22) si (2b) figureazd 2pu? fuuctu Jisigh Rezultd ci It 2n(n—1) dintre

.aceste functii le vom lua in mod ar b;tml iar celelalte 2% vor fi exprimate

cu ajutorul celorlalte, liniar, dupd (23). Deoarece functiile g#(u) sint deja

exprimate cu ajdtorul functiilor fi+!(u), vom considera functiile 75 ca
arbitrare, iar cu cele n relafii (25) vom exprima » functii gi(u) cu ajutorul
functiilor f i al celorlalte functii g.

Inlocdind functiile g si G date de (24) si (27), In (26), pe care o scriem
sub forma

5@94—-~-F£Mh)+f;Wﬂﬁ"~'4*aﬁ%):
=GF1[fi(x) + ... + fulm) + Faluy) + ... + Fulua)],

se obtine

lwlmMJFLH1W%M“W1hﬂ%IFWHJ

| k=1

care aratd ci H = GF~' este operatie liniard, H(u + v) = H(u) -} H(v),
deci H(u) = au, a fiind o constanti pe care o putem lua egali cu unitatea
a=1, astfel ci G—F si in aceste conditii obtinem proprietatea enuntata.

Credem ci alte solutii continte si strict monotone nu mai sint, dar
aceasta va trebui si fie demonstrat.

6. Alte generaliziiri.ale eciatieifunctionale (3).
Ecuatia functionald (3) a fost generalizata prin (20), pornind de la observa-
tia ca, in (3), variabilele # gi v ramin pe locurile lor, iar variabilele x si y
stferd o permutare circulara de la membrdl unu la membrul doi.

Este clar cd ecuatia (3) se mai poate generaliza si in alte moduri. Nu
vom face aceasta aici; alte cercetdri vor semnala asemenea generaliziri.
Ne vom margini numai la a indica o singurd generalizare, pastrind obser-
vafia de mai sus a permutarii circulare a variabilelor ¥ gi , dar comple-
tind-o prin aceea cd x este prima, iar y este ultima dintre acestea : in
acest caz, putem da ecuatia functionala

f[fl('w&! ey Uy, xl)’ s »ﬁf(’l-ﬂk+1: e oy My, '1“6‘& 7[11 alce &y ‘”k—])’ e ] =
=8l81(%as « o vs Uy Bu)s < ooy B Whgpns oo s Wy Bugpns By oo v Uip_g)y « o0 ], (27')

Este evident ci, aici, pentru a trece de la primul la al doilea membru
al ecuafiei funcfionale (27), variabilele (x4, ..., #,) au efectuat =» —1
permutari circulare, celelalte rdminind pe locurile initiale

7. Generalizarea pseudosimetriei, a asociativi-
tdtii g1 a tranzitivitdtii Acestea se pot obtine tn mai multe
moduri, din care vom indica numai unele exemple.

Abtfel in ecuatia functionali (9) a pqeudommetnel sau in ecuatia
(11) a pseud051metr1e1 generalizate, observam cd unul din argumente, /,
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din membrul unu gi unul din argumente, @, din membrul doi al ecuatiei

(3), s-au contractat, reducindu-se la o singura variahild. Aceasti obser-
vafie apliccatd ecuafiei functionale (20) duce la

T s famts %)
Mulfimea solutiilor acestei ecuatii se obfine deci din (21), contractind
pe f, si pe 2,. deci Tuind

W n . " . " ,
=0, k=2 ...,8 [ =z, g =0 =1, .., — 55t B

2 b

Generalizarea se poate obfine, contractind un numir P de functii
Ji st gi; obfinem ecuatia functionali
HLas < o0 fop Hn—pi1r ~ oo Xn) = L8y, . o Xy %) (2¢)
a carei mulfime de solufii se obfine din (21) comprimind ultimele fractii
Ji $i ultimele functii g;.

Vom spune cd ecuatia functionald (29) caracterizeazi pseudosimelria
generalizatd de ordinul p. Se intelege acum de ce am inlocuit denumirea
de semisimetrie prin aceea de pseudosimetrie : prima  denunire nu ar i
avut sens in cazul general de mai sus.

Analog se pot generaliza ecuatiile functionale ale asociativitifii de
n variabile.

L) gufjn 3‘5:;_11-5-2: =3P,

8. Hste interesant de legat studiul ecuatiei functionale (20) de alte
consideratii, care propunem si fie adincite.
5S4 notdm primul membru al acestei ecuatii prin
W(xy, ..., %,; w), iar pe al doilea prin O (%3, ..., X, ¥y; u); ecuatia devine
Wy, oo tpw) = Dlxy, ..., %, Xy} %;). (30)
Permutind succesiv circular variabilele Xy, oo, ¥y, Se obfin relatiile
Wiwg, - . oy %, %y5 %) = Oy, ..
i T ) = Dixs
Adunind aceste » relatii si notind
Ry s X ) = Play, Xy 4) — D(x,, ..
se obtine
Uy, o)+ Ulxg, . .., %, % uw) -+ ...+ Ulx,, A

care este un caz particular de ecuatii functionale cu argument functional
n-periodic, de care ne-am ocupat in lucriri anterioare, 4 — 8]. Aici, trans-
formarea M — 0(M) este constituitd de trecerea de la punctul M(x,, ..., x,)
la punctul M,(x,, ..., x,, %,), obtinut prin permutarea circulari a coot-
donatelor x;. Se regiseste punctul M dupi # permutiri,

In conformitate cu rezultatele noastre anterioare, multimea solutiilor
continue ale ecuafiei functionale (32) este dati de

U(le 5 & A0y 7‘7:;; M) = A(xJ_J mIHIES By xii; ”) T A(Ig, -

in care A este o functie continui arbitrara.

<o X, xl! "\:2; %),

o sl

e A (31)

v Xy ) =0, (32)

> Xus 5‘:1; “’); (33)

= g(g]_; AU gﬂ;l: :Cl)' (28)
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Relatia (31) devine, cu (33)
Py oo B 88) — Oy, ooy %) 0) =AW, o %, 2y 8) —A(y, o2 )
sau inca, finind seama de (30),
D%, e e A e ) =T, ¢ e 2, x_i;n)—fl (Bgy « o2y Xi; )
sau inca, notind ® — 4 = C,
Giley) e ra) — 0, 0 1

care aratd cd functia C rdmine invarianti printr-o permutare circulari a
variabilelor x;. In baza unui alt rezultat anterior al nostru, avem

ClEy, cove, Ba i) = B iy Tnidt) S Blen - oS, S0 ) L
= B, X, <n o0 Fns 1),
in care B este o functie continud arbitrard. Vom avea deci
J g ) FB(xy ., A u) L
) (34)

.,JS”;'H)—I—...—’—

e )

DX i X ) = A (%5 50
_g_]))(-"ih -‘-’]n ey V}l-—l ;
s He Xy ) =By,

e e

Wibgs - -5 By i) = A5 2+
L Bl#, %y o,

Aceste consideratii pot fi utilizate pentru integrarea ecuatiei functio-
nale (20) si a celor inrudite, in care intervine permutarea circulari a varia-
bilelor. Pentru acesta, se va observa cd dacd @ este o solutie a ecuatiet

(20), orice functie de @ este o altid solutie etc.

OBOBIIEHHWE @OYHKIIMOHAJBHOIO YPABHEHMA
OIBYCHUMMETPHUHM -

KPATKOE COJIEPMAHHE

B neppofi wactu Tpyxa nokassiBaercd, kakme obocoOgeHus I'ICUO(}XO,LLUI\'IO
clelarb A8 Toro, 4ToOnl (PyHKIHOHANbHOE YpaBHeHHe 000ONICHHOH JIBYCHM -
METPHH MEPelLIo B (PYUKIHOHAJbHLIC YPABHEHHS upoc.Tclﬁ 1 060OMIEHHO
4CCOLUHATHBHOCTH, TICEBLOCHMMETPHH, IPOCTOil u 0606MeHHol Tpal3uT iBHOCTH.
[Ipy momomn 3THX 0GOCOGIEHHI MHOMKECTBO HEMPEPBIBHBIX H CTPOTO MOHO-
- TOHHLIX peIeHu ypaBHEHu# 000OIIeHHOI ABYCHMMETDHH MEPEeXOHT BO
H MHOXXCCTBO HENPEPBIBHBIX U CTPOTO MOHOTOHHLIX PEIICHHH COOTBETCTRBYIOIINX

ypasHenuii. stor (paxkT He ABAACTCS OUEBHIHBIM M OCHOBHIBAETCA HA 3HA-
HHe pelleHdi, Tak Kak cAeIaHHbMI 000COOJAEHHSIMH HeKOTOphle (YHKIHH
f(x, y) pemenus craHoBsiTcsi f(X, y) = X, KOTOpasi mepecTaer OBITH CTPOTO

MOHOTOHHOH,
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Bo Bropoit wactu Tpyma naercs aas dyuxumonasblioro ypasmenus
(20) MHOXECTBO HENPEPHIBHBIX H CTPOrO MOHOTOLHBIX peruennii (opmynamu
(21), rae  I7, Iy, Gy, fi cyTb nponssosibHEe yuKigy, 4 g% YHOBICTBOPAET

cooTHOWwICHUAN  gi(f) = [iA(1) ; G(1) = F,(t) tme F,(t), G,({) umetor Bhipa-

wenns (25). Bee atu yukun uaBasiores HEIPEPLIBHBIMY i CTPOTO MOHO-
TOHIBIMH, ’

Hatorest n apyrue npuemer oGoGuienus (hyHKIHOHAMBHOTO ypaBHEHHS
ABYCHMMETPUH, MOTOM BBOANTCS TIOHATHE 06 0606LICHHOM MNCEBAOCHMMETPHE
NOPANKA p, MOMYYENHOH MyTeM COKPAIIEHHEM p (byHrOHi f; wop  pyHRIUE
g; B ypasueruu (21), craHOBIOWUXCS (YHKUHSIMH OO HePEMEHHOI.

LA GENERALISATION DE L'EQUATION FONCIIONNELLE DE
LA BISSYMETRIE

Dans la premiere partie du travail, on montre quelles particularisa-
tions doivent étre faites pour que ’équation fonctionnelle de la bissymétrie
généralisée se transforme respectivement en les équations fonctionelles
de I'associativité simple et généralisée, de la pseudo-symétrie, de la transi-
tivité simple et généralisée. Par ces particularisations, ’ensemble des
solutions continues et strictement monotones de I’équation de la bissymé-
trie généralisée se transforme en l'ensemble des solutions continues et
strictement monotones des équations respectives, Ce fait n’est pas évident
et se base sur la connaissance des solutions car par les particularisations
faites certaines fonctions f(x, ¥) de la solution deviennent il )= i
cesse d’étre strictement momnotone.

Dans la deuxiéme partie du travail, on donne pour I’équation foucti-
ontnelle (20) un ensemble de solutions continues et strictement monotones
a I'aide des formules (21), ot F, I¥;, G;, fi sont des fonctions arbitraires, et
G satisfont aux relations gi({) = [iti(t); G, =F,(t), ott F,(t), G,({) ont les
expressions (25). Toutes ces fonctions sont continues eof strictement
monotones,

On indique aussi d’autres modes de généralisation de I’équation fone-
tionnelle de 1a bissymétrie, puis on introduit la notion de pseudo-symétrie
généralisée d’ordre p, obtenue par la contraction de ¢ fonctions f; et de p
fonctions g; dans I’équation (21), lesquelles deviennent des fonctions d’une
seule variable,
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