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O METODA DE INTEGRARE NUMERICA A ECUATIEI
Uy =F(x,y,w, 75: g)

DE

. SCHECHTER
*(Cluj)

1. Diverse probleme-de interes practic si teoretic duc la integrarea
unei ecuafii cu derivate parfiale de forma : :

Uyy = F(%,9,%, D, q), ’ (1)

cu diferite condifii suplimentare. Dacd in cazul ecuafiei liniare exista
un numir relativ mare de metode de integrare numerica, destul de bine
studiate, pentru cazul neliniar studiul integrarii numerice a inceput recent.
Amintim in acest sens lucrarile [3, 4]. In [4] I. M. Tariseva di
o metodd pentru rezolvarea numericd a problemei lui Goursat, relativ la
ecuatia (1), cind F nu depinde de p si ¢, analoaga cunoscutei metode a lui
Adams. La fel cain cazul ecuatiilor diferentiale ordinare, este nevoie si
aici de valori de pornire, adica de valori gata calculate pe anumite noduri
de integrare. In lucrare nu este indicatd insd nici o modalitate de calcul
al acestor wvalori.

Amintim pe de alti parte ci R. Courant a aritat ca un sistem
de ecuatii cvasiliniare de ordinul intii de tip hiperholic este echivalent
ou un sistem de ordinul doi de forma (1), [1]. Cu integrarea numericd a
ecuatiilor cu derivate parfiale de ordinul intli s-au ocupat mai mulfi autori.
in 1957 Panov [2] a dat metode care ar putea avea o convergenta de
un ordin superior, fird ca s demonstreze insd acest lueru.
in cele ce urmeazi vom da o metodd de integrare numerici pentru
ecuatia (1), avind ordinul de convergentd O(/?), si In care se.cere cun ag-
terea numai a datelor inifiale. Aceste proprietafiindreptitesc atit folosirea
ei pentru calcularea valorilor de pornire ale altor metode, cum ar fi cea
dati de Tariseva, cit si aplicarea ei independentd. In plus, ea are avantajul
ci pasul de integrare nu trebuie mentinut constant, ci poate fi adaptat
la caracterul problemei studiate.

in prezentul articol ne vom ocupa numai de problema lui Cauchy
cu datele initiale pe dreapta y = — #.

=
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2. 54 considerdim deci ecuafia (1) cu conditiile initiale :

(x5 —x) = (%), plr, —2) =p,(x), glr—1x) =q,(x). (2).

date pe segmentul AC (fig. 1) si s presupunem of aceasta problema are
o solutie unici pe domeninl A4 BC.
Reteaua de noduri o construim astfe] : impartim segmentul AB in n
parfi egale prin punctele Pjy 5 iar prin aceste puncte cit si prin mijloacele
segmentelor P, P;,q,, si
ducem vparalele la BC.
Aceste paralele determini
" pe ipotenuza AC, 2n 41
puncte Py, pe care le
numerotim de la A inspre
C. Nodurile de integrare
vor fi tocmai punctele de
intersectie ale familiei de
verticale prin Py, cu orizon-
talele prin Py,,(1=0, 1,.., ),
impreund cu punctele de
intersectie ale celorlalte
x Verticale cu orizontalele
Priﬂ P02i+1 (’.': = 0,1, o
#—1.). Observim ci ace-
ste noduri sint situate pe
paralele la AC prin punc-
tele de diviziune ale cate-
tei AB. Notind deci coor-

@ donatele unui nod oarecare

Pig. 1 Py cu (x4, vii), putem serie
relatia :
Nin + Vir = th (b= 2ipq, — Yip ).

Dacd in ecuatia cu derivate parfiale facem schimbarea :
u(, y) = ux,y) — g, ), (3)
unde :
8% 9) = uy(%) + (x+3) g,(v)

conditiile (2) devin omogene, iar ecuafia cu derivate partiale isi pastreaza
forma :

Uay = ey — 8oy = F(%,9, % + g% B + 2 7+85) — g%,
sau

Uy =Ly(%y, u, 5:9)-
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| i iei iei triunghiul
1 tem calcula valorile solufiei ecuatiei (1) pe tri _
situaltnfag(ilnr{::rsi):tapll;i ¥+y=1h, luind ca gi valori initiale valorile lui 2, p si
g de pe aceasta dreapta :
il _ J
w(x, th—x) = wi(x) ; p(¥,h—x) = b (%) ; q (% ih—x)=y¢; (2). (4)

Tacind acum transformarea : Y ﬁ 5 "

u(v, ) = u(x, y) — g'(x, %) ‘ 1
in care | q
! E
|
1

§(x,9) = 16(0) + (v + v — ih) () :
vom ajunge din nou la coundifii inifiale omo- |
gene si la o ecuatie de forma : o P -X

v, Uy Dy q) 5 ig. 2
Uy = Fi(,’\:,y, U, p, (]) (,_)) Rig

: iders B hi fig. 2) cu ipot lreapta y=1h—x. Inte-
Sa consideram triunghiul A (fig. 2) cu ipotenuza pe ¢ = At
gs:ilfd ambii membri gu ecuatiei (5) pe A si tinind seama de conditiile initiale
nule, gisim :

u(F) = ule, ih — d) = ({ Fi(x, 3.7, $,9) dedy -+ (e, ih — d) =

A
= gi(e, ih — d) -+ (@ y)ddy + ({ gi()dxdy, (©)
A A
?1 illtegriﬂd 0 Singu]_ﬁ datd : ih—d
ple, ih — d) = pile) _|_S(IJ(€, y)dy (7)
ih—e
! T
gle, il — d) = qi(d) + S O(x,1h — d)dx, - (3)

d
in care am notat :

D(x, y) = F(x, 5, w(x,y), p(x, ), ¢(* ¥)).
Aceasta functie o vom considera de suficient de ori derivahbild, in cele ce

urmeaza.

e . A
3. Vom da acum o metodd de integrare numerica de tip ,,pas cl:u lljabz'“{
adica in care valorile lui u, p, g de pe un nod al_ linjei z—‘ké se)zc ca jltlvz?n(‘
numai cu ajutorul valorilor gisite deja de pe linia precedentd. :
i h? . :
W( Piy1,5-1) = Six + e [D(Nigs1, Vingr) + 2P (x5, vir) +

1 1 1
+ 2F (%, Yiw—1r Liws Man, Naw) +F (Xin g1, Yiner, Lieg Min, Nap)] + R (9)
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t = b alabilit BEg) g
D(Pit1, 5-1) = Pi(Xipss) + = r(p( Yivrr Yinst) - 4 F(xirn, vin L3, ]Wm, 2y 4 %?11d(eél)mrl:i]rﬁ? Caﬁmlun valahilitatea formulelor (b) (10), (11).
B ' Yihg1 . Yik—1
+ Flviesrs Y1, Ll M, NS + R, (10) W(Xippr, Viner) = & (Finpr, Vino1) + S o S D (x, y)dy +
9(Pira, v-1) = gs(¥in—1) + [‘D( Vinmt, Vit—1) + 4F (%in, ¥in_1, Lig, My, Ny) + ; Kigei1) =X
ih—1
+ F(%isn, Yirr, Lin, Miy, N3)] + R, (11) 'I_S [9i(p42) — qsth — ) ]y : (12)
unde R, R,, R, sint mirimi de ordinul lui O(/4) . e e
_ Folesind formula lui Simpson, putem scrie pentru prima integrala din (12) :
In formulele de mai sus am notat : - v
ik4-1
Sit = &' (%ing1, Viro1) +% [B5gs(%int1) — 4¢:(%a) — qi(%ip_1) ] S p(x) dv = [CP( Xin—1) + 4o (%) + o(Fipya) | -+ ChS,
Fik—1
unde :
Lix = g'(%in, Y1) + — : [Qi(xik) = %(f‘%k—l)]inﬂSi(D(i’ik, Vi) ; Yik—1 / Yir—1
L ; ' ¢(Xip—1) = 0;  o(x)= S O, y) dy s1 ¢(Ning1) = S D (Xipya, y) dy.
ﬂd"‘.k: P"(x"k) i Z [(D[J‘-ﬁ,'k, yik} S F('Tiks Nir—1, Lik, ]L/[,’;G, N;k)] \ ' ik Yik41
= ' Ultimele doud valori se calculeazd cu ajutorul formulei trapezului :
N‘ik = q‘i(xék—l) + : [(D(x‘-"_l’ yik—l) 15 F(X@;‘, Yin—1, L, ]I-[n's; 1k)] I
() = o5 [@ (%ig, vin) + @ (%ip, Yin—a)] + CH?
Ly = g (Xipp1, Vin_1) + [‘?( 1) — Gl M
N i i FilXip—1) ] + — O(Xipy1, ¥i h .
} u ()] 2 (i1 Y1) o(¥pg1) = ?‘ [© (%ip41, Viear) + P (g1, Yir—1)] + CH. .
Sy A . ) . |
Miv= i) + [(D( intrs Yiwer) - F Xy Y1, Lis, Mis, Ni)] A doua integrald din (12) se poate calcula tot cu ajutorul formulei .
lui Simpson, si este egala cu :
Nix = gi(ia-1) + [(D("'*k U Yie—t) + F (s, Yipo1, Lis, M, Nig)]. hgi(Xipga) — -iﬁi [9i(%inga) + 4qi(win) + q(xi—a) ] + CH®
12 i )+ deci, L :
it = 2" » Vi i\ -y k] ! i
SRy [f]( w1) = gila) ] + (D( it i) #(Xixt1) Vin—1) = &' (Xiry1, Yir—1) +— [09':( i) — 4i(%an) — qi(%in_1) ] +

(Hixrir Vin— 1)+2(I’( ik ) 41;)"{—2‘])( i Vin—1) + C(Xins1, Virt1)] +CRE (]2) N

2 /. 1
Miv= pi(%ip41) in [P(¥izt1s Yintr) + F(Xigr, s, Li, M3, N3
2 ' Trecem la calculul lui $ si g aplicind integralelor din (7), (8) formula
Niw = s(in) + [{D( Yt Yit) T (w1, un, L, M, N?f:” ' Iui Simpson ; obtinem : H B PR ' i)

: ]
Mis= pilxa) + (s i) Nix = gurins) + 2 (s, ) 2l Sncal = filbierl 37 [0 Wl vl 658 (M ol
11 5 + @D (%5 v, Viq) ] 4 ChS, (14)
M= pi(¥in41) +.2 @ (%int1, Yinsa) 5 Nip = @(Nie—1) + AD (%ir—1, Nir—-1) ( k;’H ok
{2
g(Finy1, Yino1) = ¢i(Xin—a) + = [® (¥igt1, YVir—1) + 4D (¥ip, Yin—1) +

‘Mu— 3 (D i » M Nm: A j’_ 1. ',
4= Pilnsa) 0 (s, S § N = () + -0, ) , + @ (%1, Yiema) 1+ CBP.
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In formulele (13), (14), (15) nu cunoastem valorile lui ® pe punctele
(%int1> Yie—1)s (¥is Vir—1) $i (%1, Vin). Pentru a avea rezultatul final dorit
este suficient si calculdim aceste valori cu o precizie de ordinul O(/3).

Sa incepem cu punctul (44, Yi—q). Valoarea lui u pe acest punct,
0 vom calcula tot cu ajutorul lui (12), folosind insi in loc de formula lui
Simpson, formula trapezului :

SS Ov, y)dvdy =2 o(xy4) + OB} (p(win_y) = 0).

Fal

Pentru valoarea lui ¢ din membral al doilea avem, conform formulei
dreptunghiului :

P(¥ipg1) = B O(Xi i1, Virga) + CH2. 7
La fel pentru cealalti integrala dubli :
, I 7

SS g:(x) dxdy = T"' gil %) — (Nip—q)] 4+ CHA.

) 2
In definitiv, deci :

" (%ipy, Yiga) = L+ 7; |7| << Che,
Pentru caleulul lui psi ¢ pe acelasi punct plecam de la (7) si (8), fdcind

uz tot deformula trapezului. Obtinem :

P(Xin 1 Yire1) = Pi(¥inpa) + ;i [P(¥inr1, Virwr) + P(Xiqa, Yie_a)] + CH

i 4
9 (Xin 1 Vin-1) = qi(%ip_1) + ot [P 11, Vin—a) + Plxip_g, Yua) ]+ CHE.

Tardsi intervine valoarea lui @ pe punctul (Mirg1, Vir—a), de astd dati insa

ea trebuie calculatid cu o eroare de ordinul lui 4% Valoarea lui # o avem

deja. Pentru a giisi p si ¢, vom proceda la fel ca si Inainte, numai ci in loc

de formula trapezului vom folosi pe cea a dreptunghiulai ; ajungem astfel

la rezultatul urmitor : : ‘
P(Sint1, Yinoa) = Mig+ CI2 5 q(xipyn, Yin) = NI 4 CR2.

Tinind seama de condifia lui Lipschitz si de aceste egalitati, obfinem din
egalititile precedente ;

P(Yirg1, Yiro1) = M+ C.f-'""; g(Xig1s Y le— Nix + Ch8,

5d trecem la punctal (visyq, vi). Tot in baza lui (6), (7), (8):

Yir ik
#( Xk 11, Vi) = & (Xiny1, Yin) + S o) dy + S [g:(vinya) — qu(ih — )] dy  (157)
Yikt1 Yikt1
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; | Yik
P (%insr, Vi) = Pi%ipta) + S fﬁ(ﬂ'fk+1' y)dy (16)
‘ Yik+1
_ i1
q(Xint1, Vi) = qi(%ax) + S D(x, yin) dx. (1)
*ik

Pentru prima integrald din (15°) avem :

Yik ; s
[ h
S‘P(.’V) dy =% [o(via) + @{yinsd)] = = o(vir) + Ch®
Yik41
5 ’xf'k-l-l 0
700m) = § 0w yu) dx = = O, y) + O
ik

si la fel pentru cealalti integralj :
' h
Cka-!—% qi(¥in1) — _ji [9:(%iz) + g (Xing1) ] = :i' [9:(%irt1) — gs(2a) ] + Ch®

deci :
W Xipgr, Vi) = L% +7, |7| << ChA.
Daca ap]icém formula trapezului relatiilor (16) si (17), primim :

P(Xiny1, Vir) = Pi(¥ipya) '-l'—Z" [Q(%ins1, Vint1) + P(Xing1, Via)] + CH?

7(Nips1, l Vik) = g(y,) 4 L: [D(xin, Vie) + P(Xinga, Vir)] + Ch3.

Pentru a avea valoarea lui ® din cel de al dojlga termen din paran-
teza, trebuie calculat w, $ si ¢ cu o precizie de ordinul O(h%) pe acelasi

punct. Valoarea Iui # ne este dati deja de L} si prin urmare nu tl'ebuie
sd calculdm decit valorile lui p si g. Acestea se gisesc din (16) si (17) calcu-
lind integralele ce figureazi acolo cu ajutorul formulei dreptunghiului ;

gisim in acest caz:
721 g
D(Xingr, i) = My +Ch2 ; (Xing 1, Vi) = Nig + Ch2.
De aici cu ajutorul conditiei lui Iipschitz, obtinem tocmai :.

P(Xing 1, yir) = My + Ch3 9(Fing 1, Yin) = Ni + CI2.

Il — Studii si cercetiri de matematici nr, 1/1961.
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In fine, si considerim al treilea punct (%, v4,_,). Pe acesta :

Yik—1 b
w(Xip, Yin—1) = & (Xin, Yirn—1) + S [9:(%i8) — gi(ih — y) ] dy + S o(x)dx
Yik Fifh—q
Yik—1
(cp(x) = g @(x, y)dx)).
ik—x

Daca aplicim formula trapezului, avem pentru prima integrali :

f—:[%‘(ﬂ}k) ] 9’»( ‘th— ‘J)] S Ch?

iar pentru cealalti :

s (1)( ne Vi) 8 7| << Ch2.
Deci : _
#(%ig, Yin—1) = Lix + 1, |7| << Ch3.
La fel obtinem :
Yik—y
P (i 1) = pin) + { @ y)dy =
Yik
= pi(xin) + [‘D( Yiro Vin) + P (Xip, Vin_a)] + Ch3
*ik
9(Xin, Yin—1) = qi(%in—1) + S O(%, Yiz—1)dx =
¥ih—1

h

= gi(%n—1) + — : [P (%in— 1, Yir—1) + P(Xin, Vir— )]+ Ch3.

Procedind la fel ca gi pentru celelalte doud puncte, primim :
P(Xip, Yiney) = M+ Ch2;  g(xip, ¥ia—y) = Nig + CI?
si apoi in baza condifiei lui Lipschitz :
P(Xiw, Yin—1) = M+ 7; q(%iw Yinv) = Np 47 (l7| < Ch3).

Din rezultatele de mai sus si din conditia lui Lipschitz rezultd egaliti-
tile de demonstrat.

Formulele (9), (10), (11), date in paragraful precedent presupun
cunoscute valorile exacte ale functiilor #, $, ¢ de pe linia 7. In practici
acest lucru are loc cel mult pentra segmentul initial AC ; valorile de pe

S
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linia 7 + 1 se calculeazi de fapt cu valorile aproximative u;, pi, ¢is, de pe
linia 7. Aceste valori aproximative le vom calcula cu ajutorul urmatoarelor

formule (corespunzﬁtoare lui (9), (10), (11)):
By =S —[— [(IJ.,,+1 + 2@, + 2F (%, Yine1o bibs Min, Muz) +
+ F(xik-i—lryfkﬂ- 1 Liw, M, i) ] (18)
Pir1 k-1 = Pirt1 1 [‘Dmﬂ + 4F (Zing 1, Yiro L, min, i) +
L F(:r,—M 1> Vine 1> by iy, i) ] : (19)
it 1 i-1 = Qik—1 + = (@i g + 4F (i, Yine 1, lin Man, 1) +

4 F(x,-kﬂ, Vine 1o Lk, M, min)]. (20)
in aceste formule :

Sit. = G*(Kipp 1, Vi) + % [5git1 — 4qin — Gin—1].

by = Gl‘(xs'kx.yik—l) i [gix — Zin—1] + E(Dik

Mip = Pin + [(Dw‘c + F( %, Yin—1 bins Mg, Win) ]

Nik = ik—1 + " [®ip—r 4 F(%it, Vin1» lin M i) ]

Zilk = G".(xik-!-l:yik—l) i ;_t [Gir+1 — Q-1 + %Q)z‘!ﬁl
Mix = Pine1 —|— [@,kﬂ + F(¥ip 1, Yie—1) L, min, i) ] .
i = Gir—1 + b [ @iz F(Han 1, Vi1 bins i, niz)] -
i =Gi(x m+1:3’ok) g [Gint1 — Qin] + %‘Dm

s = Pinrr + - [Pingr -+ F (Xingy, Yin, o i, 1 )]

Ny = Qig +- % [(Dik-‘l’ F(Xip 1. Viws U, iz, mi) ] -

Wiy = pin + i_;q)ik ; Bip = Gip—1 + -;L(I’mﬂ
Wip = Pins1 + "Pinpy; Mg = Gin—y + BQsp_y
ip = Piry1 + %‘DHHL : N = in + %(Dm

iar
@y, = F(%ip, Yino %in, Pins in) S G (xij, vir) = wis + (Yir — ¥ii) Gis-
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In cele ce urmeazi vom ardta cd atunci cind h—0, valorile aproxi-
mative uy, P, g, calculate erin intermediul lui (18), (19), (20), tind citre
valorile exacte w(Xig, Vir), P (Xin, 2in), q(%ir, Vir), convergenta avind ordinul
O(#?). Acest lucru va rezulta din considerafule pe care le vom face asupra
ecuafiilor cu diferenfe la care satisfac erorile comise. Sd punem :

Sir = | pi(xi) — dusl,

3; = max §;,
k

Nik = fQ’i(-’"a‘R) iy

" = max g,

Sip = | sy (i) — t],

g = mMax gy

Scdizind membru cu membru egalititile (9), (10), (11), din egalitétile cores-
punzitoare (18), (19), (20), obtinem delimitind diferentele in valoare abso-
lutd cu ajutorul condifiei lui lui Tipschitz :

h 2h 11n
i1 h-1 < ik o Tie-1 5 et ==

Nikt-1 + %[Eikﬂ + Oipg1 + Ninr1 +
+ 26 + 28, + 2my + 2| Ly, — gl + 2| My — | + 2| Ny — ni| +
1 Lin ] 4 | Mo — mila] + [N = ny|] + Che,
Big1, -1 < 3;‘1«+-| i {i—h' (Eintr + Sinyy + Mikt1 + 4| Li— L] + 4 | M, — ?7?5}:! a8
4 N — ) - | L — Gl + | My — | + | Nb — |4 Che
Kh

Nit 1 b1 Nik—y + 6—[\?{%1 + Sty Mir—y + 4| Ly — L] + 4| Mg, — ma| +

T4 [N — il + | Liv — L] + | Mg — mh| + | N — nh(] + Cha.

unde K este constanta lui Lipschitz relativ la ansamblul variabilelor u, p, ¢.
Continuind delimitirile valorilor absolute rimase in aceste inegalitati in
acelasi mod, ajungem la relatiile :

Civt i1 < o (2 BERIR ey, + 132+ K12 4+ 2 K(4 1 ) B) A ]It
2 ﬁ[24 + K+ K345 B 1) B2 ey + f‘q i
+ 32 + K24+ 2+ K(4 1) B) ] 523,
+ 5[+ K3 K@+ ) B i +
o g5 16 4 K6 6 + (10 4 5(1 + 2K) B) 1) B o, +

£t 6%[6,.1. F K (38 + K (4 + (8 + K + KR) h) b] gy +

s 2%[44 + K24 8h+ K(1 4 (2 + 2K + KB) B) B) h] by + CH4. (21)

il
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o

Oi4-1) k—1

ST+ 2RI ey - o (4 2h o K (A K(L 4 b) B B) BT e+
12

K2 |
+ E112 + KO + KG + h) b) b] hegy, + — [L+2 Knidu, +
= 2

2 < s 9. . d4-h)Rh)Rh) R 8;
b T K6+ B E) S A S (12 K2 KO ot K (B )R] Bina

+ g[z b+ E(L+ (14 2K) b) b] bng—, +
2016 4 4h 4 K2+ (44 4K -+ KB) B B b +
- %[2 4 (10 + K (3 4+ (5 + 4K -+ Kh) b) b) 1 g1 + CHA. (22)
g1, k‘1\<~% [2+K(@B+AKD)h)h Emﬁ‘%[ 16+K(12+2h-+ K(4-+-h)hh hep+
+ B2 4 K+ K+ B Wb ey + 5 [2 4+ K(3 -+ 4KR) B] By +
e ;i [16 + K(24 + 20 + K (4 + b) b) h] hdy +
0 %[2 + KB+ h+K(@2 + B) k) h] hduyq +

4+ lne L KOA2 + b+ (2 +K(T 4201 + 2K) B) B) By +
12

1+ EM2 + K4 +8 + K + Kh) k] B2qu +
24

+EB 4 K(1 + @ + 2K + Kh)R) B)] By + Ché. (23)
12 '

Aceste i]leQ:dlitéti constituie o evaluare recurenti a 61'01’1101', ,1111]1(].
£ b :
seama de COi‘ld]!ﬁTI]e 11‘11‘!3]&16:

ok = Sgp = Nor = 0. =

Se poate da §i o evaluare directd a erorilor rezolvind sistemul de mai
sus cu conditiile '(24). Pentru scopul nostru este suficent sd considerdm

o astfel de evaluare pentru g, §;, #; care conform (21), (23), (23), satis-
fac inegalitati de forma : :
G << (1 + A ay) e+ Moy 8+ hoag i+ Ch?
Sigr < hByei + (1 + ABy) & + APy ns + Ch*
N < hyreithyy 8+ (1 + hys) i+ ChL

(25)
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Daca in aceste egalititi in locul semnului < punem semnul = gisim
nigte margini superioare E;, D;, H; pentru e, 8, . care satisfac sistemul
de ecuatii :

Xiy1 = AX; + Bht

unde :
E; 1 4 APe, hPe, heg C
Xi=|D;); 4= W@y 14+-hB, . hBg); B=|C
H; hy, hys 1+ hy, (%

Evaluarea directd se obtine atunci folosind inegalitatea [5] :
IMN||| M| N,

unde M este o matrice pétraticd iar N o matrice coloani de acelasi ordin,
normele definidu-se astfel :

: "
M = max IR N = max |a.
2 e k=1 i

Prin urmare :

i+l
1 2eaall < AN Xl + O = REL—2 e

deoarece X0 este matricea coloani nuli. De ajci rezultd direct ci :
g =0(3); & =0(); n= O(h?)
ceea ce era de demonstrat,

9. Putem considera si problema integrarii numerice a unui sistem
de ecuatii de forma : !

wl) = F(x, y, u® o® . W™, p0 4B g, g™ ™)

cu conditiile inifiale :

w(x, — x) = w(x)
(%, — x) = p(x) v=12 ..., N

¢"(x, — 2) = p{’

Formulele (16), (17), (18), rdmin valabile, numai c§ pentru fiecare
indice avem un triplet corespunzator de formule. Calculul se face tot pas
cu pas avind insd grije ca pe fiecare nod de integrare si aflim toate valorile

u™, p™, ¢ trecind apoi la nodul urmitor. Avem aici:
O"(x, 9) = Flx, y, W5, 5), ..., u™(x, 5), 8w, ), . .., ¢M(x, 5)
g1 '
N
O = F(xa; v, ulf, -, b, p, .. gy,

Uin, Pin, gin fiind valorile aproximative de pe Py

O METODA DE INTEGRARE NUMERICA 167

13

a1 i i gisirea
Deducerea formulelor de recuren{d pentru eron,l precun; $jlntgéas§lrifi(-
ordinului de convergenid (acelagi ca g1 In cazul N=1) nu prez
cultafi esentiale. “ o ' e
Ttll inch’eiere si facem citeva observatii cu prwxrlc-:: la (':dé‘,cuhl;ln:fgmﬁ
. J d
si si presupunem cd avem deja calculate va&orﬂe de pe1 1111:; ?'d (1::{1 maiins
5 are ls)e calculeazi valorile de pe linia urmaAtoare z“+d ; e]st‘elaawloané) 2
a { jos. In aceasta tabeld sint trecute (in afard de ultima col
L ]OS'f'n . ain (18), (19), (20), necesare calculului lui qu,kf,i
i re higureaz: - 9), , ului lui bl
1gr1le v : lgk_,, Valorile @;;,_; si @y s-at ca_lculat anterior ';a pe1111r1111£e .
B zﬂé'ﬂgla atit ®; cit si ®; Pentru fiecare valosllref Coloﬁ)r ks
e l i1 rta cu ajutorul formule ate
24 51 stinga la dreapta cu ¢
alculeazd succesiv de la stinga : | i
;:n § 4 cDupé ce ajungem la indicele 2(n—1) + 1 reincepem calculul p

aflarea valorilor de pe linia #-+2.

' ; e | Bl Wiasn
wy | G Fipgr Yieoa) 77 (R h it 1
i
# 1
] . 1’.1. n. I{T» P 1,5t
Pix G ¥ V1) ik i ik i i
i 2
5 mip | B | omay | i | G,
Tin ik ‘
Lo 28 .
11 i
n,
Tipg1 — Dr—1 ik itk
2
g1 — Tin ’”‘?f: s
2
A n?kl 5
% . y ., K. au; i
Ui G‘(”"ikquz' Yik | Lipar | Mipgr| Pinga it
ik+1 - : X
Am pus pentru prescurtare : .

1 1 1
, b Tl Jib—1, bik, Mhik, Nik)
K = F(%x, Yin-1, Lin, Mip, Mig) ; Ky = F(:\’kﬂ’_ k=5 Hiks

2 20 RN
K= F(%ag1, Yies bins Min, Min)

Universitatea ,.Babe,s—Bol_;{ai,, CI._uf,
Catedva de ecuafit  difeventiale
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METOO YHMCJIEHHOI'O HWHTETPUPOBAHUY YPABHEHMUS
' Uy = F(%,5,u,p,q)

KPATKOE CONEPYAHHWE

ITyets paccmarpusaercs ypasrenne (1) ¢ ycaoBusmu Komm (2) u
CTABHTCHA BONPOC HAXOMKJCHHS JOBOJIBHO GBICTPO CXoAsilierocss Meroma wumc-
JIEHHOTO HHTETPHDPOBAHMS . 5TOTO ypABHEHHS, He TpeByeMoro pemeHus Cu-
CTEMBL YDAaBHCHHII WJIH BBINOJHEHHE HAYANBHEX HTepamui.

C aroit nesbio ofpasyem cerb u3 pnec. | (napamnenu c THIIOTeHY30i
HE ABMSIOTCS 0653aTeNBHO PABHOOTCTOAIIHME) ¢ yanamu P e nepBHIi
3HAYOK II0KA3BIBAET HAM HA KaKoi napaniene or AC, a BTopoll mHmexc
— Ha Kakoil or AB nemur COOTBETCTBYyIOMAs ‘Touka. B srom cayuae thop-
myaer (18), (19) u (20) nator uam CNOCO6 HHTErPHUPOBAHHS THMA ,,Irar
3@ WIaroM” B KOTOPOM HCKOMBlE 3HAYEHHS HCYHCIAITCA TOCAeN0BATENBHO
‘Ha napaiensix ¢ AC. Tlorpemsocts TpUGIHKeHnsA nopsigka /.

Haunsie dopmyer NONY4atoTCs HANHCHIBASL HHTETpaNbHBIC ypaBHeHHs
(6), (7), (8) u NPUBINIKAS BXOJSILUHE B HIHX HHTErPaJIBEl NOCIEJ0BATENLHEIM
IPHMEHCHHEM HEKOTOPBIX MPOCTEIX KBa/patypHbix Qopmyn. Hampumep s
Crydae cortnomenus (6), kKortopoe lepennuceiBaeM B copmy (12), mpuMe-
HAeM opmyny Cummncona, Suavenus B JIByX yslax sToil (hopMyJbl Hems-
BECTHEL, HO IUISI MX HAXOMJEHHS JI0CTATOUHO NpuMeHenne (GopmyJ/sl Tparme-
UMH, MM B BUIY TpeGyemyio TOYHOCTB: IOTOM HEH3BECTHOE 3HAueHHe,
KOTCpoOe elme (QUrypHpYeT 3/iech, MOKHO BBITHCIIHTE KBagparypuoit dopmynoit
[PSIMOYTO/IbHUKA.

Onerkn morpemmuocrei TONIyaI0TCs U3 COOTHOWeHHH (25). B nocmaen-
HCM Taparpade noxaseiBaeTcs crocof NIPHMEHECHHST 3TOrO MeToja B cayaae
cucrem Buia (1) u maHa omma cxema HACUYHCJICHHS,

UNE METHODE D’INTEGRATION NUMERIQUE DE L’EQUATION
Uy = F(JL’, Y, u, jb, g)
RIESUME

On considére 1’équation (1) ‘avec les conditions de Cauchy (2) et on
pose le probleme de trouver une méthode asses rapidement convergente
d’intégration numérique de cette équation, qui ne réclame pas la résolution
d’un systéme d’équations ou Peffectuation d’itérations initiales,

A ces fins, on forme le réseau de la fig. 1 (les paralléles 3 I’hypoténuse
ne sont pas nécessairement €quidistantes) aux noeuds Py, ofl le premier
indice montre sur laquelle des paralléles 3 AC et le second indice sur laquelle
des paralléles & AB est situé le point respectif. Les formules (18), (19) et

6dé d’intégrati roche en
(20) fournissent alors un procédé d’n}te%milon QL;S;cérgjeleI{{d; rples _
g . ol cherchées se calculent succe i
oche”, oit les valeurs _ | siven %
%Jérles 3 AC. Les erreurs d’approximation cont dte 11 015113 g(:)n.f; S
: i £ Gerivant nati
i es données en écrivant les éq : _
On obtient les formules donn 5 o s L e
roxin s intéerales qui v intervie
el iy # t qsim les. Par exemple, au cas
cation successive de formules de quadrature 1P A (12), nous appli-

: i 1s tramscrivons sous la ;

e la relation (6), que not ! 2 Pl
iuons la formule de Simpson. On ne connéut pas les vsalsttilfrfsisztzlrtdz oy
- : les trouver il est néanmoin -

e cette formule ; pour : ‘ Sigianl Nl
c}récigion recherchée, d’appliquer la Eor'm.ule du t;ape7?é d;;u 511adr£ure
(l:alculer la valeur inconnue qui apparait ici avec la formu q

ectangle. . . P
s r011 obgtient les évaluations des erreuts a I’aideAdes ril'zll_tlcé)éqsl ézgéthode
le dernier paragraphe on indique comment peut Ietr'eh%1; '115 e o
att cas des systémes de la forme (1), et on donne le schéma
2
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