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ASUPRA UNEI METODE NUMERICE DE APROXIMARE
A CONDITIILOR PE CONTUR IN CAZUL PROBLEMELOR
LA LIMITA ALE FIZICII MATEMATICE

DE
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(Bucuregti)

Comunicare prezentatd la Colocviul de analizd numevicd din 8§— 13 decembrie 1960, Clug

1. Introducere. O problemi la limitd a fizicii matematice constd, in
general, in integrarea unei ecuafii (sau a unui sistem de ecuatii) diferen-
tiale sau cu derivate parfiale cu anumite conditii la limiti date. In cazul
unei asemenea probleme trebuie demonstrate existenta si unicitatea solutiei
obtinute ; la fel este necesar si se arate cum se poate construi o asemenea
solufie si, eventual, sd se construiasci efectiv. De cele mai multe ori, dato-
ritd dificultifilor mari de ordin matematic, metodele de calcul folosite
sint metode aproximative. In acest caz este de asemenea necesar si se
arate gradul de aproximatie al rezultatelor obtinute.

Condifiile la limitd pot fi, in general, de doui feluri: condilic inifiale
(privind variabila temporald) si conditii pe contuy (privind variabilele spa-
tiale) ; de altfel variabila temporald poate interveni si in cazul conditiilor
pe contur, tot aga cum variabilele spatiale pot interveni gi in cazul condi-
tiilor initiale.

In cele ce urmeazd ne vom referi, in special, la czul conditiilor pe
contur si, pentru a putea face mai multe preciziri, ne vom situa in cadrul
problemelor de feoria elasticitdlit.

n cadrul acestor ultime probleme, studiul local al unui element infi-
nit mic dintr-un corp elastic (presupus omogen, izotrop si liniar elastic)
ne di starea de tensiune si starea de deformatie intr-un punct oarecare
al unui corp oarecare. Pentru a ne referi la un corp anumit i la o solici-
tare anumitd (exterioard sau masicd) trebuie sa tinem seama de conditiile
pe contur. Ele ne precizeazd solutia problemei. Studiul local trebuie deci
completat cu un studiu global. In general putem cunoagte tensiunile sau
deplasirile corespunzitoare punctelor de pe contur. Va trebui si punem
condifia ca tensiunile pe contur (prima problemd fundamentald) sau depla-
sirile pe contur (@ dowa problemd fundamentald) sau tensiunile in unele
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: Lol : ot ; Iensiunile se pot exprima sub forma [1,.2]
puncte si deplasirile tn alte puncte de pe contur (problema maxtd), obtinute a°r
ptin calcul, si fie egale cu cele date, AT
Daci izbutim sj satisfacem conditiile date in toate punctele conturului, ] 2)
gésind o functie care s3 reprezinte starea de tensiune sau starea de defor- _ 8iF (
matie in fiecare punct al corpului, problema este pe deplin rezolvats. ' = e
In general, metodele aproximative de rezolvare a problemelor la limit4 ale R
fizicii matematice (in particular ale teorie elasticitdtii) sint de dous feluri ; Tl e
— Metede care ne dan cu o aproximatie doriti o funcfie ciutati in x
iuterio}“ul unu_i .domem'u da_t, de exemplu sub ffo_rr_na. unei dezvoltiri in sen:e : ) ntele deplasirii vor fi
expresia analiticd a acestej functii ne di posibilitates sd o calculim in fie- 14L COmMpone P 8F , ()
care punct din interiorul domeniului, - Elu — (— ooy + th)] :S e +hb) 3)
— Metode care ne permit sd calculdm valoarea numericd aproximativy L £ s
a functiei ciutate fntr-un numir finit de puncte, satisficind conditiile *F —HE‘ + fa(%),
pe contur tot intr-un numir finit de puncte (de exemplu metoda diferen- E[v— (0o +7)] = ST_:,—)__ 4 ay ‘
flor finite, metoda relaxirij ete.). iv rotirea de corp rigid in plan.
Metoda de calcul pe care o vom dezvolta in cele ce urmeazd are pirti ) v, siw, sint deplasarile, resPeCth_l_o o t hlaroTics
comune cu fiecare din metodele menfionate mai sus. Metoda consti in a ‘ unde 4, gi= d Otensiune F trebuie sa verifice ecuatia b1
cduta o functie analiticd, de o forms cit maj simpld, care si verifice ecuatia Functia de oo aif (4)
diferentials a problemei, conditiile pe contur fiind puse intr-un numir AAF — o & R o =0
finit de puncte. Aceasts ne permite si gisim valoarea numericd a functie axt 4vdy J ia dife-
cdutate in fiecare punct din interiorul domeniuly; dat. Diferenfa dintre N 8 4 variabild fi(y) sifa(¥) sint date de ecuaf
condifiile date pe contur i conditiile corespunzatoare funcfiei determi- Functiile de o singura bt
nate ne di posibilitates sj apreciem eroarea ficut} (aproximatia de caleul). renfiald cu variabile separa : et -
In limbajul teoriei elasticititii, aceasta Inseamni si gisim o functie , aF 3°F dy + 2 oiE, o B, ;x =0,
de tensiune care ne di starea de tensitne si starea de deformajcie pentru S oy dx S axb axdy dy ‘ ‘ -
orice punct din interiorul corpului considerat, ) t de linie de normald exterioard #,
Aproximatia cu care se face calculul poate fi, in general, oricit de bunj Condiiile pe contur, pe un el.emei;~3 leme fundamentale a teoriei elas-
viem ; binefnteles, pentry g obtine o aproximatie mai buni trebuie sj efec- se scriu sub forma (in cazul aneéoﬂgi)deia D o
tudm un calcul maj laborios. Un exemplu de calcul ne va arita recizia SRR mi pe care o voin
rezultatelor. Aceasti metody poate fi Folositz‘i cu succes in unelepcazuri eutag; Trubiemt B 3= (n, X) + 74y cos (n,9), . (6)
In care alte metode de caloyl nu sint eficace, Prs =10 S5 AN & 4 ;
Metoda de calcul g punerii conditiilor in puncte pe contur a fost uneori ! Puy = Ty cOs (n, X) + oy cos (m, ) ) -
folositd in diferite ramur; ale fizicii matematice, de exemplu in mecanica i incarcarii pe acest element de linje. ‘
fluidelor, firi fnsi a se studia totdeauna posibilitates de utilizare a ef gi w unde Pz, Pay sint componentele 111Cd11(]—_'aw'11€111t in lipsa forfelor masice, Ltu
precizia rezultatelor obtinute. Tn teoria elasticititii ea a fost aplicatd inci- A ’Pune aceste C()H(}ﬂ}ll elst»cini(;], é;‘ Si a derivatei sale normale. illcéespz
dental si firi o Precizare a rezultatelor obtinute de ciitre R. I He r m ite o8 ste pe contur valoarea It iy ctia gi derivata normal:
[4] la calculul perefilor unor grinzi casetate $i, cu o mare aproximatie, ia(ig?io:é ol‘}‘_cin cu'ug{.l{m',ta,O?g?;i?";{;:;ecii??ofta axiald intr-o bara ima-
de citre I,. §. Leibenzon [5, 6] la studiul unei membrane elastice sint momentul incovol R sarcinilor exterioare.
de form& pitrats. Noj am aplicat [7] aceastd metods de caleul la problema S,?:;;lér de-a lungul conturului, 5111? acci‘fllﬁ:ezngﬁome sd se echihbr.elie. PE
pland a teoriei elasticititii, ' s deails parte 1:Iebﬂc11‘3(3 ;2;312 masice, ele trebuie sédSE_edtl;]lie ls,eazle
9 tinem seama b 3 iune si deriva
2. Problema plani a teoriei elasticitiifii. Tn cele ce urmeaza, in cadrul ’3011’(_“1' (gaéil ;Jf;é;tea [8]), pentru ca functia de tensiune §
‘teoriei elasticitatii, ne vom referi numai la problema planid si anume la 111’1];)1.61.1111 s fie univoc determinate.
cazul unei stdri de ‘tensiune pland. Rezultatele rimin valabile si pentru o Bariiale alcul propusa este con-
stare de deformatie pland, daci inlocuim modulul de elasticitate F si coefi- ' Polinoame biarmonice. Peutl'll uletodg d_e Cdlﬁ TE carul problemel
cientul lui Poisson i prin constantele elastice generalizate 8 a?:).il ;’é folosim functii de o fmfmlla cit 1}}?035‘3:? bi-armom'ce-
E L [ Vel oy s eyl e m folosit po
4 :1—;&-’ to :1[_u' (1) plane a teorlelr elasticitafii vo
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. a aratat cd o functie biarmonicid se poate pune
totdeauna sub ferma

Fr,3) = (% 2) + (#* + 3% ¢(x, ), (7)
unde ¢ si ¢ sint functii armonice.
Alegem un polinom de forma

Py(%,y) = a(x+iy)" + o(x — ) + (7497 [e(x+49)" 7" + d(x— ?-'y)”‘a.J: (8)

unde ¢ este unitaiea imaginara iar a, b, ¢, d sint constante arbitrare. In
felul acesta gésim c¢i un polinom biarmonic de gradul # depinde de patru
constante arbitrare. Dupa proprietifile de paritate in raport cu cele ld.oua"t
variabile, acest polinom se poate descompune fn doui polinoame biarmonice
fiecare depinzind de doui constante arbitrare. )
Pentru polinomul biarmonic omogen de gradul » par, gisim .
— un polinom par in raport cu x si y el

i
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22 i n—2i 23 n—2 2/ i n—94 A
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=0

— un polinom impar in raport cu # si b%

n
= —3
v

P} RS — _]'“_‘ﬂﬁg 24 M—2i—1 2i41 2i+1 n—2i—1
w (%, ) (L) == G (a0 ey

=0

Pentru polinomul biarmonic omogen de gradul #

) _ r impar, gisim :
— un polinom impar in r

aport cu x §i par in raport cu y
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un polinom par in raport cu & $i impar in raport cu y
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unde Cj este simbolul combinirilor a P obiecte luate cite g1).

1 = 5 e . . . .
) In [7] se dau expresiile polinoamelor hiarmonice si

ale deri : i ind
et e erivatelor lor partiale pind

=
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cimar itiilor : recizarea ideilor ne
%. Aproximarea eonditiilor pe contur. Pentru preciza d
vom situa tot in cadrul teoriei elasticitatit.

Vom considera starea de tensiune reprezentatd de polinomul biarmonic

F(x, )= i Pi(x, ), (13)

i=2

care cuprinde (4n—>5) constante arbitrare, datorita formei speciale a poli- .

nomului Py (care cuprinde numai trei constante ar‘bfl.trare). : gL
Pentru un punct de pe contur putem pune conditiile (6) in tensmn;
sau putem pune conditii in deplasari, folosind relatiile (3). Pentru émqpu_pcd
de pe contur gisim deci doua relatii intre constaLnteIAe d‘()e det‘erml'nsl‘ ; Seriin
ch functia F(x,y) indeplineste conditiile pe contur in (_n—.%_) puncte, gasim
un sistem de (4n—6) ecuatii algebrice liniare cu (4n—D0) necunoscute,
care va determina constantele g, i Yé)g,l 3;. Una din aceste constante
a arbitrard (de exemplu 3, =0). B
E poﬂ:t?fellil acesta fun((ttia biarnl;)onicé,_ (13) pe care o determindm Z{a COT?—
punde unei sari de tensiune data de o di_Stl'llblﬂ,:l.e D, de ten.smlm sau de (?.ep a-
sari pe contur, foarte apropiatd de distributia D, a problemei pe care o
stuleCIFZ- (D = @D, — D, diferenta dintre cele doua distributii d?bcotgdﬂ(:lu
pe contur (de exemplu conditii in tensiuni). O asemenea distribufie de

Fig., 1

tensiuni este cea din fig. 1, directiile tensivunilor fiind oarecare in fiecare
punct (componentd normald i componenta tangenfiald). st

Daca numirul punctelor pe contur in care am pus cogchtn exac e.esI e
suficient de mare, lensiunile parazitare (D vor da in interiorul domeniului
considerat o stare de tensiune neglijabila in raport cu starea de tensiune
dati de distribufia de tensiuni @,. Aceastd aproximatie este cu atit 11_1a1
valabild, cu cit sarcinile pe contur se echilibreaza pe portiuni si putem aplica
principiul Iui B. de St. Venant.
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Numiérul punctelor fn care trebuie puse conditii pe contur precum
§i aproximatia pe care ne-o di metoda de calcul, se pot determina practic
de la caz la caz, dupd cum se va vedea Pe un exemply.

n cazul unui contur cu proprictati de simetrie si al unor Tncirciri
simetrice sau antisimetrice, se obfin simplificiri importante de calcul;
in acest caz se folosesc formele pare sau impare in raport cu % sau cu v
ale polinoamelor biarmonice iar conditiile se pun numai pe o parte a con-
turului.

fy
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Fig. 2

5. Exemplu de ealeul. Vom determina starea de tensiune si starea de
deformatie pentru un domeniu patrat, caz care nu poate fi tratat prin
metodele obignuite de calcul. Acest domeniu poate corespunde unei grinzi
perete cu o singurid deschidere,

Presupunem ci grinda perete este actionatd la partea superioari de o
sarcind uniform distribuita, de intensitate P, si lateral de reactiuni ce
actioneazi sub forma wunor sarcini tangentiale, distribuite parabolic
(fig. 2).

- Pentru a simplifica caleculul, vom descompune acest cazde incircare
in alte doud cazuri de incédrcare, dupid proprietitile de simetrie in raport cu
axa Oux,

Vom avea astfel de rezolvat ¢azul de inciircare din figura 3a, care este
0 compresiune simpld, si cazul deincircare cu proprietiti de antisimetrie
din figura 3b. Pentru primul caz corespunde functia de tensiune

F'(%,y)= — % %%, (14)

o
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4 iunile
care ne di tens ’ ’ : L 0
= cyz—z, Tay = 0.
Pentru al doilea caz de fncdrcare alegem un polinom hiarmonic

in 1 5i 1 in raport cu y.
F'(x,y) = P(x, y) par in raport cu x si impar : '1I')br : C(?)’ndiﬁa b e
Sarcinile cate actioneazd pe contur isi fac echilibru ;

vocitate a functiei Airy este deci satisfacutd.

a) bH)
. _y Ty :
i iL}Hiin
RN RN AN gﬂ#gH o _,f
| f TR
| : Y | iF
J ! Y == & 1,
== X 5 0 1_ 1 X
o] | z
a L ﬁ.s,_a"‘
b v U
TN T I e HHHHHIHHHE%
g gl " AV S FE S

Fig. 3
Alegem o functie de tensiune de forma
F'(x,9) = P§ + P§ + P7' + P§' + Pii =1v32% + 859° +
10 :
oty — a%55) £ By(y® — Baty3) + ya{aty — 2 ay? 4 %) +
38 4, 8y — TadyB - Tadys — x297) -
- By(y? — 14ty® - 22 ay®) gy (a8y— TS + Tty
F 8(y® — 27427 4 6395 — 21a%y) + yq (410 — 12450 +
+ 28 yoys — 120097 4 4299). (16)
5

Tensiunile corespunzitoare vor fi )
oy = 68,9 — 6 v:4°y + 85(2093 — 302%y) + y5(— 202y | 20229°) +5
+ 3,(4295 — 28023 + TOxY) + vo( — 4228y 4 140a%3 — 424%°) +
4+ 85(72y7 — 1134 225 4 1260x%® — 126x%) +
+ v11(— 7248y 4 504463 — 504a%y5 4 T24%7),

12 — Studii si cercetdri de matematicd nr, 1/1961.
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o, = 2vy -+ vs(122%y — 233) — 108393 4 1,(30x%y — 404293 + 295) +
4 5,(— 28y5 + 1402295) 4 vo(5645y — 21024y - 844%)% — 297) +
4 8y(— B4y + 7564295 — 630x%y%) + @am
+ 111 (90 28y — 672x5y3 4 TH62%y5 — 1444297 + 299),

Tay = — 2va% + v5(— 423 + 6232) 4 3035392 4 vy(— 64° +
+ 404392 — 10x9%) + 8,(14049% — 1404%92) | vo(— 827 +
+ 1262592 — 14043y* + 1429%) + §(378x9% — 1260x3y* 4 378x5%%) +
+ vi1(— 104® 4 288472 — 75645y - 336x%° — 18x8).

Vom pune conditii in 16 puncte pe contur (fig. 3b). Datorita proprieta-
tilor de simetrie, rAmin numai cinci puncte distincte:

Conditiile 73(0,a) =0 si o,(a,0) =0 sint identic satisfacute. Vom
pune pe rind conditiile

o3(0,0) = 5, a) = o5 a.0) = — 0.8 p, o[£, a) = ile, ) =0, 4

"

cx(a,t?‘) = oy(a,a) =0, Ta(a, 0) =0,75 p, T;;[a,g] — 0,5625 p.

Gasim astfel urmitorul sistem de nou# ecuatii algebrice liniare care
ne determini cei noud parametri arbitrari:

oy — Oy — Doy + og — 14 0tg — otg — 27 atg + 009 = — 0,25 9,
20(1+a3m10oc4—6,125o:5+7a5+6,75m7+95,625a8+3,10](30!,,:#0,535,

wy + Bog — boy —dog + B60g — 36y + 3605 + 16 09 = — 0,25 p, (19)
ot —2,B g —15 0y 40,1875 05— 52,5ty + 6,625 o« — 43,8125 03— 11,6055 09=0,
oy — oy —1Ba, —1%0; + day | 252 o5 + B0ag = 0,

Bug—3otg—12,5 0, —7,Bog+1,312D 05— 48125 0. , +-59,625 05 +11,8125 05 =0,
3oy — Bog — Doy — 8dag + 280y 1 3609y =0,
oy + 2og + 3oy + dog 4 Bog = — 0,376 P,
Doy + 2,605 — 7,50, — 3,3TH0; + 26,2504 — 14,9688 07 — 21,6563 05 —
— 19,9297 a9 = — 0,662565,
unde am notat
o0 = Ysa, oy = Ba, o3="Ysa% oq=8:% uz="ya"

(19)

= =y 9
vg = 8qaB, op = yga’, oy = 8ga’, oy = ypa’.
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Rezolvind acest sistem de ecuatii, gdsim

vs= — 0,347400 % 3 — — 0,083952 £
a@
vs = 0,009407 2 55 = — 0,014571 2,
a3 a?
v, = — 0,009264 2 | 8, = — 0,003585-2 (20
ab - ab

vo = — 0,003887 £ S = 0,000376 2.
o ar

Yn= — 0,000654 ain

Funcfia I’ de tensiune este astfel determinati.
Notam coordonatele reduse
{ ¥

E=—; N =
a

(21)

a =

Inlocuind valorile (20) in (17) gi tinind seama de starea de tensiune
data de (14), gdsim componentele tensorului tensiune sub forma

o= [(—0,504 + 0,380£* — 0,064 £% + 0,113 £S - 0,047 £8) 5 -+
+ (—0,291 + 0,819 £2 — 0,0645% — 0,329E6) 4 |
+(—0,151—0,26582 + 0,3295%) 75 + (0,027 —0,047E2) 7] p,
oy=[—0,500-+(—0,69540,113 £2— 0,278 E1— 0,215 E5— 0,059 £8) -
+ (0,127 — 0,132E2 4 0,570 4 | 0,439 £5) 48 +
+ (0,082 — 0,038E2 — 0,494F4) 45 -
4+ (—0,013 4 0,094£2) 77 — 0,0014°] , (22)
Tay = [0,695E — 0,038 E3 + 0,056 £5 -+ 0,031 £7 -+ 0,006 29 +
+ (—0,381% + 0,131 58 — 0,338E5 — 0,189 £7) 72 +
+ (—0,409 £ |- 0,063 £ + 0,494 £5) ot |-
+ (0,088 — 0,221 £3) 18 + 0,012 7°] .

Aceasta ne conduce la o distributie @, de tensiuni pe contur, din care
scddem distributia @, de sarcini exterioare. Gisim astfel :
— pentru laturile £ = |1

ou( 1, 1) = (—0,0287 + 0,135 72 — 0,087 15 — 0,020 77) p —
= —0,027 (n*—1) (4°—0,25) (* + 5,6) p,
Tay(£1,0)= & (— 0,02792 4 0,148 %* — 0,133 4 0,01278)p = (23)

2 +£0,012%? (0* —1) (9* — 0,25) (* — 9,7,
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— pentru laturile n= 41
ay (€, 4-1) = 4 (0,03782 — 0,2022 4 0,224E¢ — 0 05‘)53)]5 @

2 + 0,058%(8®% —1) (88 — 0,25) (€2 — 2,5b)p, (24)

Tey(E, 4= 1) = (0,005 — 0,065 53 + 0,21255 — 0,15857 4 0,006 £9)p =
20,006 (8% — 1) (E2 — 0,2b) (£2 — 0,15) (£2 —25)p.

Aceste tensiuni parazitare @ = D, — ), sint reprezentate in figura 4.
Cu toate cd nu se aplica principiul lui B. de St. Venant, grinda perete

Fig. 4

avind dimensiuni egale, in interior ia nagtere o stare de tensiune neglijabild
(tensiunile ) fiind foarte mici in raport cu incircarea @,). Putem face o
verificare elementard, aproximind incircarea cu sarcini d1st11bu1te paraholic
si folosind metodele rezistenfei materialelor. Momentele incovoietoare in
sectmmle 2—2s11-—-1 verticale vor fi

I S 230,01 pot—— %ﬁ“’“

el L 001pi?3+2 0,0215%%:__“%.

1 % Ny

3 aeh st

#

e
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(it modulul de rezistenta

1 2
W = —(2a)2 =—a?, 26
L (202 =2 (26)

puem scrie
M 0,01 pa? 0,01 ey e
G?}Fﬂx _t S _}_ _‘b :i: e 75 i 0’0“‘3") ])' (J ‘)
w 6 2(;*

Se vede deci cd eroarea nu va trece de 1,7% din sarcina exterioara,
maximum pe care-l atinge in patru puncte pe contur. Putem deci consi-
dera ca relagiile (22) ne da11 starea de tensiune cdautata.

in f1qurft b se reprezintd dmgmmele de tensiuni date de relatiile (22).
Aceste rezultate prezintd un interes in sine si din punct de vedere al teoriei
elasticitatii.

Folosind formulele (3) si (5) putem calcula $i componentele vecto-
rului deplasare. Gisim astfel

E K = {0,500 +[— (0,504 — 0,695p) € + (1,127 —0,038u) & —

— (0,013 — 0,056u) £° 4 (0,016 + 0,031)E7 +
+ (0,005 + 0,007y) £2]n -+ [— (0,291 + 0,127p) E 4
+ (0,273 + 0,044 ) 3 — (0,013 + 0,114 ) E5 —
— (0,047 4 0,063) 714 4 [— (0,151 + 0,028) € —
— (0,088 — 0,013) E® + (0,066 + 0,099) E5]+° +
+ (0,027 + 0,013p) £ — (0,016 + 0,031 ) E3] 77 +
+ 0,001 5 79 p,
E : = {—(0,924 + 0,352p) + (0,947 -+ 0,348) §* —

(0,051 -+ 0,010p) % -+ (0,021 + 0,009) E¢ -+ (28)
-+ (0,006 + 0,004 ) &8 -+ (0,001 + 0,001 ) £ —

— 0,500% 4 [— (0,348 — 0,262p) +

+ (0,087 — 0,190p) 2 — (0,139 — 0,032y) €2 —

(0,108 4 0,057) E5 — (0,030 + 0,024p) E8] 72

} [0,042 + 0,073 — (0,033 + 0,205) €2 +

4 (0,142 + 0,016p) E4 + (0,110 -+ 0,082p)
+ [0,013 - 0,025p. — (0,006 — 0,044p.) 82 —
— (0,082 4 0,055p.) E4] 78 -

+ [—(0,002 -+ 0,003y) + (0,012 + 0,006p) E*] 7%} p.

e
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Ecuatia fibrei medii deformate va avea forma (7 = 0)

EYE0 10,024 + 0,352p) -+ (0,947 + 0,348) E2 —

43
— (0,051 - 0,010p) E1 + (0,021 + 0,009p) £ -
+ (0,006 -+ 0,004p) 5 + (0,001 + 0,001 ) E0] p. (29)

Rezultatele obfinute prin metodele rezistentei materialelor pot fi
comparate cu rezultatele de mai sus, obfinuteprin metodele teoriei elastici-
tatii, tragind astfel concluzii interesante pentru practicd. Nu vom face aici
acest lucru, neintrind in domeniul de procupdri al lucrdrii de fatd. ‘

6. Coneluzii, Noi vom trage concluzii in special pentru problemele de
teoria elasticitdtii i in limbajul corespunzitor. Aceste concluzii pot fi
insd usor adaptate pentru orice problema de fizica matematica

Metoda de calcul se poate folosi pentru studiul unei mari varietali
de elemente de constructie, de exemplu : grinzi perefi cu contur dreptun-
ghiular, in diferite cazuri de rezemare i de incdrcare; grinzi perefi cu un
contur oatecare pentru poduri, grinzi cu vute etc.

Avantajele metodei de calcul sint urmitoarele :

— Se poate face un studiu al unei grinzi perete cu exactitatea pe
care o dorim,.

— Se poate studia problema unei grinzi perete cu un contur practic
oarecare.

— Se poate studia problema grinzilor perefi cu goluri (domenii multiplu
conexe) tot aga de ugor ca si problema grinzilor pereti fird goluri (domenii
simplu conexe).

— Se poate face un studiu punind, cu tot atita usurintd, conditii pe
contur in tensiuni sau in deplasiri, pentru toate cele trei probleme fundamen-
tale ale teoriei elasticitdtii (spre deosebire de alte metode).

— Spre deosebire de alte metode (diferente finite, de exemplu), care
ne dau valori numerice in puncte, obfinem expresii analitice atit pentru
tensiuni cit si pentiu deplasiri (care altminteri nu se puteau calcula decit
cu greutate).

— Putind calcula deplasirile, se poate aprecia rigiditatea grinzii perete,
ceea ce este foarte important in unele cazuri (de exemplu pentru diafrag-
mele de rigidizare la constructii mijlocii i inalte in regiuni seismice).

— Calculind diferenta @ dintre starea de tensiune gisitd de noi i
solicitirile pe contur, putem aprecia aproximafia cu care s-a facut claculul.

— Se folosesc polinoame biarmonice, deci metode de calcul elementare,
usor accesibile unui cerc larg de ingineri.

— In cazul unor proprietati de simetrie sau de antisimetrie se obfin
simplificiri importante in rezolvarea problemei.

Dezavantajele metodei de calcul sint urmitoarele :

— Din punct de vedere al calculului se ajunge la rezolvarea unui sis-
tem de ecuatii algebrice liniare cu un numér destul de mare de necunoscute.
Acest sistem nu este simetric in raport cu diagonala principald.




P. P, TEODORESCU 14

— Pentra fiecare raport intre dimensiunile grinzii trebuie si facem
un calcul special, neputind astfel efectua un calcul cu caracter general

(ca si in cazul metodei diferentelor finite).

— Putem uneori si introducem parametri ai incdrcirii (care si ne
indice, de exemplu, o pozifie arbitrari a unei sarcini). Calculul devine maj
greoi (uneori chiar imposibil, trebuie si facem un studiu separat pentru
fiecare caz in parte). I'rebuie si remarcdm insi ci, in sistemul de ecuatii
liniare pe care-l avem de rezolvat, incircarea afecteazi numai termenij
liberi.

Se poate extinde metoda de calcul, ficind ea numarul punctelor de pe
contur in care se pun conditii la limitd si creasci indefinit, ajungind astfel
la un rezultat exact.

Eventual se pot folosi 51 alte functii-de tensiune decit cele polinomiale,
pentru diferite probleme particulare.

Metoda de calcul indicaty poate fi folositd cu usurinfd si in spatiul
tridimensional pentru a rezolva probleme analoage. Credem cj aceasta
metodd ar putea conduce la rezolvarea unor probleme grele din punct de
vedere al conditiilor pe contur, probhleme rimase nerezolvate pind in prezent,
Este drept ci tn acest caz putem ajunge la un sistem de ecuatii liniare cu
un numar mare de necurioscute, a cirui rezolvare devine o problems in
sine. Dar cu ajutorul magsinilor electronice de calculat, aceasta nu maj poate
constitui o dificultate.

Pentru diferite probleme ale fizicii matematice putem face studii
similare.

O YMCJIEHHOM METOJIE [TPUBJIMMIKEHUS KOHTYPHBIX
YCJIOBHM TTPUMEHHUTEJBHO K KPAEBBIM 3AJIAUAM
MATEMATHUYECKOM OU3SHKH

KPATKOE COJIEP)KAHUE

O6cyxpaercs BosMoKHOCTS OPHOIHKEHHOTO  peruenus KpPaeBbIX 3amau
MaTeMaTu4eckoil (hu3uku Ha/norag yC/OBHS B KOHEUHOM 4HCAE TOYEK KOH-
Typa paccmatpuBaemoit ofmacrn. Yroursiores 3TH COOGPAKEHHS B Ccayyae
WJIOCKOH 3ajaun Teopun YOPYFOCTH, MpPiveM MOKA3BIBACTCH cHOCOE OLECHKH
CTeIeHI NPUG/IHKEHHST 0Ty CHHbIX pesyabratos. [pumensis Gurapmonnueckue
TIOJIMHOMbI  TIDHBOJMTCS  Jlajiee  YHCeHHbI MPHMEp pacuera g1 cayuas
Gallku CTeHKH KBagpaTHOH (opmbl B maockocT,
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SUR UNE METHODE NUMERIQUE D’APQRO%{E%AgIIQ%% IEE]%\;“
'ONDITIONS SUR LE CONTOUR DANS LE CAS DI  PROLL
CORDIUR LIMITES DE LA PHVSIOUE MATHEMATIO

RESUME

On discute la possibilité de résc_)udre, d’gnga maniére 211-1)1”00}2;1]1?“(\1 ;
les problémes aux limites de la physique mathemat1c11_1e£,1 : n;lpame N

diti dans un nombre fini de points sur le contour u do Ay
Clqne@1tg)szspr%1:ise ensuite ces considérations pou{le’e p’roblem(.e rplallen é:gro
’E}Téoﬁe de I’élasticité, en démontrant Ila poss?i!)lhtte é]ésppgrﬁiimes deere
d’approximation des résultats obtenus. En utilisan d’p i B
m;ﬂ)qués on donne un exemple de calcul pour le cas d'une p

)

carreée,
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