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INTRODUCERE

Analiza profundi a rezultatelor ohtinute i a ciilor de dezvoltare ulte-
rioari a teoriei mecanismelor si a masinilor, cuprinsd in hotarir.le plenarei
de inchidere a celei de a doua Conferinte Unionale asupra problemelor
fundamentale de teoria masinilor si a mecanismelor [22, 57, 45], precum si
un vast sir de lucriti de sintezd stiinjifica, inaugurat printr-o serie de lucrari
datorite acad. I.I. Artobolevski [1, 5,11, 13, 12, 4, 56, 42] relativ
la stadiul actual si la tendinfele de crestere in adincime si in suprafati a
acestei discipline fundamentale in rezolvarea cu succes a ansamblului de
probleme legate de automatizarea proceselor de productie, au scos in evidenta
existenta unui numir de metode unitare de studiu a mecanismelor si magi-
nilor care fac uz din ce in ce mai sistematic de puternice aparate matematice
de investigatie stiintifica.

Printre atare metode trebuie citati in primul rind metoda calculului
virial, care, pornind de la clasicele rezultate ale ui A. P. Kotelnikov
[26], folosite si amplificate apoi de E. Stu dy [54], se dezvoltd multila-
teral in cadrnl marii scoli sovietice de teoria maginilor si a mecanismelor
[9, 8, 5]. Astizi, teoria si practica caleulului virial, cunoscut uneori $i ca
metoda numerelor duale, face parte dintr-un ansamblu de probleme si
mai vast, pe care l-am numit metoda corpurilor numerice hipercomplexe
[40, 41,5]. —_

Tinindu-se seama de o vastd gama de criterii, incepind cu acel al trans-
criptiei schemelor matematice corespunzatoare cu un numir cit se poate

mai mic de simboluri si terminind cu acel al capacitétii de utilizare nemijlociti

%) Aceasti lucrare se publici si in limba rusd in revista ,,Mathematica’, vol. & (27),

fasc. 1 (1962).
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in diferite procese de programare in vederea folosirii masinilor matematice
(electronice) de calcul, s-a impus din ce in ce mai mult ju ultimii ani, in
cadrul metodelor generale de algebrd liniard, si metoda matricials [48, b3,
23, 7] sau metoda matriciali-tensoriald [43, 30, 44710,

In afard de folosirea puternicelor aparate matematice de investigatie
stiintificd ce nu s-au utilizat pind acum?® sau nu s-au utilizat decit sporadic
in studiile relative la teoria mecanismelor si a maginilor, au cipitat o dezvol-
tare remarcabild unele metode de rezolvare a problemelor de analiza si
sinteza mecanismelor, caracterizate printr-o imbinare a procedeelor clasice
de analizi matematici cu o gami begati de procedee geometrice. Aici se
situeazd in primul rind cele doud metode elahorate la Tasi in anii din urmi,
numite metoda acceleratiilor reduse si metoda coordonateloy vectoyiale cilindrice.

Prima parte a acestei lucriri este consacrati indeosebi expunerii unor
probleme legate de metoda acceleratiilor spatiale reduse, intrucit metoda
acceleratiilor plane reduse, elaborati pentru studiul mecanismelor plane
ceva maiinainte si caracterizati de prof. dr.N.I. ,e vitski—in darea sa de
seamd asupra lucririlor sectiei de analiza si sinteza mecanismelor din cadrul
celei de a doua Conferinte Unionale deja mentionate — ca fiind , interesanti
nu numai prin aceea ci ea reduce esential intr-o serie de cazuri volumul cons-
tructiilor geometrice, ci si prin faptul ci folositea acestei metode deschide
cdi noi de sintezd a mecanismelor -+ -“[28], a fost expusd indeajuns de
amplu [34] si a si fost folositd de o serie de cercetitori din tard si de peste
hotare [35, 39, 14, 61, 46, 5].

Partea a doua a lucririi este consacrati expunerii rezultatelor esen-
tiale din noua metodd elahoratd si mai recent, numits »»metoda coordona-
telor vectoriale cilindrice”. Simplificirile ce le aduce intrun vast sir de
probleme privitoare la dinamica, cinematica si statica graficd, precum si
atentia acordatd primelor lucriri publicate in domeniu [15,16] de citre
revistele de bibliografie matematica si mecanici cu caracter international
[25, 29], indreptitesc prevederile asupra ldrgirii treptate a aplicatiilor si a
acestei metode in domeniul teoriei mecanismelor si a masinilor,

Partea intiia
METODA ACCELERATIILOR SPATIALE REDUSE
I. Teoreme fundamentale

In una din luerarile sale astizi clasice [27] relativi la o serie de probleme
de dinamici grafici a sistemelor materiale in migcare paraleld cu un plan
fix, A. P. Kotelnikov aintrodus notiunea ce s-a aritat a fi fecundi

) Mentiondm ci in cadrul §i pe baza acestei din urma metode, dezvoltatd sistematic la
Tagi, au apdrut cu totul recent o serie de lucriri datorite cercetitorilor din alte tdri[3, 24].

® In ordinea dz= extindere a folosirii in domeniul teoriei mecanismelor si a masinilor a
aparatelor de investigatie matematice din ce in ce mai puternice, mentionim aici wvastul
memoriu datorit prof. dr. J. Oderfeld, expus cu totul recent la sedinta plenard de des-
chidere a celei de a treia Conferinte generale poloneze de teoria maginilor si a mecanismelor
(Rogéw, iunje 1961) [50].
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de cruce de veclori. A. P. Kotelnikov defineste o cruce de vectori ca fiind
un ansamblu de vectori legafi ce-si au originele lor situate pe o dreapti,
iar extermitdtile pe o alti dreapti perpendiculard pe prima, Dreapta loc
a originilor ansamblului de vectori considerati se numeste drepta initiald
a crucii de vectori, pe cind dreapta loc a extermititilor lor se numeste dreapta
finala a crucii.

In citeva note anterioare redactate in colaborare si bazate pe teoria
acceleratiilor plane reduse de ordin oarecare, definite prin

(1) ; (1) - =
= (n) I =(1) a a ¥
M M __ "M ‘_12
Bpge = e Epry = e a4, (1'1)
n 5 1 =,
in care
dA ) A = r.l'.Bn B
Aper =—"+ 6B, B, =—"-04,

(1.2)
‘o = ® d "
A4, =02 81:6,[ EWJ, (n—=1,2,...)

510 = 0(f) este unghiul de rotire ce intervine in pro?lema_m@cﬁrii paralele
cu un plan fix a solidelor rigide, s-a studiat problema clmpurllgr de accelera_’,cn
si s-au facut un sir de aplicatii sistematice a rezultatelor obtinute la studiul
migcarilor mecanismelor plane i a grupelor lui Assur cele mai generale [31,33].

Ni s-a parut util, mirginindu-ue aici la spatiul euclidian E,, s introdu-
cem mnofiunea de accelerafie redusi spatiali de ordin oarecare, de prima
specie, cristalizatd in urmitoarea definitie

—+(n) (1) e 3
—+(n) Ay (1) @y ayr Yot

Gy T S50 Pt =R R =i (et

Ay — Aulu) Ay — Aq(u) Ay — A (u) Ay — Ay (u)

in care s
dA =i (R = aB, -+ -2 ; i
dya= a T @B, i1 =g — -4, u =1, (1.4)
-+ = - —=+(2)

Alzm,m’ Blzm, (’11‘-:1,2,---)

> -+
si 4,(u) se obtin din 4, printr-un fel de ,,polarizare in raport cu #’”, si anume
+ + > 3 - .
Aj(w)= (0.4) (o.u) pentru 4, = (v .w)
- »>2)=+ =+ = —->(2) -+
Aqg(u)=3(w . u) (o .u) pentru 4, = 3(o . ) (L.5)
= B o +{2) > >(2) > =+(3) > Ly TR)=K(2)
Agu)=4(o  u)(o.u)+3(0 . u)( 0. 4)— A;=4(o . o)+ 3(e .0 ) —
-+ > + =+ 3 = e .
— (0. o) (o.u)(w.u) pentru — (0. 0) (0. o)etc?

3) Tntr-o notd redactati de unul dintre autorii prezentei luerdri in colaborare cu acad.
D. 8. Tavhelidze [36]s-aintrodus, in legiturd cu diferite varietiti liniare dintr-un &,
notiunea de acceleratie spatialiredusi de ordin oarecare de specii superioare lui 1. Sirul
de teoreme corespunzind varietitilor liniare cu doui dimensiuni (plane) pentru un E, conduce,
in aceastd ordine de idei, la elaborarea unor noi procedee grafice-analitice de constructie a
cimpurilor de acceleratii. ;
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- Problema de distributfie a acceleratiilor de ordin oarecare ale punctelor
solidelor rigide in migcare spatiald compusi, avind la bazi — in cadrul
migcdrii paralele cu un plan fix — formulele generalizate ale lui Somo v
[38] si prezentind de pe acum o vastd gami de aplicatii aflate in neincetata
adincire si largire [37], 1si gaseste solutie in metoda spatiali a acceleratiilor
reduse de ordin oarecare de prima specie, dupd cum rezulti din sirul de
teoreme ce urmeaza.

TrEOREMA 1 (relativi la distributia acceleratiilor spatiale de specia intiia
de ordin oarecare). Locul geometvic al extrematililor acceleraliilor veduse de
ordin n, delerminal prin ecuatia vectoriald

-+ - = (#)

Yar, = Vo @y (1.6)

in care punctul M parcurge o dveapta (D)

- -+ -+ -2

Ty =T+ pw, #=1, (1.7)

ce apartine wnui solid rigid in miscare spatiald genevald, este un parametru
! 3 ! g e =
=1

- s o .

w este versorul arepler (D), v, este raza vectoare a punclului O'€ (D) st a,, este

definit prin velatiile (1.3) —(1.5), este o dreaptd (D,), perpendiculard pe prima.
TrorEMA 2 (relativi la cruci generalizate in sensul lui A. P.Kotelnikov).

Acceleratitle reduse de ordin n ale punctelor M situate pe o dreapld ce aparfine

wnut solid vigid in miscare spafiald generald apartin uner cruct a lui Kotelnikov.,

TroOREMA 3 (de izogonalitate). Complexul pdtratic @; de drepte (D),
ce aparlin wnwi solid rigid in miscare generald spatiald, definit prin ecuajia

Ay(u) = 0, (1.8)

- -
in care w este versorul drepler (Dy,), 1ar A,(u) se definesc prin (1.4) (1.5),
se bucurd de proprietatea cd locul geomelric al extremititilor acceleratiilor
reduse de specia intiia ale punctelor M, este un alt complex pdtratic @r* de
drepte (D), asociate dveptelor (D), avind loc proprictatea de izogonalitate

p -
in sensul cd (D) i (Du,) formeazd intre ele un unghi v, independent de u.

TEOREMA 4 (de extremum relativa la acceleratii spafiale reduse de ordin
oarecare de prima specie). Acceleraliile spatiale reduse de ordin carecare de
brima specie, definite prin (1.3), (1.5), se bucurd de o proprietate extremald.

Aceastd concluzie decurge, de exemplu, din urmétoarea teoremd, in
a cdrei demonstrafie s-a folosit metoda calculului virial mentionati in intro-
ducere.
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TrorEMA 5 (de distributie a acceleratiilor spatiale de ordin oarecare).
8 # , . . '
Locul geometric al punctelor M, delerminat prin ecuatia vectoriald

-1 -1
- -+ 5 ->(n) —+(n) a* @y a" T}
¥ ¥ = ¥ + A a..; a, = - ; ]
M) M n M o P 1 (1.9)
in care dreapta ((D*)
- -+ -+ -2
s # =
=t +p*u, w=1, (1.10)

apartine unui solid rigid in miscare spafiald generald 2} |, p* sint parametri,
este o dreaptd (D). Unghiul complex intre (D*) si (D)) este o, = 0, + wd,

w? = 0 (ca urmare a corpului numeric folosit, aceastia formi se numeste
uneori dwald), 0, fiind unghiul obisnuit intre vectorii unitari ai axelor dfepte:lor
considerate, iar d, este cea mai scurtd distanid intre atave drepte, ce se exprimd

prin functic trigonometricd de unghiul complex dupd cum urmeazd :

tgo, = tg 0, 4 wd,(1 4 tg20,), (1.11)
\‘—» (—a- —f(n) -+
. fle + Ao x u) ]P—[1 — k4, — A4, (w)]®
tgl, = — T i = ) (1.12)
1'7)‘::‘(‘4n - AM(“))
; (—r(u) -}(u;) o
Nl =>(1) > <+ 3+ =
il e = N0~ o8 7 G == gy =
e /W € =0 —ulo. o), (1.13)
e . e
;:m: d”AIZU.: a!”‘*:u_ .
& a" ! T

Proprietatea de extremum ce caracterizeazi acceleratiile spatiale reduse
de prima specie se referd la funcfia (1.12) si corespunde la valoarea para-
metrului 2; datd prin

14 1
o= —— (1.14)
Aﬂ - A”(‘M]

Renuntind aici la expunerea altor teoreme ce adincesc studiul distri-
butiilor acceleratiilor reduse de ordin oarecare de prima specie ale punctelor
solidelor rigide in migcare spatiald generali, vom expune mai jos metoda
accelerafiilor spafiale reduse, ilustrind-o prin aplicarea nemijlocitd la o
serie de mecanisme spafiale de mare importanti in tehnica noud. -
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2. Metoda aceeleratiilor spatiale reduse de prima specie

Fie AB o dreaptd in migcare spatiald generald si 4 un punct al ei. Fie

-

a4, accelerafia redusd a punctului 4. Miscarea organului purtitor al drep-

tei AB poate fi consideratd ca fiind compusi dintr-o migcare de transport,

care este o migcare de translafie, o datd cu punctul 4, si o miscare relativa

de rotatie In jurul unei axe ce trece prin 4. Axa de rotatie si dreapta 4B
-+

definesc un plan (). Miscarea relativd de rotatie cu viteza unghiulari o se
poate la rindul ei considera ca fiind compusi dintr-o miscare de rotatie
in jurul unei axe continutd in planul (), perpendiculari pe 4B, de vitezi
unghiulard ©, = o sinp §i dintr-o migcare de rotatie in jurul dreptei 4B,
de vitezd unghiulard w, =  cosp. Componenta tangenfiali a acceleratiei

. ~ . FUA T i a
punctului B in migcarea de rotatie de vitezd unghiulari o, este nuli, iar
> 1

=
componenta normald a acestei acceleratii este apy = kl ol Prin urmare
accelerafia normala redusd in raport cu w? a punctului B este

>

—+n - .
y =kl =ay, )6} (1.15)

a'BA

3
Vectorul acceleratie unghiulara instantanee e, ce nu are in general
-
vorbind acelagi suport cu w, se poate descompune in trei vectori astfel:
- -+ -
vectorul e, sd aiba ca suport dreapta 4 B, vectorul ¢, si fie coliniar cu w,
-

si vectorul e, sd aibd ca suport o dreaptid perpendiculari pe ABsi pe

-+ = -+ =+ -
o,(eq). Alegind tfe‘ versori ¢, 7, k, legati de dreapta 4 B, se poate scrie
-+ 4 -+ =t iz

gy =5 € g, =1,, c5%. Sumind geometric acesti vectori, se obfine

" it = ¥ = o - i
(tig. 1) ay, = ,,(e17 + e5%),in care g, j + &, ¢ este tocmai vectorul ¢ rotit

cu 90° in jurul dreptei A B. Prin urmare accelerafia redusi tangentiali a

punctului B este
> -

-
pgy=lyp 0% (€17 + 1), (1.16)

suportil veéctorului ; B;,fiind dreapta aa ce treceprin extermitatea vectorului
; 4, 51 este perpendiculard pe dreapta 4 B. Dreapta o este deci locul geo-
metric al extermititii vectorilor ; 5, atunci cind punctul B descrie dreapta
AB. Se observd cid orientarea dreptei aa depinde numai de orientarea, in
planul P dus prin extermitatea vectorului ; ., perpendicular pe dreapta 4B,

!
a unei drepte paralele cu ¢, ce reprezintd componenta acceleratiei unghiu-

-
lare ¢ confinutd intr-un plan paralel cu P. In figural s-a notat prin I punctul
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de intersectie al planului P cu dreapta A B si prin /N perpendiculara comuni
_}I

intre dreapta aw« gi dreapta A4 B, care este paraleld cu suportul vectorului e.

L0
Segmentul AI reprezintd proiectia vectorului a, pe dreapta 4 B. Figura a fost
executatd considerind scara acceleratiilor reduse egald cu acea a lungimilor.

Fig. 1

Teorema expusid, punind in evidentd din punct de vedere geometric

rolul factorului [4, — Al(;)]*l ce intrd in definitia (1.3) a accelerafiilor
spafiale reduse de prima specie si de primul ordin, conduce la urmatoarea
construcfie a accelerafiei reduse a unui punct oarecare al unui organ apar-
finind unui mecanism spafial, dacd se cunosc accelerajiile reduse a trei
puncte ale aceluiasi organ. Constructia de mai jos foloseste, asa cum a
facut de exemplu S. I. Panteleev [51] cu ocazia studiului cinematic

printr-o metodd grafici a mecanismelor spatiale cu trei organe, procedeele
- -

0
geometriei descriptive. Vectorii a,, a@p si ac sint accelerajiile cunoscute ale

3 — Studil sl cercetdri de matematici nr. 2/1961
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punctelor 4, B si C (fig. 2). Se reprezinti aceste puncte prin proiectiile lor
pe planul orizontal si cel vertical, notindu-se cu y y linia de pimint. Se mai
reprezintd si punctul D a carui accelela‘pe redusd trebuie determinati. Se
uneste punctul D cu punctele 4 si B, obfinindu-se dreptele AD si BD, care
se reprezintd in cele douid plane de proiecfie prin dreptele A,D,, A il

n

P,

™
P, :
ny 1
|
| |
I I
| |

Y ;
N Mp J

Sh
Fig. 2

B,Dy, B,D,. Se presupune efectuat in prealabil studiul vitezelor, deci se

-
cunoagte vectorul o ce reprezintd viteza unghiulard instantanee a organului
-» -
considerat. Notindu-se cu «,; componenta lui o confinuti intr-un plan
- -
perpendicular pe dreapta 4 B, se calculeazd mirimea vectoruluia,, = a, [w? |
Aceastd mirime se reprezintd apoi prin proectiile 4,a,, 4,a, pe cele doud
plane. Se determind planul P’ perpendicular pe dreapta AD si care trece

->
prin extremitatea a a vectorului a, . Construcfia este aratata in figurd, urmele
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—— =
=3 -

planului P’ fiind P, P|. Extermitatea vectorului a, = a,w ? este situ

= -
undeva in planul P’. Daci se noteazd cu wj componenta vectorului e con-

finutd 1ntr un plan perpendicular pe dreapta DB, se calctuleazi mirimile

-+ -+
¥ -2 «q =
vectorilor a =a, ot sl u, =s 67"
Se poate scne apoi relafia
- == - -0 -+ ) S .
.. -2 r—3g r_g ‘- —2
Up, = Gp @ =80, "+ Gpp 0" = dpp 07"+ ap, 072 (1.17)

sau succesiv

-/ -+’ -+ s —7
Ay, = @g, + 10k + 15, ¢ 072 + 1,8 072, (1.18)
! -+ -+ , e -+
ap, =ag + bk + 1,07y j +e59). (1.19)

Inmulfind relajia (1.17) prin raportul cunoscut %? = w2/ w? se obfine

- =3 £ ; - _’_ __’_
ay, =adport=ago+ i, Kk 41,077+ 1), (1.20)
Sau
-+ -+
Dy _a’Br+ ],lmk k + l (51] + ey 5) (1.21)

-+ - >
in care 7, j i k sint vectorii unitari atasati dreptei DB, analog cu ceea ce

s-a ardtat anterior. Vectorii acceleratii reduse se reprezintd la o scari egali
cu acea a lungimilor. Se marcheazi pe dreapta DB punctul I astfel incit

- -
Lp; = lpg k7 51 cu originea in punctul I se reprezintd vectorul ¢, = a,w *
Se determind apoi planul P" perpendicular pe dreapta DB si trecind prin
-+

punctul b ce reprezintd extremitatea vectorului a_ situat cu originea in

punctul I. Urmele planului P" sint P, P,. Extremitatea vectorului ; o
trebuind sd fie situatd in ambele plane P’ si P", se va gdsi pe dreapta
ao de intersecfie a lor. Se considerd apoi dreptele AD gi DC. Se efectueazi
constructii grafice pe baza unor rajionamente complet analoge cu cele
folosite pentru dreptele AD si DB si se determina apoi astfel o altd dreapta
BB. Extremitatea vectorului cz se va gisi la intersecfia dreptelor ae gi
Bp. Ultimele constructii graflce, pentru a nu incdrca prea mult figura 2,

= -
nu sint reprezentate in ea. Mirimea vectorului @, se objine inmulfind

5 =->
marimea vectorului a, cu wi
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In figura 3 sint reprezentate doui organe I, si I,, aparfinind unui
Elecamsm spatial, asociate intre ele printr-o articulatie. S-a notat prin

a,,accelerafia redusd a punctului 4, cunoscuti, A fiind pe axa articulatiei,

- - = _) -
adicd a, = a,w;? Se consideri planul definit de dreapta A B ce aparfine

i 8
8

Rig. 3

. . - a - . A _b
organului I, si axa articulajiei si in acest plan se descompun vectorii w

-
si e dupd dreapta AB i dupi o perpendiculari pe ea situats in planul Q.
Acest lucru insemneazd descompunerea miscirii de rotatie relativd in
jurul axei articulafiei in doud migciri de rotatie, i anume in jurul dreptei
AB si in jurul perpendicularei pe 4B, situata in planul Q. Planul P este

" =5 . ) Y -+
dus prin extremitatea vectorului a,, perpendicular pe dreapta AB. In
acest plan este situatd dreapta a« care reprezinti locul geometric al ex-
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tremitiafilor acceleratiilor reduse ale punctelor dreptei 4 B. Perpendiculara

comunid NI intre dreptele o si PP este paraleld cu suportul vectorului

5> -+ - A :

g1( 0y)- _ : _

Pozitia dreptei ao se poate stabili grafic, de pildd prin procedeele
-

geometriei descriptive, sau analitic, dacd se cunoaste vectorul a, si dreapta
AB, deoarece dreapta aa este perpendiculara dusid prin extremitatea vec-

—+
torului a, la dreapta AB sila o perpendiculari pe 4 B confinuti in planul
Q, definit aga cum s-a ardtat anterior. Deci nu este necesard pentru aceasta

e
cunoasterea prealabili a vectorului e.
Cele de mai sus extinzindu-se, cu modificdrile si complicatiile inerente

->
aspectului spatial interpretat geometric al factorului [4, — 4,(u)]™*
caracteristic cimpurilor de acceleratii spatiale reduse de specia intfia de
ordin », la cazuri din ce in ce mai complicate, conduc la studiul sistematic
al mecanismelor spatiale cu ajutorul metodei acceleratiilor reduse. Trimi-
tind cititorul, pentru adincirea specificului problemei, la [32], vom ilustra
aplicarea metodei prin studiul cinematic al unui mecanism sferic §i al unui
mecanism spatial cu culisd dreapta.

Mecanismul reprezentat in figura 4 este un mecanism sferic format
din patru organe Iy, I, I,, I,, din care I, este batiul. Lanful cinematic
spatial este simplu si inchis, cu un singur grad de mobilitate, deoarece nu
se ia in consideratie posibilitatea de rotire a bielei I, in jurul dreptei B,C,.
Cuplele cinematice care asociazi organele intre ele sint doud articulafii
si doud articulatii sferice. Planul H, care confine traiectoria centrului comun
By, al sferelor plind si goald ce constituie articulatia sfericd din B,, este
un plan fix caracteristic mecanismului. T,a fel planul V' ce confine centrul
C, al celei de a doua articulatii sferice. Planele H gi V sint perpendiculare,
deoarece axele articulafiilor care asociazi organele I, si Iy la batiul I,
sint si ele perpendiculare una pe alta, intersectindu-se in punctul fix O
caracteristic mecanismului. Proiecfia ortogonala a bielei I,, adicd a dreptei
B,C, pe planul H este notatd prin B,C, si pe planul V prin B,C,.

Se presupune efectuat in prealabil studiul vitezelor pentru toate or-

o
ganele mobile ale mecanismului, deci se cunoaste componenta w, perpen-

-3
diculard pe dreapta B,C, a vitezei unghiulare instantanee w, a bielei I,.

TLegea de migcare a organului conducdtor I, este presupusa datd, deci
- -> " >t

se poate determina vectorul a, =a, + ay situat in planul H. Vectorul
hi 4 4

-+ -+ -
Ay ,= Ay o, ? este coliniar side acelasi sens cu vectorul g, Scara acce-
i b = 11

leratiilor reduse se ia egali cu scara lungimilor, iar planul 7 se rabate peste

planul H in jurul dreptei zz. Conform teoremei 1, extremitatea vectorului
-

_>!I
a , o, ? va fi situati intr-un plan perpendicular pe dreapta B;C,

=a
e, “3
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. % A - . . -+
si trecind prin extremitatea vectorului a B, Urma planului P, «,, pe planul

H, este perpendiculard pe dreapta B,C,, iar urma planului P, «,, pe planul
. [¥3 =+
V, este perpendiculard pe B,C, Se noteazi prin a; , =;C ;% . Vectorii
v v *

Fig. 4

e 3.

ac ,$tdc , sint coliniari, de acelasi sens si se giisesc in planul V care contine

traiectoria punctului C,.

Pentru organul I'; se poate scrie ecuafia vectoriala

a. =ap+ac; -+ A pr @y = 0. (1.22)
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fmpirfind ambii membri ai ecuatiei (1.22) cu scalarul o, se obfine

2
ol lep®s +  lgps 2
acia’ N w? bt 2 Js (1'23)
3 =3

ke -+ . - A
i si § fiind vectorii, respectiv coliniar si perpendicular pe dreapta C,D.
Fcuatia (1.23) aratd ci dacd se reprezintd vectorii acceleratiei reduse la

o scard egald cu scara lungimilor, extremitatea vectorului a,  se giseste
]

pe dreapta PP perpendiculard pe dreapta C,D, continutd in planul V' si

trecind prin punctul D.
__‘_I _}"

Raportul marimilor vectorilor a,.  si a, , este cunoscut, adica
v v

; o )
i ac,, ! ‘ ag, ; m;z m;z

- - = 2 (1.24)

2
gy

7 T
a @ | =2
| Cyr I | Cy | ©g

e

-5/ -+
Notindu-se cu b si a extremitifile vectorilor a_ , si a. , dreapta suport
] Y

comun a acestor vectori e o dreaptd situatd in planul V', trecind prin punctul
C,si care intersecteazi dreptele BB si o, in punctele b si a astfel incit

GE
Cytt

in planul V se duce o dreapti yy, prin C,, paraleld cu e, si care inter-
secteazd dreapta 8f in b’. Pe dreapta yy se ia segmentul C, a’ astfel incit

-

I
Cya’

Prin a’ se duce paralela la Bp si la intersec}ia ei cu o,u, se determind punc-
tul a. Punctul b de intersectie al dreptei C.a cu dreapta Bf este extremi-
-+ -+

tatea vectorului 4, ,. Mirimea vectorului a, se obtine inmulfind marimea
v
. -+ ’ ) . =t
vectorului @, , cu ? sau mirimea vectoruluia, , cu .

v ]

in figura 5 este reprezentat un mecanism spafial cu culisi dreapta.

Fl constd dintr-un lanf cinematic spatial simplu inchis cu un singur grad
de libertate, organul fix fiind notat cu I,. Manivela motoare I, este asociatd
la batiul I, printr-o articulatie. Organul I, este o piatra de culisd care
aluneci de-a lungul culisei drepte I,. Miscarea relativd a pietrei de culisd
fatd de culisd este o miscare de translafie rectilinie. Asocierea dintre mani-
vela mofoare I, si piatra de culisd I, se face cu ajutorul unei articulatii
sferice. In B, este suprapusi deci o articulatie sfericd si o cupla de trans-
latie, deoarece punctul B, centrul comun al celor doua sfere plind si goald
ce alcituiesc articulatia sfericd, se giseste pe direcfia de alunecare wu a
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cuplei de translatie. Se considerd un punct M, de pe directia de alunecare

uu, adicd aparfinind culisei I, si care coincide in momentul considerat cu

punctul B, care apartine organelor I, si I,. Accelerafia relativi redusi
=

@yp, ate ca suport dreapta wu.

Asocierea dinfre culisa I, si batiul I,, se face cu ajutorul unei articu-
laii sferice cu deget. Sfera plini si degetul aparfin organului I,, axa dege-
tului fiind perpendiculari pe dreapta wu (culisd). Migcarea organului 7,

o - . . o . b
fajd de organul 7, este o miscare de rotatie de vitezd unghiulard w,, care

z

poate fi consideratd ca fiind compusi dintr-o vitezs unghiulard «,, coli-

- 7

niard cu axa degetului si o alta w,, perpendiculars pe tdietura circulard
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din sfera goald care aparfine organului I,. Vectorul c_l:_,m este deci continuit
in planul P ce trece prin centrul comun C, al celor doud sfere ce alcituiesc
articulatia sfericd cu deget si e perpendicular pe culisa I3, adicd pe dreapta
ww. Planul @, definit de axa xx a articulatiei ce asociazd manivela I, la
batiul I, si de punctul C,, este un plan fix, caracteristic, al mecanismului.
La fel, planul H ce contine traiectoria punctului B,. Planul H este perpen-
dicular pe planul Q. Se mai poate considera si planul ¥ perpendicular pe
Q si H si continind dreapta xx. Dreptele B,C, si B;C, sint proiectiile orto-
gonale ale dreptei B,C, pe planele Q si H. Planul P se defineste prin urmele
sale pe planele Q si H, «,, o, care sint respectiv perpendiculare pe B,C,
si ByC.

Pentru accelerafia punctului M se pot scrie ecuatiile vectoriale

- - -+ C -+
Cgy = aB.u + @y, + %pp, (1.25)
si
- -+ - N > 1
(it “c!Z + aMcq i 5 “Mcq' (1.26)
"y
a
in care ¢, = 0. Deoarece
7
L
-+ G -+ -+
@yp, =205 X Uy, (1.27)

246
ooy : e 2k
vectorul a,, 5, este confinut intr-un plan perpendicular pe direcfia de alu-
- . + . .
necare #u, adicd paralel cu planul P, céci Vg, este coliniar cu dreapta #.
I

- -
Din studiul prealabil al vitezelor se cunosc vectorii g, $i Vi, deci
U

se poate calcula vectorul accelerafie al lui Coriolis. Impérfind ecuatiile
(1.25) si (1.26) prin w2, se obtin ecuatiile

30*

— -+ C -+ r

=
Rry = Bp e anmh it aMBhr (1.28)

h

- -+ n - ¢

Gngr = ﬂ"Mcqr"I_ a’Mqu'
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A
in care
-+ -+ -+ -+
-+ 3 -+ =+C
o e L A By 2o X Uyp, (1.30)
Mr m2 4 Byt T MByry — 2 ’ %
30 39 @3p
-+ > n =
e >N L -+ £
a _ "mB) _ “mcy _ %*Mcy (1.31
MBr 2 MC.¥ 2 ? MC.r— ~ 2 E )
Wy q W3y, 9 gy

Se considerd mai intli cd punctul B, aparfine organului I, a cirui
lege de migcare se cunoaste si se traseazi la o scari a acceleratiilor reduse

o
egald cu aceea a lungimilor, in planul H, vectorul a, . Se reprezinti,
: h

prin proiectiile sale pe planele Q, H si V, cu originea in extremitatea 5’
> g +C

)
a vectorului a, ,, vectorul a care e continut, ca si vectorul a in-
i

TMB;r MB;?

¥ 13 I

tr-un plan perpendicular pe directia de alunecare wu. Din punctul b" ce
=+ C

reprezintd extremitatea vectorului a se duce paralela cu dreapta wu

MBy r
=

gi care reprezinta direcfia acceleratiei relative reduse a,,, . Dar, in confor-

B, r
- . . . "’ .
mitate cu teorema 1 si prin urmare si pe baza ecuatiei (1.16), extremitatea

-5
vectorului a,, trebuie si fie situatd in planul P, deci in punctul m’ de
intersecfie a directiei paraleld cu dreapta wu dusi prin punctul 5" cu
planul P.

Metoda acceleratiilor reduse, exemplificatd prin elaborarea de mai sus,
poate fi extinsa si la alte categorii de mecanisme pe misura rezolvirii pro-
blemei de sistematizare cit mai completd si mai unitari a mecanismelor
spatiale, cu privire speciald asupra vastei probleme de sintezi a mecanis-
melor si de elaborare a metodelor de sintezd a unor atare mecanisme. Nu-
merosi pagi pe calea unei atare rezolviri, cerutd de hotiririle plenarei de
inchidere a celei de a doua Conferinfe Unionale de TMM deja menfionata
[22], avind drept exemplu recentele realiziri in sinteza circuitelor si rele-
elor electrice [47] si folosind aparate matematice de investigatie ca teoria
grupurilor, a grupoidelor ete., s-au ficut in ultima vreme [60, 49] sirul de
lucrari in domeniu continind si lucrdri ale autorilor romini [6, 59].

Partea a doua
METODA COORDONATELOR VECTORIALE CILINDRICE
Aceastd a doua parte a lucririi de fatd poate fi divizati, la rindul ei

in doud parfi: una privind elaborarea metodei, si a doua privind apli-
carea metodei in mecanica graficd spatiald [58, 62,10].
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1. Expunerea metodei coordonatelor veetoriale eilindrice

Elaborarea metodei coordonatelor vectoriale cilindrice are la bazi
trei idei principale :

1°, Inlocuirea calculului analitic prin calcul grafic

2°, fnlocuirea coordonatelor carteziene ale unui vector liber prin
,,coordonate cilindrice’”’, aceastd inlocuire permitind sd se elabo?eze pro-
cedeele grafice pentru efectuarea diferitelor operatiuni algebrice intre
vectori spatiali, aseminitoare celor cunoscute pentru cazul plan

3° fnlocuirea coordonatelor wvectoriale obisnuite ale unui vector
alunecitor prin ,,coordonatele vectoriale cilindrice”, ce vor fi definite in
cursul expunerii gi care au permis rezolvarea, prin procedeele cunoscute
de la cazul plan — poligoane vectoriale si poligoane funiculare, — a proble
mei fundamentale din algebra vectorilor alunecitori i anume reducerea
sistemelor de vectori alunecdtori spafiali.

Elaborarea metodei coordonatelor vectoriale cilindrice constd in con-
secinti in tratarea, in sensul ideilor mentionate mai sus, a urmitoarelor
probleme :

1°. Extinderea elementelor de caleul grafie, cunoscute, la cazurile cind
mirimile care intervin in diversele relafii scrise sint reprezentate la sciri
diferite.

b x5

/\_@V’/
¥ %

Fig. 6

2°. Algebra grafiefi a veetorilor liberi, in care se introduc, in locul
coordonatelor carteziene ale unui vector liber (proiectiile lui pe axele de
coordonate carteziene, coordonatele cilindrice, reprezentate prin :

— proiectia vectorului pe un plan =, numit ,planul reprezentarii”
(in figura 6: planul x,0x,);

— unghiul 6”format de aceastd proiecfie cu o axd de referinfd (in
figura 6: axa Oxy);
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— proiectia vectorului pe o axi normali la planul reprezentirii,
numitd , axa reprezentarii”’

_ -+
In modul acesta vectorul liber v a fost descompus in doud componente
normale intre ele:
— o componentd situatd in planul reprezentirii, numiti ,,componenta

coplanard” si
— o componentd situati pe axa reprezentirii, numiti ,,componenta

axiald”

s
Notind cu #, versorul componentei coplanare si cu n versorul axei
reprezentirii, expresia unui vector, in coordonate cilindrice, va fi data
de relatia :
-+ > -
O =10, U+ V. 2.1)

Pe baza acestei descompuneri a unui vector liber au putut fi elaborate
[18] procedeele grafice pentru efectuarea diverselor operafii algebrice
intre vectori liberi spafiali.

Astfel, suma geometrici a unui numir determinat de vectori spatiali
va fi exprimatd prin relafia :

> - -+
=Y =Y %, %y + Yo, n (2.2)
v v v v

si va putea fi efectuati prin constructia unui poligon vectorial in planul
reprezentdrii si a unei linii vectoriale pe axa reprezentirii.

Descompunerea unui vector in trei componente oarecare in spafiu
dupd trei directii determinate prin unghiurile 5, formate cu planul repre-

-
zentdrii gi prin versorii s ai proiectiilor directiilor pe planul reprezentarii,
o
va fi efectuatd prin construirea mai intii a triunghiului vectorial reprezen-
tat prin ecuafia :
-

-+ -+ oy
(v. —v.cotgd, uBA) + ll(sin(pﬁlcotg Lpﬁauad — cosi, uOA) +
i 3 Aot

-+ -5
4 Ay(sin ¢, cotg ¢, %4 — COS N uBA) =0 (2.3)
2 3 0, 2

2

din care vor putea fi determinafi factorii scalari A, si A,, prin fixarea in
planul reprezentirii a pozitiei unui punct cu ajutorul vectorului de pozitie

¢ =¥, + A;cos l,bd_”(ja (1= 1, 2) (2.4)
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si prin construirea-apoi, in planul reprezentirii (figura 7), a doud parale-
lograme ale cdror laturi vor da componentele coplanare ale celor -trei
vectori cdutali; valorile scalare ale componentelor axiale vor fi determi-
nate, prin simple proiectii, in baza relatiilor :

Vo= N sinds, (o0=1, 2, 3). 2.5)

Fig. 7

\
Diferenfa geometricd intre doi vectori, exprimatd prin relafia :

-+ > - - -+ -
U =05 — ¥y = (""20“9‘: —'Un%;’) + (V30 — v3a)% (2.6)

va putea fi efectuatd grafic prin completarea unui triunghi vectorial in
planul reprezentdrii gi prin o diferentd de segmente, pe axa reprezentirii.

Produsul scalar intre doi vectori spafiali, exprimat in coordonate
cilindrice prin relafia :
S

rv =ro, cos (0°— 0") + 7,9, ' (2.7)

va putea fi efectuat grafic prin constructla reprezentata in figura 8 care
permite sd se pund in eviden$d si semnele celor doi termeni. - :
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Produsul vectorial intre doi vectori spatiali este exprimat, in coordo-
nate cilindrice, prin relafia :

-+ + = - . » s
p=rxv= [nv,,uef_% + r,,vcr.ae1,+%:| + 70, 8in (0° — 0)n, (2.8)
s ‘
4
t'//
g /
er
\ A
A- E

\
EVe cos(8Y-8"7)

o W
LU
——=%
|
VC ]1
V5 = ==
Fig. 8

componenta sa coplanard determinindu-se prin construcfia unui triunghi
vectorial in planul reprezentirii, iar mérimea componentei axiale prin
construcgia din figura 9, care pune in evidenfa si sensul acestei componente.

Constructii asemindtoare permit determinarea produsului mixt §i
dublu-vectorial intre trei vectori, precum si rezolvarea unor tipuri de ecu-
atii vectoriale, intilnite in deosebi in Mecanica.

3°, Algebra graficii a vectorilor aluneeitori si legati, tratind problema
reducerii — pe cale grafici — a sistemelor de vectori alunecitori gi legati.
Se introduc mai intii, in locul coordonatelor vectoriale obisnuite ale
unui vector alunecitor (vectorul liber i cuplul de moment egal cu momen-
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tul vectorului alunecitor in raport cu polul considerat), , coordonatele
g o R o e .
vectoriale cilindrice’, definite in modul urmator :

>
Vectorul al?necator v, aplicat in punctul P, arbitrar pe suportul siu,
se descompune in cele doud componente cilindrice :

i
— componenta coplanara, v, paraleli la planul reprezentirii, si

-5
— componenta axiald, v, paraleli la axa reprezentirii (figura 10).

1

A 73 -
Fig. 9

Aplicind in punctul P, (proiectia ortogonald pe planul reprezentarii
a punctului de aplicatie P), doi vectori direct opusi, 1;: si -—1;:, vectorul
alunecator _1;8 din punctul P va putea fi inlocuit prin sistemul echi-
valent format din vectorul alunecitor -;,; din planul reprezentarii si

. —>
dintr-un cuplu, de moment _f,, situat in planul reprezentarii ; de aseme-
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> -
nea, aplicind in polul O vectorii v si —uv,, vectorul v, din punctul I

va putea fi fnlocuit cu sistemul echwalent format din vectorul v de pe

axa reprezentarii i cuplul de moment ﬁlz situat in planul reprezentirii.

Suma geometrici a celor doud momente din planul reprezentarii:

ﬂ? .ﬁl1 + Lﬁlz—' ¥alg M -n' + Yy va r_f_ s (29)

2

-
da ,,momentul coplanar’ fad de polul O al vectorului alunecédtor .

Momentul axial al vectorului alunecitor, momentul fatd de polul O

i e " 3 .
al componentei v, din planul reprezentdrii, poate fi determinat cu ajutorul
unui poligon funicular.

In modul acesta, vectorul alunecidtor > din spafiu poate fi inlocuit
cu sistemul echivalent format din vectorii : ;

s v =
— vectorul axial ﬂ,,, situat pe axa reprezentarii;
— wvectorul copolar vc, alunecitor in planul reprezentirii ;

. — cuplul, avind momentul coplanar J/”[ situat in planul reprezentdrii.
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Demonstrindu-se cd ansamblul acestor trei vectori determini complet
un vector alunecator ei au fost numiti ,,coordonate vectoriale cilindrice”

ale vectorului v:
-+ 3+ =

._).
v{v,, Y, M) (2.10)

Calculind cu ajutorul coordonatelor cilindrice $i momentul unui vector
alunecator in raport cu o axd A, formind cu planul reprezentirii unghiul
¢, 5i a cdrui prolectie pe planul reprezentarii are orientarea determinati

prin versorul ueA, se obfine expresia :

My = cos, - pr [ Mo MAo,)] + sin b, - [Ma— Moo)], (2.11)

A
ue

observindu-se cu ugurin{d cd primul termen al acestei sume se obfine prin
proiectarea, pe proiecfia coplanard a axei, a unei diferente geometrice de
doud momente coplanare (al vectorului alunecitor situat pe suportul siu,
precum $i al vectorului, mutat paralel cu el insusi, intr-un punct arbitrar
de pe axa fatd de care se considerd momentul), si cd al doilea termen poate
fi determinat cu ajutorul unui poligon funicular.
Coordonatele vectoriale cilindrice ale unui sistem de vectori alune-
cator: vor fi;
; ,,vectorul coplanar rezultant” al sistemului, definit prin relatia :

-

— E\, 'va: E v, uea\: (2.12)

v c

si determinat prin construirea, in planul reprezentirii, a unui poligon vec-

torial ; = ;
,,vectorul axial rezultant” al sistemului, definit prin relafia :

= Yo, = (To,)n (2.13)
v v

si determinat prin construirea umnei linii vectoriale ;

—y
— cuplul, de ,,moment coplanar rezultant’”” _f,, definit prin relatia:
-3
= 2 My, (2.14)

si determinat prin construirea, in planul reprezentirii, a unui poligon
vectorial ;

_+
— cuplul, de ,,moment axial rezultant” _#, definit prin relatia :

s .15

si determinat prin construirea, tot in planul reprezentirii, a unui poligon
funicular.

4 — Studii si cerceldri de malematicd nr. 2/1961
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Ansamblul acestor vectori va constitui torsorul cilindric in planul respectiv :
considerat, al sistemului de vectori alunecitori. - 3 - 3 T T e Sy S R ehr L app oy ok
Stabilindu-se corespondentele intre formele — inchise sau deschise — (i P [ag+ e X7+ o X (0X7)] = ate Xrtox(oxr), (2.19)
a 0

ale poligoanelor vectoriale si funiculare construite pentru determinarea
acestor vectori rezultanfi gi intre sistemele echivalente simple la care pot
ti reduse sistemele de vectori alunecitori, se rezolvi foarte simplu problema
reducerii pe cale grafica a sistemelor de vectori aluneciitori spatiali. Astfel,
un sistem caracterizat prin inchiderea tuturor poligoanelor vectoriale,
precum i a celui funicular, va fi un sistem echivalent cu zero. '

Folosind coordonatele vectoriale cilindrice se poate determina grafic
atit axa centrald a unui sistem de vectori alunccitori, cit si pozitia centrului
unui sistem de vectori paraleli spatiali, pozifie determinati prin urmé-
toarele componente cilindrice ale vectorului sau de pozitie :

w, fiind o vitezd unghiulari constantd, obignuit a organului conducitor,
se stabilesc un numir de 12 proprietdti [16] privind distributia vitezelor
si acceleratiilor, precum si counstructia , planului vitezelor coplanare” si
a ,,planului accelerafiilor coplanare”, proprieta{i prezentind o d§o§eb1tﬁ
importantd in rezolvarea pe cale grafici a problemelor c}eﬁ cinematica spa-
tiald, Se mentioneaza astfel urmatoarele proprietdfi mai insemnate :

Pyoprictatea I-a .
Locul geometric al extremitatilor vectorilor viteze coplanare reduse
: i e A . 5
ale punctelor unui segment apartinind unui solid in migcare generald este

= Y T\, v, " ET‘,N v, o dreaptd Af, formind cu projecfia segmentului pe planul reprezentérii
ro=—g——) fa= ——> (2.16) unghiul dat de relatia :
Ev‘"\, N N -+ cos iy, -+ @ sin g sin(6°— 07 )
cos[A“U( U ‘,m] — = T ) = , (2.20)
sau prin constructfia a trei poligoane funiculare, doui in planul reprezentirii P %"(HSBU T Mty "?) + wgsin gy, i

si unul intr-un plan axial confinind axa reprezentirii.

4°. Elemente de analizii vectoriald graficéi, in care se stabileste mai
intii expresia — in coordonate vectoriale cilindrice — a derivatei unei
funcfiuni vectoriale de un argument scalar #:

w, w, si 0 filnd coordonatele cilindrice ale vectorului vitezd unghiulara
redusd iar {,, unghiul format de segmentul de dreapti cu planul repre-

zentarii.
Proprietatea a Il-a:

ds " ap, = agr dv_ - Locul geometric al punctelor reprezentind variatia proiecfiilor axiale
el R L S (2.17) ale vectorilor de pozifie ai extremitafilor vitezelor axiale reduse ale punc-
| ’ telor unui segment aparfinind unui solid in miscare generald, in functie

$i apoi se stabilesc conditiile de integrare a unei funclii vectoriale de un
argument scalar, exprimatd in coordonate vectoriale cilindrice.

2. Aplicarea metodei coordonatelor vectoriale eilindrice in meeanica
grafied spatiala :

Aplicarea metodei, expusd in prima parte, la mecanica grafici spatiala
constd in elaborarea procedeelor grafice — bazate pe tratarea, prezentati
mai sus, a calcului vectorial — de rezolvare a problemelor de cinematici
spatiala, dinamicd spatiali si statici spatiali.

Se trateazd astfel, in continuare, urmitoarele probleme :

de distantele punctelor la polul considerat pe segment, este o dreapta Ade,
formind cu axa absciselor unghiul dat de relatia :

tg @o, = sin ¢ — ! cos ¢, sin (p° — g7,)- (2.21)

Proprietatea a VII-a:

Locul geometric al accelerafiilor coplanare reduse ale punctelm;*nnui
segment apartinind unui solid in migcare generald, este o dreaptd Ay for-
mind cu proiecfia pe planul reprezentdrii a segmentului, unghiul dat de
relafia :

** 5
cos [Agq, o 1=

» 37 > 4
] 0 [ . w_ee . . A . ] ¥ ¥ il w r . G =
5°. Aspecte grafice ale proprietitilor misefirii generale a solidului N b sindy sin (00 — 0)) + (@ pgglof cos (6 — 6f,) +(1 — " )eosy, .
o Sgaly e Tannata on i, i o = . —— (322
igid, in care, in indu- otiun e ,,vitezd r 5" si e ‘ == > > S
rig '.1.1? STk, ] EO HELIOA-5E nosiante 1pVAREZd. TEOUSE - 5l ;;acee erafl | efsin Qg e %+ el cos Uy oy  F 4 (@ pg,) 0f 1w+ (T — o) cos Yog Ugr ‘
redusd”, definite in sensul lui Federhofer prin relatiile : s ¢ 0a"gE -3 e 0o "of +5 ol Yo Yy 0
: |
-+ i ¥ . e g v . . L1 2
a1y vy @ 5 = Sr e, €, si 0° fiind coordonatele cilindrice ale vectorului accelerafie unghiu- |
L T X1 =17+ o X7, (2.18) lard redusi. i







