METODE PRACTICE DE INTEGRARE NUMERICA
A ECUATIILOR DIFERENTIALE

DE

D. V. IONESCT
(Cluj)

Lucvare prezentald la Golocviul de analizd numericd din 8—13 decembrie 1960, Cluj.

in fizici si in tehnicd se intrebuinfeazd foarte des formula de inte-
grare numerici a lui Adams, relativd la nodurile %y, %,,..., ¥ in progresie
aritmetici cu rafia k. Restul in aceastd formuld este de ordinul lui A7
Observind ci formula lui Adams este in fond o formula de derivare nume-
ricdi, in aceastd lucrare se dau alte formule de derivare numerici ce se deduc
din expresia diferentei divizate a unei functii f(x) pe nodurile %y, %,. .., %,
unele din ele fiind duble sau lipsind, sub formd de integrala definitd, pro-
blem3 pe care noi am tratat-o in general in alti lucrare [3].*) Aceste formule
de derivare numericid conduc la formule de integrare numericd folosind
aceleasi ncduri xg, %, ..., % ca la formula lui Adams, insd cu resturi de
ordinul 1ui A8,..., A2 care au fost precizate.

§ 1. Restul in formula de integrare numericd a lui
Adams a ccuatiilor diferentiale

1. Sa considerim ecuafia diferentiald
j”:f(x,y) (1)

si 4 notdm cu y(x) integrala ei, care satisface la conditia inifiald y(xo) = ¥s.
Presupunem cii s-a demonstrat ci integrala y(x) existd pe intervalul
[%o, % 4+ @]. In acest interval sd ludm nodurile x,, x;,..., %; in progresie
“aritmeticd cu rafia & si sd presupunem cd integrala este cunoscutd pe no-
durile ¥,, %s,..., ¥5. Notind cu ¥y, ¥y, ..., ¥5 valorile integralei pe nodu-
rile %y, ¥y, ..., %5 §i cu y, ¥,,..., y; valorile derivatei y'(x) pe aceleasi

#) Primul care a dat aceastd reprezentare, folosind o altd metodd decit in lucrarea
(3], a fost L. Tchakaloff [5].
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[\&]

noduri, se stie cid valoarea integralei y(x) pe nodul x,, este dati aproxi-
mativ de formula lui Adams [1]

, 1 ’ 5 ’ 3 , 251 = 95 2
$r) ~ st [ SA Y+ Zh i S A 4 Ay + B Ay, @

unde
Ajyl=9! — ¥, (5=1,8,3. ) (3)

Apj’; = Ahul_’)’; = Ak_lg’;71 (Itr‘ = 2, 3, L — ] fz’-, k—'—l,)

Formula (2) poate si se scrie sub forma

" ) ! ’ 95 ’
(%) = 5+ b [; R L/ R Y. 3] + R, (4)
unde R este restul acestei formule.

W. Tollmien [4, 6] a ariitat cA R este de ordinul lui A7, fird
insd sd determine restul formulei (4).

2. In aceastid lucrare determindm in primul rind restul R al formulei
de integrare numericid (4) a lui Adams. Pentru aceasta si scriem (4) sub
forma

Sy’(x‘) dx = k[yé«}-%Aly; + ...+

5

=AY+ R ()
—_ ] r
288 775 '

Sub forma (5), vedem ci restul R al formulei lui Adams nu este altceva
decit restul unei formule de cuadralurd pe intervalul [x,, ;] cu nodul x5
si cu nodurile exterioare x,, ¥, %, X3, X,.

Sa presupunem cid functia f(x, ) din membrul al doilea al ecuatiei
diferentiale (1), are in dreptunghiul D, definit de inegalititile

(D) : |2 — x| < @, ly — 2l < B

unde a < «, derivate partfiale in raport cu % si cu y, continue pini la ordi-
- nul al 6-lea,

In aceste conditii integrala y(x) are derivate succesive pini la ordinul
al 7-lea, care se calculeazd din ecuatia diferentiald (1), si putem scrie

¥ = fi(x, »)
¥ = falx, ¥)

R (6)
¥ = fo(%, ),

unde functiile fi(x, ), fo(x, ¥),..., fo(%, v) sint continue in dreptunghiul D,
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Acestea fiind precizate, restul formulei de cuadraturi (5) a fost deter-
minat de noi in lucrarea [1]§i pus sub formi de integrald definita

R = { ¢(+) y7(x) dz, (7)

unde funcfia ¢(x) este determinati, continua si cu primele patru derivate
continue pe intervalul [x,, x4]. S-a demonstrat ci funcfia ¢(x) este nega-
tivd pe intervalul (x,, %) si ci avem : :

Xg

S o(n) dx = — 21 7. (8)
Rezultd cd restul in formula lui Adams (4) este dat de formula
R — § o) x50 d, )
iar din formula (8) rezulté‘o ev:luare a valorii absolute a restului R ¢i anume
IR|< ;22:; W F, < 0,3156 ' F,, (10)

unde F; este o margine superioard a lui |f(¥,y)| in dreptunghiul D.

§ 2. Alte formule de integrare numerici de tip Adams
cu restul de ordinul Iui 77

3. Formula (4) este o formuld de derivare numerici de gradul al 6-lea
de exactitate, care se mai poate scrie sub forma

I " ’ ’ ’
Y{re) — () = i 4277 y'(x5) — 7928 5/ (w,) + 9982 y'(w;) — 7208 (1) +

+ 2877 y'(%1) — 475 yo(x)] + R. | (11)
In aceasti formuld avem
Y (%) = f(%0, ¥a)y V(%) =f%0, ¥1), -+ - Y (%5) = f(%5 ¥6).

Se pot da si alte formule de derivare numericd de forma (11), de ace-
lagi grad de exactitate care sd foloseascd mai pufine valori ale derivatei
y'(x) pe noduri, deoarece in general calculul Iui f(xy, ¥4), f(%2 ¥2), - -
este destul de complicat. Aceste formule pot fi, de exemplu, formulele care
exprimi diferenfa divizatd a functiei y(x) pe nodurile %y, x4,..., %5, unul
din noduri afara de x; fiind socotit dublu, printr-o integrald definitd, asa
cum am ardtat in lucrarea [3].
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Toate formulele pe care le vom da in aceastd lucrare se refers la acelasi
numar de noduri x,, %y,..., % in progresie aritmetici cu rafia %, ca si
in formula Iui Adams.

De exemplu, sid considerim formula de derivare numerici

EY]
o, 0y 2, -, 53 91 = 0(x) y0)(3) e
g
pentru care s-a demonstrat cd funcfia 6(x) este pozitiva pe intervalul (x,, x4
si cd avem
X ]
60
S‘ 0(%) dx = — A" (12)
7
Ao

Aceasti formulid se mai scrie

147 y(x,) — 360‘3’("1) +450 y(x5) — 400 y(%,) + 225 y(xg) — T2 y(x5) +
+ 10y(%) + 60 hy' () = { 0(x) () ax.

Presupunind cd integrala y(x) a fost in prealabil calculatd pe nodurile
X1, Xg %3, ¥y, ¥5; vom avea urmitoarea formuld de integrare numerici
a ecuatiei diferenfiale (1), rezolvind ecuatia (13) in raport cu 3 (x,) :

V(%) = — 14,7 vy + 36 y; — 45 y, + 40 Yy — 225 v, +
7.2 v5 — 6 b f(%, ¥o) + R (14)
in aceastd formuli restul R este determinant de formula

Xg

R = = { €00) folw, 3 ()] (16)

10

o

si avem evaluarea
IR|< % W F, < 08572 17 F,. (16)

§ In formula (14) avem avantajul de a avea un singur termen f(x,, y,)’
fatd de sase termeni f(xy, v,), f(¥1, ¥1), ..., f(¥5 ¥5) din formula lu
Adams (11). In plus formula (14) are drept coeficieni numere zecimale,
cu un numar finit de zecimale, ceea ce iar este un avantaj faji de formula
lui Adams.

Re;sj:ul in formula de integrare numericd (14) este tot de ordinul lui

h'_"' ca gi in formula lui Adams ; el este evaluat in formula (16) cu un coefi-

El(eint 0,8572 care este mai mare decit coeficientul 0,3156 din formula 1ui
ams.
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4, In formula de derivare numerici (13) sd presupunem cd integrala
y(x) a fost in prealabil calculati pe nodurile %, %, %, %5 % Rezolvind
ecuatia (13) in raport cu y(x,), avem urmitoarea formuld de integrare
numericd a ecuatiei diferenfiale (1):

y(%;) = 0,3675 y, — 0,9y, + 1,125 y, - 0,6625 v, — 0,18 y5 +

+ 0,025 y, 4+ 0,15  f(xo, ¥o) + R (17)
cu restul
1
R = — =000 folx ()] dx, (18)

£y

a carul evaluare este

| RI < - 1F, <0,0215 K°F,, (19)

Formula (17) este foarte avantajoasd, deoarece coeficientii ei sint
numere zecimale cu un numir finit de zecimale, restul este tot de ordinul
lui 47 ca si In formula lui Adams, insd coeficientul 0,0215 din evaluarea
(19) este cu mult mai mic decit coeficientul din formula lui Adams.

5. Formulele de integrare numericid (14) si (17) s-au obfinut din for-
mula de derivare numerici (13) in care nodul x, a fost socotit dublu. Ase-
nienea formule se pot deduce din formule de derivare numericd, analoage
cu formula (13), in care nodul x, sd fie considerat dublu, sau nodul #,, . . ..
Formula cea mai avantajoasi ca avind coeficientul numeric din evaluarea
restului, cel mai mic, este formula corespunzitoare nodului dublu x;.
Aceasta este

—2y(%,) + 15 y(x;) — 50 (%) + 100 y(x5) — 150 y(x,) + 137 y(x;) +
+ 10 (%) — 60 hy'(x;) = S 6(x) y™(x) dx (20)

pentru-care avem

S 0(x) dx = 17”— . (21)

Rezolvind ecuatia (20) in raport cu y(x,), obtinem formula de integrare
numerica in care v, vy, Vs, ¥4 V5 at fost in prealabil calculate

V(xg) =02y — 1,59, + 5y, — 10y, + 15y, —13,7y; + 64 f(%5, ¥5)+ R, (22)
in care restul R este determinat de formula

R= %SG(:;) Folw, v(x)] dx (23)

)
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si pentru care avem evaluarea

| R| < — WF; < 0,149 WF,, (24)

Se vede bine avantajul formulei (22) ct coeficientii numere zecimale
mici, cu un numdr de zecimale finit, fatd de formula (11) a lui Adams. In
plus coeficientul numeric din evaluarea (24) a restului este mai mic decit
coeficientul numeric din evaluarea restului in formula lui Adams, dat de
formula (10). .

Daca presupunem cd in prealabil au fost calculate valorile integralei
pe nodurile x,, %, %,, x5 x, atunci rezolvind ecuafia (20) in raport cu
y(x5), avem formula de integrare numericd

y(%3)=0,029,—0,15y,40,5y,+1,6 y,—1,37y5—0,1v5+0,61(x;,y;) + R, (25)
in care restul R este dat de formula

o

R = —(0(x) folx, y(x) ] dx | (26)

X

si pentru care avem evaluarea
IR| < % WF < 0,0143 h7F,, (27)

6. Pentru a calcula pe y(%,), in formula lui Adams (4) s-a presupus
cd valorile integralei y(x) pe nodurile x;, %, % %, %; au fost in prea-
labil calculate si s-a obtinut un rest de ordinul lui A7.

Sd dam acwm formule pentru y(x,), y(x;) st y(xe) presufunind cd va-
lorile integraler y(x) au fost in prealabil calculate nuwmai pe nodurile xq, %,
x4, vestul in aceste formule fiind tot de ordinul lui h7.

Aceste formule se obtin tot din formule de derivare numerica deduse
din expresia unei diferente divizate pe noduri multiple [3], pusad sub forma
integrald definita.

Pentru 4(x,), avem urmiatoarea formuld

y(%,) =9, + 28y, — 28y, + 12k [f(%1, 1) + 3f(%2, va) + f(¥3,v5)]+ R, (28)

in care restul R este dat de formula

R = (€0 ilx, 3(9) ), (29)

cu }
35
si pentru care avem urmatoarea evaluare
|R| < — WFy < 0,0286 h'F,. (31)

35
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Pentru y(i;), avem urmitoarea formuld
y(x;) =16 v + 405y, — 80 y, — 340 y5 + 60 4 [3f(xy, ¥1) +
+ 8f(%a, ¥3) + 2f(%3, ¥3)] + R (32]

in care restul este dat de formula

s

R = { 0(x) folx, y(x)]dx, (33)

cu

de unde rezulti urmitoarea evaluare
IR| < %k7}*‘6< 0,5714 WF,. (35)

Pentru y(xs) avem urmiatrarea formuld
V(%) = 100y, + 2376 v, — 675 y, — 1800 y; + 60 A[18 f(x,, v, +
+ 45f(%,, ¥3) +10 f(%a, ¥5)] + R, (36)

unde

R = (0 /1% y(0)] %, 8%

X
cu

S {4 dx = % W,

de unde rezultad urmatoarea evaluare

IR| < 3—:h7ﬁﬂ<4,2858 WF,. (39)

§. 3. Formule de infegrare numeriedi de tip Adams, cu nodurile x,, x,.. %,
sau eu un numéir mai mic de noduri avind restul de ordinul lui /8

7. Formula
L)
[0 %o #1, 21, Zgre s Hes 9] = (8(6) yO(2) d,
EL]
in care functia 0(x) a fost determinanti inlucrarea [3] ne di de asemenea

formule de integrare numerici a ecuatiei diferentiale (1), mai practice
decit formula de integrare numerici a lui Adams (11).
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TFormula de mai sus conduce la urmatoarea formuld de derivare nu-
merica
—207 ¥(x,) — 102 y(xy) + 450 () — 200 y(x5) + 75 y(x,) — 18 (x;) +
+2(%) — 60 B[y (x) +65'(32)] = {0(x) y®(x)dz. ~~ (40)

Sh presupunem ci functia f(x, v) din ecuafia diferentiald (1) are deri-

vate partiale succesive in raport cu x si cu ¥ pinad la ordinul al 7-lea, .

continue in dreptunghiul D. In acest caz integrala y(x) a ecuatiei diferen-
tiale (1) are derivate succesive continue pe intervalul [x,, x, + ] pina
la ordinul 8 si la formulele (6) de la nr. 2 putem adduga astfel formula

YO = folx, ) Y
functia f,(», y) fiind continua in dreptunghiul D.

i presupunem, ca in ipoteza ce conduce la formula lui Adams propriu-
zisd, cd integrala y(x) a ecuatiei diferenfiale (1) care satisface la condifia
inifiald y(%,) = ¥,, a fost calculatid in prealabil pe nodurile x;, %, %,
%y, %5 Atunci rezolvind ecuatia (40)in raport cu y(x), avem formula de
integrare numericd a ecuatiei diferentiale (1)

y(#) = 103,58 3, + 5Ly, — 223 y, + 100 ¥ — 37,5y, + 9 y; +

+ 30 B [f(%,, ¥,) + 6 f(%1, ¥1)] + K, (42)

care foloseste un singur termen f(x,, ¥,), in general gren de calculat, si
pentru care restul R este dat de formula

R = L{ 0/ 5, v (43)

Avem urmitoarea evaluare pentru | R |,

IR 4_‘? WSF, < 0,5358 I°F,, (44)

Dacd presupunem cd integrala y(x) a ecuatiei diferentiale (1), care

satisface la conditia y(x,) = y, a fost calculatd in prealabil pe nodurile
%y, Xg %y, X5 %4 atunci obtinem urmitoarea formuld de integrare nu-
mericd a ecuafiei diferentiale (1), rezolvind ecuatia (40) in raport cu y(#,) :

(%) = —1,035 y, — 0,61 v; + 2,25y, + 0,375y, — 0,09 y; + 0,01 y; —
= 013 h [f(x[jj _’Vn) + G_f(xh yl)]—l_ RJ (45)

unde
R = — (000 /1% y(x)]dx. (37)

xy
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Avem urmaditoarea evaluare

IR| < % I8F, < 0,0054 hSF . (47)

8. Formulele de integrare numerica (42) si (45) s-au dedus din formula
care exprimd diferenfa divizatd a funcfiei y(x) pe nodurile x,, x,,.. .,

nodurile x, si x, fiind duble, printr-o integrald definitd. Dacd presupunem -

cd nodurile x, i x; sint duble, sintem condusi la formula de derivare nu-
merici
V(%) — 10 y(x1) + 50 y(x,) — 200 y(5) — 126 y(x,) + 274 y(x;) +
+ 10 (%) — 60 B[5y' (%) + 2y'(x) ] = (0(x) yo(x)dw.  (48)
Presupunind y,, y,, ¥s, ¥, ¥; calculate in prealabil, avem urmi-
toarea formula de integrare numerici

Y#g) = =01y, + 3, — 5y, +20y; + 12,569, — 274 y5 +
) +6h[5f(%a, ¥4) + 2 f(x; ¥5)] + R, (49)
111 care
R= J_S"O(x) yO)(x) dx.
10
Deoarece :

0(x)dx = i)g_ (50)

rezultd ci ¥
IR < E’—ngF.,<o,0358 Aol (51)

Formula (49) foloseste valorile lui f(x, y) pe nodurile x, si x, si prin
aceasta are un dezavantaj fatd de formula (45) care foloseste valoarea lui
f(x, y) numai pe nodul %,. In schimb coeficientul din evaluarea (51) a lui
| R| este mai mic decit coeficientul corespunzitor al evaludrii (44).

Dacd presupunem ca s-a calculat in prealabil integrala y(x) pe nodurile
Xy, %y, ¥4 X; % atunci y(x;) se obtfine rezolvind ecuafia (48) in raport
cu y(%,) si avem urmitoarea formuli de integrare numerici

¥(%) = 0,005y, — 0,05y, + 0,25 y, — 0,625y, + 1,37 5 + 0,05 v, —

e — 0,3 [5f(% ¥ +2 /(%5 9] + R, (52)
111 care
R=— (0w flr, ym1de C (63)

200

£
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si pentru care avem

IR|< ﬁmf? < 0,0018 °F,. (54) -

9. Casila nr. 6, putem obtine formule pentru calculul lui v(x,), (%)
y(%¢) cu ajutorul valorilor integralei y(x) pe nodurile x,, x,, #; in prea-
labil calculate, cu ajutorul urmitoarelor formule :

-1°. Pentru y(#,), avem

Y(w) = [47 9, + 192 y, — 108 y, — 128 3,] + 4h[f(, 3,) +
+12 f(%y, 1) + 18 f(#s, ¥2) + 4 f(#s, ¥5)] + R, (65)

in care restul este

R = L(6(x) A, 3(9)] dw (6)

si pentru care avem urmitoarea evaluare

I R| < _;F hS_F‘,7 < 0,0143 MR (57) .

2°. Pentru y(x;), avem
v(xg) = < [928y, + 3375 y; — 2400 y, — 1900 5) ] + 20 h[4 f(xy, 3o) +

+ 45 f(%1,51) + 60 f(%3, v2) -+ 10 flx3, ¥5)]1 + R, (58)
in care restul este |
R = —(0(x)fs % y(x))dx (59)

)

si pentru care avem evaluarea
|R| 4751 WF, < 0,3572 hF, (60)
3°. Pentru y(x,), avem
V(%) = 2300 y, + 7776 y, — 6075 v, — 4000y, + 60 & [10 f(x, ¥,) +
+ 108 f(x1, 1) + 135 f(#xz, ¥5) + 20 f(%5, ¥5)] + R, (61)

in care restul este

R = (001 1lx, y(9)]dx (62)

si pentru care avem evaluarea

<5 T8 g : X
| R| < — W°F; < 3,2143 W°F,. (63)
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§ 4. Formule de integraré numericd de tip Adams en nodurile x,x,. . %,
sau cu un numér mai mic de noduori, avind restul de ordinul lui A°

10. Formula care exprima diferenfa divizatid a funcfiei y(x), pe no-
durile %y, #,,..., %, nodurile v, x,, x, fiind duble, printr-o integrala
definiti, este de forma

(%5 %5 X B, X, B, %, £5 % B0 = S 0(x) v (x) dx,
in care funcfia 6(x) a fost determinatd si studiatd in lucrarea [3]. Ea
conduce la urméitoarea formuli de derivare numerici
237 y(x,) + 924 y(#,) — 825 (%) — 400 y(x3) + 75 ¥(%y) — 12 y(x5) +
+ (50) + 60 By () + 12 5/(m) + 165/ (w)] = { 00 y(x) d,  (64)

g

in care avem

Sﬁ(x)dx: e, = (65)
o
Sa aplicam aceasta formula la integrarea numericd a ecuatiei diferen-
fiale (1). Vom presupune ci functia f(x, y) are derivate partiale in raport
cu # si cu v, pind la ordinul 8, continue in dreptunghiul D. In acest caz
putem adduga la formulele (6) si (41) formula

y(g)(x) = fs(x, ), (66)
functia fg(x, y) fiind continui in dreptunghiul D.

Presupunind ca integrala y(x) a fost calculati in prealabil pe nodurile
Xy, %3, X3, %, %;, formula (64) conduce la urmdtoarea formuli de inte-
grare numericd pentru y(x,)

Y(xg) = —23Ty, — 924y, + 825y, + 400y, — Toy, + 12y, —
— 604 [f(x,, v,) +12f(%y, y4) +15 f(%,, ¥5)] + R, (67)
in care restul este dat de formula

R = (002) fulx, (9] d (68)

si pentru care avem evaluarea

IR| < ; WOF, < 0,2381 W9F,, : (69)

unde F; este o margine superioara a lui |f4(x, v)| in dreptunghiul D,

6 — Studii s! cercelari de malematicd nr, 21961
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Presupunind cé integrala y(x) a fost calculatd in prealabil pe nodurile

Xy, Xg, %y, X5 ¥ formula (64) conduce la urmitoarea formuld de deri- .

vare numerica :
y(xg) = 0,6925 vy + 2,31 y; — 2,0625 y, + 0,1875 y, — 0,03 v; +
+0,0025 y5 + 0,15 & [f(x0, 3,) +12f(%1,31) +15f(%5,95) 1 + R, . (70)

in care restul este dat de formula

Ao

1
R = — = 6(x) fulx, y(x)] dx (1)
si avem evaluarea I
IR| < ﬁ IOF, < 0,000596 h°F,. (12)

11. In formula de derivare numerici (64) nodurile %, x,, ¥, sint

duble. Cea mai avantajoasi formuld de acest tip este aceea in care nodurile

X4, %, %; sint duble. Aceastd formuld este urmatoarea

— (%) 15 9(xy) — 160 y(x;) — 900 y(%5) + 525 y(xy) + 501 y(x;) +
T 10,y(xg) — 60 B[10y/(x) +155/(x) +3'(%)] = { 00x) 30 dx, (73

pentru care avem
Sﬂ(x) dx = %hﬂ. (74)

Formula (73) conduce la doui formule de integrare numerica.

1°. Presupunind ci integrala y(x) a fost calculata in prealabil pe no-
durile %;, %,, %3 %, %; avem

¥(%g) =01y, —15y, +15y, + 90y, — 52,5y, — 50,1 y, +

+ 6410 f(x3, ys) + 15 fl#y, va) + 3 /(% ¥5)] + R, (75)

in care restul este dat de formula

¥

R = 1—;5 0(%) fol%, y(%)]dx (76)

Xy
si pentru care avem evaluarea

IR| < _sli WF, <0012 BF,. (17)
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2. Presupunind ci integrala y(x) a fost calculatd in prealabil pe no-
durile %, %5 % %5 ¥z avem urmitoarea formuld de integrare numerici
pentru calculul lui y(x,)

1 . :
i) = 7 [—0.02y, + 03y, —18y, + 10,6y, + 10,02y, + 0,2 y,] —

— 04 A {10 f(x5, ¥5) +15f(xy, y2) + 3/ (% y5)] + R, (78)

unde restul este determinat de formula

X

1
R = — -0 0(0) fs[% y(x)]dx (79)
si avem evaluarea
| B| < 5= BFy < 0,000794 W, (80)

12. S-au dat mai sus formulele de integrare numerici (67), (75) si

(70) pentru ecuatia diferentiald (1), presupunind ci integrala y(x) a fost

calculatdi pe b noduri #,, x,, %, %, %; sau %, %, %, %
acestor formule fiind de ordinul lui A°. '

Vom da acum formule de integrare numerici pentru ecuatia diferen-
tialda (1), presupunind ci integrala y(x) a fost calculati numai pe noduri
Xy, ¥y, X, %, cu restul tot de ordinul lui #° Aceste formule sint :

1°. Pentru y(x;), avem

%g restul

»

1 _
M) = 5 [— 247y, — 1425 y, 4 300y, + 1300 y3 4 75 y,] —

ST BOk[f(xutyU) + 15f(%1j yl) + .j()f(xa, 3’2) + J'Oj(xd- J’Z&)J + 16: (81)
in care restul este dat de formula

R = %S 0(%) fu[% y(x)] dx (82)

$i pentru care avem evaluarea
IR| < % WFy < 0,03969 AF,. (83)
" ,
~ 2° Pentru y(x,), avem
y(%g) =— 1225y, — 6624 y, +2025 y, + 5600 y, + 225y, —

— 60 4[5 f(%0, ya) + T2 f(%1, y1) + 135 f(%s, ya) + 40 f(%s, y3) ] + R, - (84)
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restul fiind dat de formula

R={ 0/l v dx (85)

si pentru care avem evaluarea

| R| <2 WF, < 0,7143 W°F,, (86)
['4

§ 5. Formule de integrare numerici de tip Adams ecu nedurile x,,x,,. . %,
sau eu un numéir mai mie de noduri, avind restul de ordinul Iui A0

13. Formula

s
[%g, %g» %1, %1, %g, Xy, %z, Xy, Xy Xp, Fgs Y] = S 0(x)y 0 (x) dx,
Xy

in care functia (x) a fost determinata in lucrarea [3], conduce la urmitoarea
formuld de derivare numericd

— 257 y(x,) — 1926 y(x;) — 225 y(x,) +2200 yxg) +225 y(x,) — 18 v(x%5) +
+y(%g) — 60 A [y'(w) +18 y'(x,) + 456 3" (x5) + 20 y' (xg)] =

o Sae(x)yuD)(x) ax (87)

in care

: - e _
S 0(x) do =—. (88)
14
Sa presupunemn in ecuafia diferentiala (1) cd functia f(x,y) are derivate
partiale in raport cu % gi y pind la ordinul 9, continue in dreptunghiul D.

In acest caz integrala y(x) are derivatd de ordinul 10, si putem alatura la
formulele (6), (41), (66) formula

RO (x) = fo%, ¥), (89)
funectia f 4(%, y) fiind continua in dreptunghiul D.

1°. Presupunind cd iﬁtegrala y(#x) a fost calculata in prealabil pe nodu-
rile %;, %y, %3, %4 %;, din formula (87) deducem urmitoarea formuli de
integrare numerici pentru caleulul lui v(xg)

y(%g) =257y + 1296y 4 226y, — 2200y, — 225y, + 18y, +
+ 60 B [f(%,,30) + + 18 f(#1,51) + 45 f(%2.xe) + 20 f(xs, y4)] + R, (90)
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in care restul R este dat de formula

R = {00 £y [x(0)] ax (01)

Ay

si pentru care avem evaluarea
|R|< i 10 Fy < 0,0715 K1OF,, (92)

unde F 4 este o margine superioard a lui |f4(x, y)| in dreptunghiul D.

2°. Presupunind ci integrala y(x) a fost calculati in prealabil pe nodurile
X1, ¥g, Xy, ¥, X, avem urmatoarea formuld de integrare numericd pentru y(x,)

1
wxg) = " 10,28y, + 77,043, + 9y, — 8895 10,723, — 0,04 y,] 4+

i % b [0,81(%0, voy + 14,4 f(x1,91) + 36 f(2, ¥2) + 16 f(x3,75) ] + R, (93)

pentru care restul este determinat de formula

R = - 00x) fy (% (%)) dx (94)

o

1
si avem evaluarea

L 10, <0,000318 Ji0F,, (95)
50 )

R
|RI<—

14. Cea mai avantajoasi formula de derivare numerica de tipul (87)este
cea in care nodurile x,, x5, %,, x, sint duble, Ea conduce la urmatoarea for-
mula de integrare numerica pentru y(x ), presupunind ci integrala y(x) a fost
calculatd in prealabil pe nodurile %;, %, %;, %,, %, :

y(xg) = — 02y, + 6y, + 145y, + 120y, — 195y, — 74,8y, 4
127 [5 f(%5, ya) + 20 f(ovg, v5) + 15 flxg, ya) + 2 %5, y5)] + R, (96)

in care restul este determinat de formula

An

R = (000 fy[x.y(x)] dx (97)

Yo

si pentru care avem urmitoarea evaluare

IR| < 21—0131°F9<0,00477 IOF, (98)
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Presupunind ci integrala y(x) a fost calculatd in prealabil pe nodurile
X3, %y, X4, X5 %5 avem urmitoarea formuld pentru y(x,)

. il
y(x,) =g [01y, — 72,6y, —60ys -+ 97,5y, + 374y, +0,6y5] —

— 2 [5 f(%s, y5) + 20 f(%3,55) +15 (x4, 54) + 2f(%5,95)] + R, (99)

restul R fiind determinat de formula

a

R = ——-(0x) filxy(2)]dx (100)

X

si pentru care avem urmitoarea evaluare

1

M°Fy < 0,000794 AOF,, (101)
1260

|R| <

15. S-au obfinut formulele de integrare numericd (90), (96), (99) pentru
calculul integralei ecuatiei diferentiale (1) pe nodul x4 sau »,, presupunind
cd integrala y(x) a fost calculati in prealabil pe 5 noduri x,, x,, %, %, %,
SeU. %, o X5 Xp, By o . )

- Vom da acum formule pentru calculul lui y(x;) si y(%;) presupunind
ca integrala y(x) a fost calculatd in prealabil pe 4 noduri x,, %, %, %,
Aceste formule sint urmatoarele ; o

1°. Pentru nodul x;, avem

(%) =— [65,5 ¥+ 575y, + 300y, — 700y —237,5v,] +5 4% [f(%4, ¥,) +

|
? 2
+ 20 f(xy, ¥4) + 60 f(%5, ¥5) + 40 f(x3, ¥5) + 5 flxy v) 1+ R, (102)

unde restul este determinat de formula

X5

R = 0(x) /o[ % y(0)] d (103)

Xy

si pentru care avem evaluarea

| R| < — B1OF, < 0,00397 i F, (104)

1
252
2°. Pentru nodul x4 avem )
V(%) = 630, + 3376y, + 2025 v, — 6400 y; — 1650 y, + 30 A [5 f(x4, v,) +
+ 96 f(x1, 1) + 270 f(xy, 5) + 160 f(x5, v8) +15f(x0, 5] + R, (105)
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in care restul R este determinat de formula

R = { 602 /12, 5091 4 (106)

Xg

si avem evaluarea

IR|< iTizWFg < 0,1429 KL9F,. (107)

§ 6. Formule de integrare numericii de tip Adams cu nodurile x,,%;,. . .,44
avind restul de ordinul lui 71

16. Formula
Xy
(% %o Buy %1 B Fae B B Ko B B B ) Y1 = \. 8(x) y(x) dx,

Ty

in care functia 0(x) a fost determinata in lucrarea [3], conduce la urma-
toarea formuld de derivare numerica

136 v(x,) + 1524 v (x,) + 1575 y(x5) — 2000 y(xy) — 1200 y(x,) — 36 y(x;) +
+ (%) + 30 B[y (%) + 24 ¥'(x;) + 90 y'(x5) + 80 ¥'(%,) +
+ 15 y'(x%,) ] = S 0(x) ¥y (x) dx (108)

Ao

in care functia 6(x) este pozitivd pe intervalul (x,, x4) si avem

Xg

S 0(x)dx = %hu (109)

Ao

care conduce la doud formule de integrare numerici.

S4 presupunem ci in ecuafia diferentiald (1), funcfia f(x, v) are deri-
vate partiale in raport cu x §i cu y, pind la ordinul 10, continue in drept-
unghiul D. In acest caz integrala ecuatiei diferenfiale (1) are derivate
succesive pini la ordinul 11, continue pe intervalul [x,, », + a] si la for-
mulele (6), (41), (66), (89) putem adauga formula

ya(x) = fio(x, 3), (110)

func;’pia fio(x, ) fiind continui in dreptunghiul D.
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1°. 54 presupunem, ca si in cazul formulei lui Adams, ci integrala
¥(x) a fost calculatd in prealabil pe nodurile w,, x,, %, %, %, Atunci
din formula (108) deducem formula de integrare numerici

¥(xg) = —136 y, — 1524 y, — 1575 y, + 2000 y, - 1200 y, + 36 y, —
— 30 B[f(%,, vo) + 24 (%1, ¥1) + 90 f(%5, 35) + 80 f(23, 35) +
15 f(%y, 4] + R, (111)

in care restul este determinat de formula
R = { 0(x) fuo[%, y(x)] dx (112)

Ip

si avem

1
| R| < — W1 Fyq <0,01200 UF,, ' (113)

unde Iy, este o margine superioard a lui |fy,(¥, ¥)| in dreptunghiul D.

2:’.AS:1 presupunem cd integrala ecuatiei diferentiale (1) a fost cal-
culatd in prealabil pe nodurile x,, x,, %, %,, ¥ Atunci pentru ¥(x,)
avem formula de integrare numericd, dedusd tot din formula (108)

'1 , ‘
V%) = o [34 v, + 381 y, + 393,75 y, — 500 y; — 300 y, + 0,25 y,] +

5 BIZ5 (5, 0) 60 f(1, ¥1) 225 f(, 35) +200 f(y, y;) +
4375 y) 1+ R, (114)

in care restul este determinat de formula

g

R = — - 0(x) fio Lx,(2)] (115)

n

si avem evaluarea

IR <

L juF,, < 0,0003608 MIF . (116)
72

17. In formula de derivare numericd (108) nodurile x,, %, ¥,, X5, Xy,
sint duble. Obtinem o formuld mai avantajoasid luind nodurile By By Hog
%, %; duble. Aceasta, presupunind cd y(x) a fost in prealabil calculati
pe nodurile xy, x,, %3, x,, x;, conduce la formula de integrare numerici

(%) = o + 101y, + 425y, — 425y, — 101 y; 4 30 B[ f(x,, vy) +
+ 10 f(%y, ¥) 420 S5, ¥3) + 10 f(xy, 34) + A% 95) 14+ R, (117)
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in care restul este determinat de formula

R = 600 /1,5, 9(0) 1 (118)

o

si pentru care avem urmitoarea evaluare

IR| < 41@ IWF 1, < 0,002165 AUF . (119)

§ 7. Formule de integrare numericii de tip Adams eu nodurile x,, x,, ..., %,
: "~ avind restul de ordinul Iui A2

18. Formula

]
[y % X1, %1, ¥y Xy, Xy, X3, Ky, Ky, Xy ¥, ¥g 3 Y] = S 0(x) y2(x) dx
Zn

in care functia 0(x) a fost determinata si studiatd in lucrarea [3], conduce
la formula de derivare numerica

98,4 y(x;) —426 y(x,) — 825 y(wy) - 400 y(g) + 750 y(,) + 1284 y(x)) +
+(2g) —6 B[y (%) +30 ¥'(x,) +150 3" (2,) +200 ' (%5) +75 ¥ (%) +6 3" (x5) | =

s

- g 0(x) y02)(x) dx, (120)
in care .

ta o M, 121

S 6(x) dx 924)'3 (121)

1

conduce la o formula de integrare numerica.

Sa presupunem in ecuatia diferenfiald (1) cd functia f(x, y) are deri-
vate partiale in raport cu x si cu y pind la ordinul 11, continue in drept-
unghiul D. Atunci integrala ecuatiei diferentiale (1) are derivate succesive
pind la ordinul 12, si la formulele (6), (41), (66), (89), (110) putem alatura

formula
¥y (x) = fai(®, ¥), (112)
functia f,,(#, y) fiind continui in dreptunghiul D.

S4 presupunem ci integrala y(x) a ecuatiei diferenfiale (1) a fost cal-
culatd in prealabil pe nodurile x,, %, %3, %, ¥%;. Atunci din formula (120)
deducem urmitoarea formuli de integrare numericd

(%) = 28,4y, +426 y, -+ 825y, — 400 y; — 760 y, —128,4 y; +
+ 6 & [f(%0, y9) +30 flxy, y1) + 150 f(a, ¥5) + 200 f(x5, y5) +
+ 75 f(%5,54) + 6 f(%5, ¥5)] + R, (123)
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In care restul este determinat de formula

R = (0(x) fulx, y()]dx (124)

5 o
$i avem evaluarea

1
| R = -92—4].112F11<0,'.0.01083 !/ (125)

§ 8. Coneluzii

19. In paragrafele precedente s-au stabilit for i
- - - . . mUI Bl
merica a ecuafiei diferenfiale (1) pentru calculul lui ;(fc‘[? Hll)trigsfxarsn]ilnud
cd integrala y(x) a fost calculati in prealabil pe nodurile "t Wy X px x
E,af 't(_)ajte aceste formule s-atl determinat resturile sub formlfi, dge' ifl'teé’rélﬁﬁ;
efinitd si s-au dat evaluirile lor. Este foarte util ca toate aceste formule
si fie comparate cu formula de integrare numerica propriu-zisi Tui
Adams (4) pe care o transcriem : iyl e

— h =4
J’(’.‘fs) =¥+ T [— 475 f(%,, Yo) + 2877 f(x,, ¥y) — 7298 f(xy, ¥2) +

+ 9982 f(x,, y5) — 7923 J(%0 v5) + 4277 f(x;, )]+ R,

) R A ey
1}; al’;ruucare |R |v< 0,3156 4 F §1 al cdrei coeficienti nu sint numere zeci-
fuuctigi ftEE ?Slmarthn’l;tat ?le zlec1ma1e. Aceastd formuld foloseste valorile
tier f(x, y) pe toate nodurile x,, » %5 € i 1 si
T, ont =
e v B, ; Xig e in general sint greu
" Cd];{ee.mg‘n?m mlrezlunlmt formulele de integrare numericid date ‘de noi
are indicam valorile lui f(x en i i '
i : oduri care i
ol : y) P ‘ trebuie calculate si eva-

Formula ‘ Se calculeazi ! FEvaluarca restului
—E; 2 = 08572 hF,
b  f(xs ) 0,429 I'F
@y [ . f(x, 7) 0,5358 F,
(9 S 94), J(%, 35) 00358 JF,
-~ (7) |  H(x ), (%, 90) 0,2381 °F4
7&“ S, ¥3), (%4, 34), F(%5, 5) ' 0,012 ngn———
o) | Sy, 90), 5, v0), (%, ) | 00715 OF,
R Foi 92, (¥ 92), Cen 3a), flx v5) | 0,00477 F
(111 J(%1, 91, f(%e, ¥2), f(%, ¥9), F(%a, 94) _0,01299 A1F,

00 B
(7)) SO 3n), A6, 39), (%, ), F%0 34), f(Hsvs) | 0,002165 A0F
23) | N(= : ' -
(12 v Y1) (%2, Vo), (%3, ¥3), F(%4, ¥4), J(%5, v5) I 0,001083 h2F,,

e

21

METODE PRACTICE DE INTEGRARE NUMERICA 977

Toate aceste formule au coeficientii numere intregi sau numere zecimale

cu tn numéar mic de zecimale,

20. Calculele ficute au aritat cd este avantajos si se calculeze in prea-
labil integrala ecuatiei diferenfiale (1) pe nodurile %, %5, %4, ¥5 % §i apoi
si se calculeze y(x4) printr-o formuld de integrare numericd. Aceste for-
mule sint rezumate in tabloul urmitor.

l Tivaluarea restului

e | % et
(17) = 0,0215 WF,
(25) flas, ys) | 00143 W'F,
(45) %, 1) 0,0054 W8F,
(52) | f(%4, ¥a), f(%5, ¥5) | 0.0018 A°F,
(70) | f(xg, v1), f(%s, ¥5) | 0,000596 WPFg

Toate aceste formule au coeficientii numere zecimale cu un numar mic
de zecimale. De asemenea avem tabloul rezumativ :

Se calculeazi Se folo- Pentru
_ in prealabil seste caleulul Se calculeaza Fvalnarea restului
integrala pe nodurile | formula lui
" - 7 ' L9
2y, %3, %0, %5, % | (T8) | (%0) | A%, ¥a), (%0 0), (%5, v5) | 0,000794 W°F

0,000318 KOF,

0,000794 IOF,

Xy, %y, ¥g, %5, % | (93) (%) | flx0, 1), f(%a, V), F( %3, V)
Xy, ¥, %4, %5, %6 | (99) | ¥(x)) | f(%a, a), f(%3, ¥a), f(%4 ¥a)s
f(%5, ¥5)

Xy, ¥, Xy, %0, %6 [ (114)| 9(%5)° f(“’l-}ﬁ)sﬂxzryé):f(xs:ys)

(x4, ¥a)

0,0003608 KF,,

S-a mai ardtat ci nu este nevoie si se calculeze in prealabil integrala
y(x) a ecuatiei diferentiale (1) pe 5 din cele 6 noduri xy, X, ¥;, %y, %5 %
si s se calculeze valoarea integralei pe cel de al 6-lea nod printr-o formuld
de integrare numericd. Se pot da formule de integrare numericd calculind
in prealabil integrala y(x) pe mai pufin de 5 noduri, si utilizind formule de
integrare numericd pentru calculul integralei pe celelalte noduri.
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22

Dam urmdtorul tablou rezumativ :
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23

Se calculeaza Se folo-| Pentru
Tl e AT il M N iy R T
¥y, %, Xy (28) | y(%a) | S(%0 21, f(%a, ¥3), f%s, Ys) 0,0286 AF,
X1, %o, ¥y (32) | (y%5) | Ao, 90), f(%e, ¥a), f(#5, 5) 0,5714 WF
b U L S (36) | y(%g) | S(%1, 21), f(%a, V), f%5, ¥5) 4,2858 W'F
N1, %, X3 (65) | w(x4) | S0, 30, [(%0, 99), F(¥a, 73) 0,0143 PF,
N, X9, ¥y (58) Y(x5) | S(%21), f( %, 3’2) s (%3, v3) 0,3572 IPF,
X1, %5, %5 (61) | ¥(xg) | fxw, 31), (%, ¥9), F(%s, ) 3,2143 WF,
Xy, %9, Xy, %y (81) | y(%5) | Alxa, 31), f(2a, ¥3), f(¥a, 35) 0,03969 hF
¥1, %0, V3, Xy (84) | ¥(x) | f%1, v), S(%0, ¥5), f(%s, ¥5) 0,7143 1°F
Xy, g, Xy, Xy (102)) y(x5) | S0, ¥0)s [(%as V), (¥, ¥a),
_ . (%4, v4) 0,00397 MWOF,
Ly, g, Xy, Xy (105)| y(x) | (%1 ¥1), (%o, ¥9), f(¥5, ),
f(%4, ¥4) 0,1429 MoF,

Dintre acestea, formulele (28), (32), (61), (84), (105) au coeficientii
numere zecimale, cu un numir mic de zecimale,

In rezumat, toate formulele de integrare numerici gisite de noi sint
mai practice decit formula lui Adams propriu-zisi. Dintre toate aceste
formule recomanddm formula (123) ca cea mai avantajoasi, coeficientii
ei fiind numere zecimale cu cel mult o singuri zecimalid si pentru care s-a
dat evaluarea 0,001083 A'2F,, pentru valoarea absoluti a restului.

Intr-o altd lucrare vom da extinderi ale formulelor precedente, pentru
un numdr de noduri » >>6, pentru sisteme de ecuatii diferentiale si ecuatii
diferentiale de ordin superior.

NPAKTUYECKHE METOIbl YUCJEHHOIO HWHTECPUPOBAHMS
IUOPEPEHLHMAJIBHBIX YPABHEHMH

KPATKOE COIEPKAHHE

Bo-nepsrix 3ameyaercsi, uTo (popMysa UHCAEHHOTO HHTErPHPOBAHAA
Anamca, npeacraB/asier co6ofi GOPMyJy YHCIEHHOTO JudpepeHIHPOBAHNA C
ocratkom nopanaxa /' Mexoms or aToit muen B Tpyme NmpHMeHAIOTCS Apy-
riae (QOPMyJibl UHCJAEHHOTO JH((pEePEHIHPOBHAUA HA Y3/IaX Xy Ay, v ooy B
ApH(METHYECKOH [porpeccueii ¢ 1WaroM /i, KoTopbie NOMYYaAQTCsl BHIpAKAT

pasjieeHHyI0 PasHOCTL (PYHKIHH Ha PACCMATPUBAEMBIX y3/ax ONpeLe/EHHBIM
uHTerpajom. Mel HCclIeoBalmH 3TOT BOMpoc, B o6uieM BuHAe, B JPYyroMm

tpyzne [3].

PaccmorpeHHble B HacrosmeM Tpyde (oOpMyswl ducieHHoro audypepen-
OHUpPOBAHHST BE,H,y’I‘ K (bOpMyJIaM YHCJIEHHOTO HUHTCETPHPOBAHUSA, YKaSHI-II{blM B
BLIBOJAX HACTOSLIEro TpyAa. B sTux TpyJdax MBI LHTHPOBAJH HaljeHHBIC
(opMyJiBl, BEISIBHIM UJeHBl f(%;, ¥;), KOTOpBle NOJKHBI BBLIYHCJIUTH B KaX-

ol opmyJsie ¥ HX OCTaTKH.
O6pamaem BuuMaHHe B ocobennoctn Ha (opmyay (123), kotopast uc-

NOJB3yeT Te Ke wieHsl f(xy, 44), - .., f(%s, ¥5), uTo u dopmyna Apamca, c

octatkoM, gaHHeiM Gopmydoii (125). OcraTtox 310l (GOPMY/IBE SIBJSETCS [10-

psaka h

METHODES PRATIQUES D'INTEGRATION NUMERIQUE
DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES

RESUME

L’auteur fait remarquer tout d’abord que la formule d'intégration
numérique d’Adams est une certaine formule de dérivation numérique
dont le reste est de I'ordre de #7. En partant de cette idée, il emploie, dans
le présent travail, d'autres formules de dérivation numérique sur les
noeuds x,, ¥, ..., ¥ en progression arithmétique dont la raison est 4, que
I’on obtient en exprimant la différence divisée d’'une fonction sur les noeuds
considérés, par une intégrale définie. Ce probléme a été traité, en général,
dans un autre travail [3].

TLes formules de dérivation numérique considérées dans ce travail
conduisent a des formules d'intégration numérique que nous avons énu-
mérées dans les conclusions du travail. Dans ces conclusions nous avons
cité les formules trouvées et nous avons mis en évidence les termes f(x;, i)
qui doivent étre calculés dans chaque formule et leurs restes.

Nous signalons en particulier la formule (123) qui utilise les mémes
termes f(%1, ¥1), - - ., f(%5, ¥5) que la formule d’Adams, avec le reste donné
ar la formule (125). Le reste de cette formule est de I'ordre de /412
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