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CALCULUL UNOR INTEGRALE MULTIPLE INTR-UN
SIMPLEX CU AJUTORUL DIFERENTELOR DIVIZATE
: -
CONSTANTA MOCANU
(Cluj)

Conrunicare prezentald la Colocviul de analizd nwmervicd din 8— 13 decembyie 1960, Cluy.
1. In caietul de probleme al Catedrei de analizd a Facultitii de mate-

matica gi fizicd din Cluj, prof. T. Popoviciu propune u{mﬁtoarea problema :
S4 se arate cum se poate calcula integrala multipld

Sf(tlxl bty 55 8K A%y By - AE,, (A)

S!I

unde S, este un simplex oarecare din spatiul E, cu virfurile
(?\i1: ?‘i2»"': 7\r'u): ’:1: 2:'--;”‘}'];
iar ¢;, f,,..., 1, sint parametri independenti de x,, %,,..., %,.

in particular, si se calculeze integrala

S ghx] + fgve + o+ by, dxi dxz oA dx" (B)
S"
si sd se deduca valoarea integralei
N\
Sx{"l xps .oz dxy dxg - .. dx, ©
Sﬂ

unde #m,, My, - . -, m, sint numere intregi nenegative.
In cele ce urmeazi vom rezolva aceasti problemi, bazindu-ne pe

teoria diferentelor divizate,
Mentiondm ci pentru cazul » = 2, prof. D. V.Ionescu a calculat,
printr-o alti metodi, integrala (C) in vederea stabilirii unor formule de

cubaturd [1].
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2. Fie integrala multipld (A). Vom nota

n
U = E Iy XK.
k=1

Prin schimbarea de variabile

H

Xp = 2(7‘:.\! = )\,i.u,k)'ii -+ }\quL e Bi= 1,2,... ,

i=1
calculul integralei (A) se va reduce la calculul unei inteeral Itipl
simplexul T, definit de inegalitifile : grale multiple pe
T s {E;>0, €20, 8,20
E+&+ ... +E =1
Avem in acest caz ’

H n

L zkgl by % = 3 [ty Yy (hip — Mg, Bt h 1] =

=l =1

i

i=1 k= i=1

Z E_u. 2 :.'{ S ,,+1 Ak + 2 if\ ik T2 Z(”l' = ”n«}l) gf + %u-}-]'

= " e . e,
unde 2%y, #y, - . -, '”-u+1 sint valorile pe care le ia funcfia » = Y}4; x, in vir-
=1 ‘

furile simplexului S , adici

nt

"

Ui = E t.’: )Hf . ‘ . (1) :
k=1 s

Jacobianul transformirii este

A — 7\:r+1, 1 Aoy — 7"u-|-1, 1y e 7\nl B }‘n+1, 1 A
D(xy, #g o) | Ma = Mgy 2 Moa — Magn,p oo Apg — Ayyq g 7
———— e ! _— J [
, D(E1 i o En} e
r )\111 i )\11.;.1, n 7\2” - 7‘114.1, oo n Ny — 7\.u+1, w7

unde V' este volumul simplexului S, si anume

L TR PR R |

1 1 Py Fas S . |
V==
nl !

‘ 7\n+1, 1 )\n+1. 2. = 7\"%1, ks 1
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Avem deci formula

Sf(w) dx d%g .. . Az, =nl VS [Z, — thy 1) & + ”n+1] dg; di,. . . dE,. (2)

T

57] "
3. 54 calculdm integrala multipla (B). Luind f(») = ¢*, formula (2) ne di

- e _'E(“i_’.‘nﬂ)gi
{ e, .. ax, = n1 v oo (o= dEy dE, . . . dE,. 3)

= ] tl

Pentru calculul integralei (B) sd stabilim urmditoarea formula

n =
Y9
6 SE‘=1 dE.II d:iz L e d‘;-.m == [Mll M’ZJ SRER M’nr 7"'; gu] (4-)
TH
unde se noteazd cu [2y, Z,, - - z,, +1; ¢ diferenfa divizatd de ordinul # a
functiei ¢(%) pe nodurile zy, zz,. , Znp1- Vom demonstra aceastd formula

prin inductie completd.
Formula este adevirati pentru # = 1. Intr-adevir,

s o
gt — &g

[ %= 1] = = [ey, @ e%].

wy— v y — U

ev

gus 6("1"”) 13} [iE,.l A S e(“a—u)h dz}, —

T, 0

Presupunind-o adeviratid pentru » — 1, avem

;—v) §;

I_HEE
ay dEy - d,_y § ot Vnat, =
(1]

# n—1
T u=) b
oo " ag az,. ag,=e (o

T" n—1

. n—1
— e Se*gltll i [e(uﬂ—v)(l_*gth = 1} N

n—1 : n—1
2 (u.;—uﬂ) E; . (#; 7.1)5
e, [3 nS ei=1 dE, dE;. . dE,_,— eug g™t .. dE,;dE,y. . . BEa|==

Un—v

(% gy oo os Wi—yq, Ugs E%] — [ty Uo. . .y Un—1, B %] -
1 %2 : 1 #h 1 2 I = 1
= [y, Wiz, + = o7 Wny U5 €215

Wy — U

Formula (4) este astfel demonstrata.

8§ — Studii si cercelari de malemalicd nr, 21961
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Din (3) $i (4) objinem urmitoarea formuld

Se“dxl A%y . dx, =n!l Vty, g, ...,

)

Upy gy ; €], (5)

unde

n

=Y by thi= Nt dip, =1, 2,...,n+1

=1 h=1

4. Formula (3) ne permite si calculim integrala multipla (C). Intr-
adeviar, avem

gttty

Sx'”‘ Xp' oo X MAR; ARy . DX, = Se"dxl %y X, =

a1/ a_n;, . al,m”
5" 1 2 n 5” f,_pt_..,.:tnfu
gt et e ey A
= n! (6)

TH . m
diyta.gt... anm L=:,=---=z,,=u

Unyq; €").

Aplicind formula de derivare de ordin superior a unei functii compuse
de mai multe variabile si finind seama de (1), se obfine

unde am notat A = [u, #,,...,

grahmack sty A ntl n JJIl gitbimgb ey \ |
— =y Lyl oy, T IT-= =
g1 gy a"n 1 2 4 J=1 A1 % | " " "
1 i " i= — M ¥ d]k b q?_k v a?i'!'j, N
a k=1 " o k=1 =1
'LJ] ”2 ¥ ”;1+|

Insumarea se extinde asupra indicilor oy, ogy, .o, @ypqq; s,
Oggs v oy Gugaps- s Lyny Gguy e ooy Uyyy o CATE primesc toate valorile intregi

nenegative cu conditiile

i+ 1 n+1 n41

Z c’(ll = H‘Ll, E DCI?. o 1%2, i Zl Oiyy == My,

Pe de altd parte, se stie ca dacd ¢(u) este o funcfie analitici, atunci
au loc formulele

. 1
[.3'1, Zgy oy Fpays (P] ) . = _T?Eg;
n=ip= —}-’p.}.]— ]b
it o IR AN
P Paty L Amc o Zeq1s @S
8z, 5 L

=?1|p Pﬂ-fl [zlazlr"‘!
———

By By Bgyen oy Koy v oy Bgg, 2 Bagrr - v s Zgi1s ‘P]
e e LS
1 ori Pa ori ?'H': ori
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Aplicind aceste formule, obfinem

# }—]( "
gttty A i=1 2 %k
5 n n n == .
4 ey + m, ol %) !

RL Hyke \1"2” k\1 nty, k T A Pl
[ Thiety a-u., . .ou = = -

1 n+1 lr,frrgf---r-n”+l—~()

Deoarece pentru 4, =i, = ... =1, =0 avem i u;, =u, = ... =

= th, 4, = 0, deducem

"4
am,+-mz+ cas JF”"'-A

o aly® ... atln

h=ly=-.=1,=0
migl gl oLy k1 (g dotia oot onn)! .
= Tl 2 | 7\ 11 ?\ 13 % i had (7)
(my+amg .o A matn) ! jmt il gl el 2

Din (6) si (7) obtinem, in definitiv, urmitoarea formula

My g m" ol e
le Xt Ay iy v Wiy =
5
o lml . mlnl Ty Gaatest . R 3% a%s 3% (8)
= LD N LI :
(myFany + oo g ) .—.—1 jy! gl - o ojn! 2= Ef

unde V' este volumul simplexului S,, iar insumarea se face relativ 1a toate
numerele intregi nenegative o; (# =1,2,...,2+1; k=1,2,..., %) cu
41
conditiille Y o = my,.
i=1
Universilatea ,, Babes - Bolyai'* — Cluj,
Caledra de ecualii diferentiale

BbIYHUCJIEHUE KPATHOI'O MHTETPAJIA B CUMIIJIEKCE
IMPH TTOMOIIW PA3OEJIEHHBIX PA3HOCTEH

KPATKOE COJOEP)KAHHME

B nacrosiell 3ameTke paspeliaercs 3ajada, Nnpeajokentas mpodecco-
pom T. ITonosuu. Ilpm momomm (opmyasl (4) BBUMC/ASETCH KPaTHbI HH-
verpan (B), naumwiii dopmyaoin (5). Ha ocHoBaHHI TeOpHH PaseJedibly
pasuocreil p (Qopmysbl AuddepeHIMpPoBalusl BBICIIETO TOPSIAKA CJIOXHOI
(PYHKIMH HeCKOJbKUX NepPeMeHHEIX, Jerko ycranaBaueaetcs dqopmyna (8),
KOTOpasi 1aér BO3MOMKHOCTb BBIUHCAHTH HHTerpan (C). S, sapasercs /0GbIM
CHIUISKCOM B mpocTpancrse F, ¢ Bepmmlamn (Mg Digsoor M), 0=1,2, ..., n+1;
V — obveM cuMIeKkca H [y, 2, - - -, Zuy1; @] npommmmm cobolt paa,ueueﬁ—
HYIO Pa3HOCTb MOpsiKa n (YHKIMH ¢(1), HA Y3MaX 2y, Zg, « -+ Zuy1-







