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1. S4 consideram clasa S a functiilor f(z) = z + a,224+ ... olomorfe
si univalente in cercul unitate, | z| < 1.

Fie g(2) o functie oarecare olomorfi sau meromorfd in cercul unitate.

Intr-o lucrare anterioard [2] ne-am ocupat cu gisirea valorilor extreme
ale modulelor rddacinilor ecuatiei

fl2) = g(z) (1)

atunci cind functia f(z) descrie clasa S (presupunind g(0) = 0).

In prima parte a acestei lucriiri ne propunem si determinim domeniul
D descris de riddacinile ecuatiei (1) atunci cind functia f(z) descrie clasa S.

Pentru aceasta, fie ¢ un numar complex oarecare ; z fiind o ridicini
oarecare a ecuatiei (1), vom ciuta valorile extreme ale expresiei |z — a |
atunci cind f descrie clasa S. Variind apoi pe @ vom determina frontiera
domeniului extremal D.

2. Fie z = x = re!® o0 ridicind a ecuatiei (1) pentru care | ¥ — a | are
o valoare extremi (de exemplu minim3) si fie f(z) functia extremald cores-
punzdtoare (care existd deoarece S este un spafiu compact).

Vom avea deci f(x) = g(x).

Sa considerdm o variatie a functiei f(z) datd de formula lui Schiffer-
Goluzin [1]

f¥5(2) = f2) +2d(z; T; ) +0(03), r>0, || <1,

unde
; 12(2) ; fieh, It
Alz; ¢ ) = ev—L2___ _ giv (2 [ ] .
&:%:0) fie) — f(e) f) ¢ (¢
. #T8 He) 18, i @[ Fle) B
— e — e “‘l‘_T —=—— t: 2
g—c < q?"(c)] + 1 ﬁz[ﬁf’('ﬂ] i @)

Se stie cd pentru A suficient de mic, funcfia f* aparfine clasei S.
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Inlocuind in ecuatia (1) pe f cu f*, cipitim ecuatia
fl2) +2A(z; T 4) + 000 = g(2), (3)
care va avea (pentru X suficient de mic) o radicind x* :
v = x 4+ M+ 0(22).

Il obtinem pe A, inlocuind in ecuafia (3) pe z cu x*, derivind identi-
tatea obfinutad in raport cu % si ficind A = 0. Se obtine

A
g'{x) — I'(%)

Deoarece [ este extremald, rezulti ci

b= o = Alx; 4.

|2 —a|>|x —al.
Dar !
|2* —alP=(v—a)(x—a)=|x — alf + 22AR[h(x — a)] + 00?).

Trebuie deci si [ie satisficutd inegalitatea

Rk (% — 2)]>0,
sau inca
R[he=*] >0,
unde am notat
o = arg (¥ — a).

Tinind seama de expresia lui & si introducind notatiile

=g =g  fW=L W= o

inegalitatea de mai sus se scrie

7 [ ‘“m] > 0.

w—1

Inlocuind pe 4 cu expresia datd de (2), se obfine

P )i i 1 o e % [ Hal VP e
' o —1 g—Hg) o—1\gf(c)

e ;l‘f ;(-_/-f—qlu)ﬂ + g’.“ a8 ] g ( HQ) )2} > ‘O

& =4 &— g\t @w—1t 1—x¢ \cf(s)

Din cauza arbitraritatii lui J, trebuie ca paranteza dreapti si fie nula,
deci

e 'tg? 1 g%y g M < Pae 7l e | flo 3?
= + ' — .
o—1 g—flg [ qul’(c))

w— w—I! x¥—g TR S PR
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Deci funcfia extremald w = f({) verificd ecuafia diferentialid

g —w 0= i (A—‘fq}ﬁf;g)

g (i"'r & _ 1 Yo -+ Y16 + Y26 (4:)
w

unde
Yo =exg(o —1),
Yi=e (0 —0)[xl — (1 +r)g] —e*(o — ),
v = e "0 —Nx[g — %] + e*(ow — ).

Presupunind cd | ¥ — a| are o valoare maximi, se deduce ci functia
extremald verificdi de asemenea ecuatia diferenfiald (4).

3. Se poate ardta ca siin [1] cd funcfia extremald w = f({) transforma
cercul | {| < 1 in intreg planul (w) taiat de-a lungul unui numar finit de
arce analitice. Fie { =k, | 2| = 1, punctul care corespunde extremitatii
unei astfel de tédieturi. Atunci ecuafia diferentiala (4) va lua forma

e (S £~ ¢ S

w) g-» (79

Facind  — 0 se deduce C = xge—*, deci ecuafia diferentiald de mai
sus primeste forma

[c_w‘)“ g _ _ #ll—ko? ' (5)

wlg—w  (a—ql-xq)
Facind ¢ — x, se deduce relafia
1 —Tap==% a—m,
g
Integrind ecuatia diferentiald (5), se obfine ca funcfia extremald cdu-
tatd este datd sub formda implicitd de ecuatia
(L —rf)e

1—!—?’3"?—;@*2.\/;"](!;) ( }

tn Yo —Ve—w g, gl - . (6
'\"g + \n"gfw ZVA-'H(Q) + 2% — (1+¢ £ =r
unde

H(Z) = (x — Q@1 — #0),
iar g =+ ¢®p, lg| = 1.

4. Rezolvind ca si in [2] ecuafia (6) in raport cu w si punind condifia
w'(0) = 1, se giseste cd # gi 0 trebuie si verifice relatiile

+1ng| = —R(g) In-

4 1—-»

1 — 2

In

—_—
=1
~—

argg—(’):c’—](q)lnrjii

— ¥

Aici pe ¢ il privim ca un parametru care depinde de « = arg 4.




306 SR PETRU T. MOCANU y A

Elimindm paramentrul ¢ ridicind la patrat ambii membsi din relatiile
. (7), adunind membru cu membru si tinind seama cf

lg? = ®R%q) + F%g) =1.
Se obfine cd 7 si 0 trebuie si verifice ecuatia

(In;r‘z +In|g|)2+ (argg — 0)2 = Iz L7

1—v

’

care va defini frontiera domeniului ciutat.
Putem enunfa deci teorema :
Troruma 1. Frontiera domenivlui D descris de riddécinile ecuatier
f(z) = g(z)
cind f(z) descrie clasa S, este datd sub formd implicitd, in coordonatele polare

r st 0 de ecwatia

+ Injg(re®)[)2 4 (arg g(re™®) — 0)2 = 12 1 +7 (8)

v 1.

— 2

(In

Trebuie si precizim cd dacid domeniul D depiseste cercul unitate,
nu vom lua in considerare decit partea domeniului D din interiorul cercului
unitate.

Dacd g(0) 7 0, atunci evident ci ecuatia (8) va defini de asemenea
Jrontiera demeniului maxim A care confine oviginea si care nu confine nici
o rdddcind a ccuatier f(z) = g(2), unde f(z) €S.

5. Un caz particular important este acela cind functia g(z) este o
constantd, gz) =¢.
Punind ¢ = Re™v, din (8) se deduce imediat ci frontiera domeniului
descris de radacinile ecuatiei
fle) = ¢

sau, altfel spus, frontiera domeniului descris de imaginile punctului ¢ din
planul (w) prin transformarea inversi z — f~1(w), este dati sub forms
implicita de ecuatia
R(1 4 r? .
fo 2 A ' =(y—10)2
: ¥ R — )2

e i 5 1
Sa consideram cazul R = —, vy = 0.
4

Atunci domeniul D descris de radicinile ecuatiei 4f(z) =1, cind f
descrie clasa S, este mirginit de curba

02 —1In il i In i Jorc
4y (1 — )

(9)

—
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Aceasti curbi este, evident, simetricd in raport cu axa reald. Se vede
imediat ci pentru 6 = 0 se ob}in pentru 7 cele doud valori extreme #, =
—3 212 si 7, =1. Diferentiind relafia (9) obfinem

2046 = E(:) dt,

unde ( : : .
Ay i e B In
B = 1 _Yln Ar 147 (1 — 7)?
satl
dr 20r
a0 E(y)
Ficind substitufia
1 —Vu
¥y =
14+Vu

se gaseste
1
E(r) = —F(u),
() = =F(w)

unde F(#) = wlnu — (1 + u)In (1 — u).
Se giseste usor cd in intervalul 0 < # < 1, functia F(#) se anuleazi
numai pentrtt % = u, = 0,24 ... §i avem
F(%)7< 0 pentru 0 < 4 << %,

F(u) >0 pentru wu, < u < 1.

Valorile pentru 7 si 6 corespunzitoare lui # = u,, sint ro=~0,34,
8,310 ,
Avem E(¥) >0 pentru r, <7 <7,
E(r) < 0 pentru ry<7r<1,

deci cind 0 creste de 1a 0 la 6, 7 creste de la 7, la 7, ; cind 0 descreste de
la 0, 1a 0, # creste in continuare de la 7, la 7, = 1.. .

Graficul curbei (9) este dat in figura 1. Domeniul hagurat este deci
domeniul D (relativ la ecuatia 4 f(z) =1).

1

6. Ca o altd aplicafie, si considerim cazul cind g2 = —- Ecuatia (3)

devine
et e e B (10)

I 1 —r
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Putem deci afirma ci domeniul maxim A ce contine originea si care
nu confine nici o rddicind a ecuatiei

2fl2) =1
este mérginit de curba (10), care este simetrici in raport cut axa reali.

T

Fig. 1

Diferenfiind relatia (10), obtinem

1 r

2040 =21 4y T1Hr In
rl1—v» r 1+r 11—

dr.

. s L 55 - 1
Pentru 6 = 0, se gaseste valoarea minimi a lui r, ¥y = —. Pentru
2]

0 =m, se giseste pentru » valoarea maxima, » = y,, unde 1 — 106 <
< rg < 1
Pentru 0 < 0 < n si % <7 <1, se giseste usor ci % >0, deci
& [

cind 6 creste de la 0 la =, » creste de la Ty = -]2- la 7,. Pentru 6 = ‘:— se

il

gaseste 7 ~ 0,97. Graficul curbei (10) este dat in figura 2. Domeniul
hasurat este domeniul A.

7. Sa considerim ecuatia

unde f(z) € S.

Ne propunem. acum si determinim cel mai mare domeniu 7D care
confine originea §i care nu contine nici o ridicini a ecuatiei (11). In [3]
am gisit cercul maxim cu centrul in origine care nu contine nici o radicing
a ecuatiei (11).

09
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. ~ - s o " tiei
Fie a un numir complex oarecare §i 2 0 1‘:1dacma1 oare((:iz‘ijlfl 1iie|iyu_a_' -
(11). Vom c#uta ca §i mai inainte valorile extreme ale mo .
atunci cind funcfia f(z) descrie clasa S. o, s e
Tie z = x = e o radicind a ecuatiei (11) pte:n ru ¥ réspunzatoare
: inimi) si fi i ctremald co %
valoare extremd (minima) i fie f(z) funcfia ex

Avem f(x) = f'(%).

Vom considera o variatie a funcfiei f(z) datd de formula [1]:

F5z) = fl2) +2Q(z; E; ) +0(0), [*2)€S,

= w (L) 2O _ e[ — o) 22| —
Qfe; & ¥) = ( f(s) ) 1) — f(9) . e (12)
it [f(z) — ' (%) tz_z]

fnlociund in (11) pe f(2) cu f*(z), se obtine ecua‘;m.
J@) 4 A[Q(z; T 4) — Qifz; G W)+ 008 =[a),
care va avea pentru A suficient de mic, o ridicind x* care va fi o variafte
a rididcinii ¥ a ecuatiei (9):

¥ = x4+ N b+ 0(7\2)'

i i = a -  expresia
Procedind ca si la nr. 2, se giseste pentru h exp

IT]::_Q'}—Q /] (-1:
[f—m

3
—_—
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unde
' Q=0Q(x; T; ), Q=0x; ;¢
si
() =f(x) =f, m = f"(x).
Deoarece
_ |%* —alf=|x—a+22R [k (x — a)] + 03
si

| %% —a|>|x —al,
rezultd cd trebuie si fie verificatd inegalitatea
R[h(x —a)] > 0.
Inlocuind pe % cu expresia sa dati de (13) si notind « = arg (x — a)

se obfine inegalitatea
L [g“:'ﬁ_Q_’___QJ > 0.

f—m

_ Tinind seami de expresia lui Q dati de (12), aceasts inegalitate se
mai scrie

, 4
&

| @{eiw[[@:J’ H__i“fzw . kgo = ] ~ 0

(#—) ki

w ) (=P B(r— (1 — wep

Deoarece ¢ este arbitrar, se deduce ci funcfia extremali w — fl&)
trebuie si verifice ecuatia diferentiald .

4
E ¥pd
. k=0

(F =@ (m—fr— Pl — 75

(g)a ey i

w

Expresiile coeficientilor v, nu intereseazi in problema noastra.
Folosind formula de variatie

126 = ) 4 3| ) —af @) 2] - 0,
se poate ariita ci
Ya = ?0 = 0.

Deci ecuafia diferentiald primeste forma

‘ (gmr)a £ ek __clag 4+ ay6 + a,¢?)

w

U — ) (# — %1 — #qp®
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8. Notind ca si la nr. 3 cu { =k, | k| =1, punctul in care »’ =0,
ecuafia diferentiald de mai sus se mai scrie

=P (r— gl — wep by

Impirtind cu € si ficind L — 0, se giseste C = ¥%7%, deci se giseste,
in definitiv, cd functia extremald w = f({) trebuie si verifice ecuatia dife-
renfiala :

w

(Cw')z o (1 — ko)
w | (f—w)  (x — g2l — xg)?

Integrind aceastd ecuatie diferentiald, se deduce cd funcfia extremald
w = f({) este datd sub formi implicitd de ecuafia :

HVF_VJZHV;_WJE n1+\/§
i e A

?

unde

g="'“—_f”‘, [q]=1.

¥ (1 — kx)
Din relatia de mai sus se deduce
Vi Vo _ Vr-Vef1+VigY
Vi Ve Vo v:(1 - V?E)
fmpirgind cu \x —/{ si ficind ¢ — x, se deduce (finind seami ci

Fi(%) = f(x) = /) relatia
v = (L2,

1 —7

sau

72 !
yeit — (_ﬁ_-i j:) (g)exp{?:g(q)ln j i-:}

De aici deducem ci 7 si 0 trebuie sd verifice relafiile

Iny =2(g) In 1 J:’y

147
1—7

b =2(g) In

Parametrul ¢, |¢| =1, depinde de « = arg a. Eliminind acest para-
metru se obfine ca 7 si 0 trebuie si verifice ecuatia

1—}-7’)2 |

1—7

(In7)? 4 62 = (ln
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sau

i ot S it B ' (14)
1 -7 rild — )

care va defini (in coordonatele polare 7 gi 0) frontiera domeniului 7D cdutat
(figura 3). .

Fig. 3

Rezultatul obfinut se poate enunfa si sub urmétoarea forma :

TrorREMA 2. Frontiera domeniului maxim (D, care niu conline nici wn

punct fix al transformdrii w = O ovicare ar fi funciia f(z) €S, este

daté (in coordonatele polare v si 0) de ecuafia (14).
Curba (14) este simetricd in raport cu axa reald. Se poate vedea cd

pentru 0 < 0 < =, % = (),

Pentru 0 = 0, 7 ia valoarea minimi 7, = /2 — 1, iar pentru 6 = =,
r ia valoarea maximi 7, = 0,917...
Cind 0 creste de la 0 la =, 7 cregte de la 7, la r, (figura 3).

Universilatea ,, Babeg-Bolyai” — Cluj,
Catedra de teoria funcfiilor
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SKCTPEMAJIBHBIE OBJIACTU B KJIACCE OJHOJIMCTHBIX
QYHKUIHMHA

KPATKOE COIEP)KAHHME

Tlycrs S kaace ¢yukunit f(z) = z -+ a,2* +... roToMopgHBIE H OAHOJUCT-
Hele B |2|<1. B mepBoil uactu HacTosimiero Tpyla paccMaTpHBaeTcs ypas-
nenne (1), f(2) =g(2), rme [f(2)€S, a g(2) — 3amannas rosomoppHas
wan MepoMop(uas (yHkuus B okpyxkHoctd |2|< 1. Onpenensierca rpanuna
oBaactH, onucanHoil Kopusivu ypaBHeHns (1), xorpa f(z) nmpoGeraer xJjacc
S (ypasuenusi (8)).

Bo BTopofi yacTH Tpyaa onpeaessieTcss TpaHulla MaKCHMaJabHOH 06JacTH,
cojlepaKaiiell HavaJpHylo TOUKY H He CoJepiKallefi HH OAHON HeNmoJBHIKHOH

TOUKH INpeoGpas3oBaHud w:if;()i korga f(z) npoGeraer kmacc S (ypas-

Henue (14)). )

DOMAINES EXTREMAUX DANS LA CLASSE DES FONCTIONS
UNIVALENTES

RIESUME

Nous désignons par S la classe des fonctions f(z) =2 + apz® + ...
holomorphes et univalentes dans |z| << 1. Dans la premiére partie de ce
travail nous considérons I'équation (1) f(z) = g(2), ot f(z) €S, et g(z) est
une fonction donnée holomorphe ou méromorphe dans le cercle [z]| < 1.
Nous déterminons la frontiére du domaine décrit par les racines de 1'équation
(1) lorsque f(z) décrit la clase S (équation (8)). .

Dans la deuxiéme partie du travail nous déterminons la frontiére du
domaie maximum qui renferme 1'origine et qui ne contient aucun point

fixe de la transformation w:-z}{()i) lorsque f(z) déerit la classe S
1z
(équation (14)).
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