O FORMULA ASIMPTOTICA GENERALA PENTRU
EVALUAREA RESTULUI SERIILOR CONVERGENTE
CU TERMENI POZITIVI
DE
ANDREI NEY
(Cluj)

Lucrare prezentatd in sedinfa de comunicdri din 11 iulie 1960 a-Imstitutulul de calcul
al Academiei R.P.R. — Filiala Cluj.

INTRODUCERE
Fie
Nty =ty &ty Uy (1)
I

o serie convergenti cu termeni pozitivi. Restul ei
Rr: = Uy = Uy 19 s Rl

are urmitoarele proprietafi fundamentale :

limR, =0 |
n—poo l (J)
o — Buvy

Ungq ]

In baza proprietatilor (2), dim urmaitoarea
w
DEFINITIE. R, esle o expresie asimptoticd a restului seriei Y, u,, dacd
1

sint indeplimite condifiile :

lim @, = 0 ]
n—po
: (3)
lim (Q?l T Qﬂ--}-].:l I
HEop Up g1
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Din (2) ¢i (3) rezulta

lim Rn — @1
"t R, — R

— 7 I
41

Deoarece pentru o serie convergentd cu termeni pozitivi R, tinde
descrescdtor citre zero cind # —co, obfinem prin aplicarea teoremei lui

=1, ceea ce se mai scrie ca o relatie asimptotica,

LR =

astfel ;. @, == R,.

Cunoscind expresia lui @,, din relatia =1+ o( ) rezultd ne-

@l”

mijlocit R, — ®@, = o(R,) (» — ).
A doua din relatiile (3) se mai scrie
R — @)Hrl =yt Oupr Wugr; Oup =0 (2> ). (4)

Insumind egalitatea de mai sus de la # la_ + oo si tmmd seama de - relatia

lim @, = 0, obfinem
n-pee

@
Ry = Rn & "E Wpyq gy
R=n
Din (4:) rezulta Wy Mk+1 — ka — ('Qk-l-l — “k+1: prin urmare

= 1 Ry — R
R”:(@"—FE(I ;&

k=n 'Mk +1

—
Jt
—

)ﬂ-k+1,

ceea ce ne permite evaluarea diferentei R, — @,.

Mentiondm de pe acum ci dacd @, = a, #,, unde «, se ldimureste prin
observatia 2, din cap. II, atunci formula (5) este chiat ctunoscuta transfor:

@

mare a lui Kummer, [6], aplicatd restului R, al seriei fo.

In cele ce urmeazi vom deduce o formuld pentru expresia asimptotica
a restului, general valabila pentru serii convergente cu termeni pozitivi.
Aceast3 formuld ne va da pentru unele clase de serii, chiar valoarea exacti
a restului R,.

Pentru stab111rea unei astfel de formule cu caracter general, vom porni
de la condifia necesard si suficienta a convergenfei unei serii cu termeni
pozitivi. :

In prealabil facem unele preciziri cu privire la criteriul 1ui Kummer-
Jensen si asupra unor formulidri ale acestui criteriu, folosite in literatura
de specialitate si indeosebi in lucririle [2, 1, 8].
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(¥

1. Dacé existd un sir {a,} de numere pozitive astfel incit si avem
. u “ P .
lim (a,—— — a,,“) = =0, (K)
Nn—oo MUn+y g ] ; Lt
[==3

atunci seria E u,, cu termeni pozitivi, este convergentd — gi invers: dacid

o0

seria Y, #, cu termeni pozitivi este convergentd, atunci existd un sir {a,}

de numere pozitive astfel ca relatia (K) s fie indeplinitd.

o0

Suficienta condifiei (K), pentru convergenfa seriei E%,,, este indeobste
cunoscutd, iar caracterul ei necesar rezultd din p051b111tatea construirii
— in cazul seriei convergente — a unui sir de numere pozitive i anume

o I " i : b o
punind a, = ~*, care inlocuit in expresia de sub semnul limita din relafia

n
(K), ne dd

T

Ry uy . Rn-+1 = Ry — ﬁl‘i?-&:l = 1 =0
tp Un+q Untq . M- 1
‘Relafia
; u :
lim |a, — — n,,+1]: p >0 (1)
iy b

unde {a,} este un sir de numere pozitive adecuat ales, exprimi de asemenea

w0
condifia necesari si suficientd a convergenfei seriei Y04, cu termeni pozitivi.
1
Conditia (J) este echivalenti cu condifia (K). Intr-adevidr, din (K)
rezultd nemijlocit (J), cdci in acest caz p’ = p. Pe de altd parte, daca (J)
oo

este indeplinitd, atunci seria Y, % este convergentd (conform demonstratiei

1
clasice), deci va avea loc si relatia (K), pentru un sir de numere, {a,}, po-
trivit ales.

3 In [8] §3, G. S. Salehoyv, introdudnd un parametru /, da o
noua forma Crltenulm lui Kummer. Pentru a fi in consonana cu notatia
din prezenta lucrare, enunfdm formularea lui G. S. Salehov, astfel :

Daca

T P BB e L e L8

= Un-]
unde / este un numir intreg pozitiv oarecare, iar {a,} un gir de numere
oo

pozitive, atunci seria cu termeni pozitivi, Y, u,, este convergenta.
- 3 e B LI i . B N i + 2 1 = - . . J 88
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In locul pirtii a 2-a a criteriului, care se referd la o conditie suficients
a divergenfei, vom pune in eviden{d caracterul necesar al condifiei (S),
=]

pentru convergenta seriei ¥, ", In acest sems, pentru seria convergenta
1

Rugii .o .
se poate pune g, =21 5 se obfine

Uy

an Un — Ontq ﬂnJr_l T R?;th-—l — Ry e >0
n 1 Un+] ’

Condifia (8) fiind necesard gi suficientd pentru convergenta seriei
o

Y u,, este echivalentd cu condifia (J), respectiv cu (K).
1

4. Didm, in sfirsit, o noud formulare a criteriului lui Kummer (evident
echivalenta cu cele de mai sus), la care ne vom referi in cursul lucririi,
pentru faptul ci parametrul arbitrar pe care-l confine prezinti diferite
posibilitifi practice de calcul, puse in evidentd in [8]:

-]
Conditia necesard si suficientd pentru convergenta seviei Y, u,, cu lerment
1

pozitivi, este existenta wnui siv {a,} de numere pozitive asifel ca sid aibg loc
relalia

% an Up — Qn4y Un4y
lim = >0, (1)
n—poo Un-1

[ putind fi un numdr inireg pozitiv oarecare.

II

Vom stabili expresia asimptotici generald pentru restul seriei (1),
bazindu-ne pe relafia (I).

o0
TeOREMA 1. Dacd seria cu termeni pozitivi, E u,, este convergentd,

adicd daci ave loc relatia (I) alwnci penlru restul el este valabild wrmdtoarea
relafie la limitd

o Ryqp1-1 = ,_1_. (6)

:
npoo iy — b ['!'l

unde am notat b = lim a u,. Totodald (6) poate fi pusi sub forma

]

apity — b
Ryyi-a g%_, (7)
{/

care este o relatie asimploticd pentru evaluarea aproximativi a restului series.

|
\
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Demonstratie. Din (I) rezultd cd de la un indice suficient de mare,

avem a,i, > Gy 4%, >0, deci existd lim a,m,, nenegativi si o notim
n—0o

cu b. Urmeaza egalitafile.

an Anq apin — b anpytpyq — b

g — =
. Wy By L ™ w
lim - = lim = 1,
H=p 0O Un+1 =300 Up 4l

o e tln —B s o ; : ; <3
Expresia f"—’i’——— satisface conditiile (3), deci este o expresie asimptotica
]

D
a restului seriei Y, u,, putindu-se scrie
1

an ty — b
Rﬂ-{-l-—l [ @” $i—1 = —(.L__

I

Observatia 1. Pentru ! = 1, primim expresii corespunziatoare formu-
1arii (K) a criteriului lui Kummer i anume :

T L S 5 (6a)
* n-yoo Anily — b L
respectiv
R" oY) M. (73)

[

Observatia 2. Dacd condifia (K) este indeplinita, putem substitui
_( 3 ——b). Astfel primim ,forma

sirul {a,} prin sirul {«,}, unde o, =
U

redusd’’ a expresiei asimptotice a restulul seriei,
R, == a,u,. (8)

"B

Observatia 3. In baza relatiei (I) putem asocia numarului v (0 < 9 <
< 1) un numir pozitiv suficient de mare, N,, astfel ca si avem

gy — o BT B B 2 Ly NG

Hp—+1

adica
{P—.’ o Q)%ir+ﬂ < a,u, — a‘u-{-l“n-}l < (I“"I + 'f])u‘”.{_f (77- == Nﬂ)'

de unde, prin insumare de la n la o si aranjiri convenabile, obfinem

ay Uy — b ap ty — b
2D 2 (> N (9)
TR < -1 v 7 ( 11)

Inegalititile (9) pot fi utilizate la delimitarea restului seriei Y u,
1
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Observafia 4. Daca conditia (S) este satisfdcutd, obfinem pe o cale ana-
loagd celei indicate in observafia 3, inegalitafile
ay Uy — b Aaths

-Rn+:’—l \< T -é r : (10)

P Yy

Pentru / =1, primim din (10) inegalitdfile corespunzitoare conditiei (J).

I1T

Teorema 1, aplicata la serii care satisfac conditiile vreunuia din cri-
teriile de convergentd ce deriva din criteriul Iui Kummer, ne conduce la
forme simple pentru evaluarea asimptoticd a restului, Prezentam urma-
toarele cazuri:

Cazur, 1. Considerind expresia

Up Un-1 1)
PH TATRIT PN
Uy — Unt1
pentru seriile cu termeni pozitivi si descrescdtori, se obtine un criteriu
eare include atit cazul de convergenti previzut de criteriul lui d’Alembert,
cit si cel prevazut de criteriul lui Gauss?.
(v -]

CRITERTU DE CONVERGENTA. Dacd Y, u, este o serie cu teymeni pozitivi
1

s1 descrescdlori, penlru care avem

L} . — O 1 ' b 3 =
el (11a)
1= Un41
I i 1y Y, P ¥
1) In [4], autorul prezentei lucrdri a ardtat rolul expresiei ¢, = i ok GO
My — Wptq 1 —

= ) Ut o _ b ; = 3
unde s-a notat ), = ——— . o condifie necesard de convergenld a umei serii numerice oarve-
Hy

care este lim | ¢, | = 0.

?) Cazul de convergentd ce se exprimi prin criteriul lui d’Alembert se dovedeste a fi
cuprins in consecinta criteriului ce urmeazid a fi dedus mai jos, in prezenta lucrare, iar cu

s T ! . ! y %9 i & P
privire la criteriul lui Gauss, ajungem la aceeasi concluzie, punind in (11¢) 2, =1 — — — —.
0 7k
I . : Y 1 .
unde {B,} este un §ir mirginit, « > 1 i &# > 1. Tn acest caz =n = 1, deei
‘ , 1~ L Bn
ot —
/”.F-‘

] _P;'jﬂ_ P‘n+1
( + 1) = R a2
7:: = 1 nk (1 - 1)k

A 5 4 - '
1= P Hrﬂleﬁ)
nt b (4 1)k sk

) 1 —7
de unde lm (] - A—”—),: jj e T £ . 3540,

0
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adicd
ity o = e PR )= >0, - (11p)
=y 00 ‘-1 — M 1 — )m-{-l -
respectiv 48
lim [1 A [J—}] = m =0, . (110)
=0 — M)}

1) jar A este simbolul obignuit al dife-

unde g, si A, s-au definit prin nota nbc
: nite), : entd si are loc pentru restul

rentei finite), atunci seria considerald este converg
el relafia

. R 1

lim =2 =— (12)

n—rce Fn 1

Demonstratie. Din definitia lui g, rezultd imediat cd expresiile de su_b
cele trei semne de limitd din (11a), (11b) respectiv (11c) sint identice. Din
condifia (11a) urmeaza cd incepind de la un indice suficient de mare avem

urmeazid — conform crite-

A
) 2ci i id @, = —
Py = Pwits. ATl 11_1»1:0 e, = 0. Punir St

L=l

. - =3 . . 1

sulyi lui Kummer — convergenfa seriei}, #, In acest caz, din notal)
1

rezulta
lim p; = lim p, =0,
=0 S

iar relatia (6a) ia forma (12).

Mentiondm cd dacd avem

fim Er—f841 - 9,
= WaE

atanci rezulti o formuld de delimitare a restului, analoaga lui (10).

o g
ConsicINTA. Dacd seria cu terment pozitivi Y, indeplineste condifia
1

din forma limild a criteriului lui d’ Alembert, adicd

Fopom D g o w0)y 0 RS

Hn

atunct ave loc relatia -

T e 1, (13)

n—+ce Pr
ti cd, de la un indice

fntr-adevir, din condifia cuprinsd in enunt rezul ce
vem conform relafiei

suficient de mare, termenii seriei descresc. Totodati a
(11b)

1 A
N, }m—l-‘l_i]:____w_f:l'
1 g 7\)1 1 == ?\|;+1

y.:lim[

n=p0
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0

deci urmeazd convergenta serieiy, u, si relafia (13), ceea ce trebuia
1 iy

demonstrat.
Relafia (13) ne permite si scriem

Up Un|y . A Uy

R, o= — | ==
n — P" 1r”_u”+1 1 = )\n' (14)
de unde rezulti
him ¥ ek (15)
fi-reo Hn 1—2

Relafia (15) este prima relatie a lui N. Obreschkoff din [5],
aplicatd in prezenta lucrare, seriilor cu termeni pozitivi (a se vedea si [4]).
Menfiondm ci relatia lui N. Obreschkoff nu este aplicabild in cazul
A =0, pe cind relajia (14) permite o evaluare asimptoticd a restului si
in acest caz, dupd cum arati si

"Exemplull. Fiew, :—-IT. Avem 1, =—1‘r1_.0 (n — o0).
n n
Putem scrie

1 1

RNM—|—1 nl 1

[ ]

1 nln

741

Din teoria seriilor se cunoagte aproximarea restului conform formulei R, —
i} ¥ o . T R :
= (@ < 6 < 1). Precizim ci 0 depinde de » si ca in baza formulei

nlan

asimptotice R, o~ , dedusd mai sus, are loc relatia la limitd lim 6 = 1.

nl'n n-roe
Chiar in cazul ¢ind A =1 — caz necuprins in formula (15) — putem

evalua asimptotic restul unor serii cu termeni pozitivi in baza relafiei (12),

pornind de la forma (11c) a criteriului nostru. Si considerim

Exemplul 2. Fie seria #, ———

05 (B >0). In acest caz )=
nerE ’

. 1t & ey .o =
= lim ™ — 1. In vederea aplicdrii relafiei (11c), se porneste de la urma-
nroo Uy

toarele egalitdti

gtk . ¥ 1

o R W —

w1 1, 1+
{n ) n (1_{7_) &
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La calcularea diferentei A se utilizeazd teorema mediei a lui Tagrange,

N
astfel
1\ 1 A
S O R 1+
I . ( )( n -0 (n+0)? = 1+k n -0 (O oz () 2 1)’
1= 1\ |2 02 [L+k M, 2 ,
¥ L —1 * —1 —— + 2
n -+ 0 n -0 (n+0)
unde M, este o mirime mirginiti. Rezulta
: 2 1
IimA—"-=_——,
nyee 1 — Ay 144
k ’
Prin urmare lim [1 —A—2% ] = ——. Pe dealtd parte
H=p 0 1 e }\" 1 + k
= Unnt1 — 1 —— 1 (0 < T < 1)
Py = Uy — Uptq ( + 1)1+k— 2tk (1 + k) (0 + ¥

Formula (12) ne di
7 RETE L B N | (SN G, |
L= 7 k(n + 1)k

Observafia &§. Prezintd interes adaptarea cunoscutei transfonhnan a
lui Kummer, la notatia utilizatd in criteriul de convergenfa dedus in cap.

. A A s = fn 1
I1T al prezentei lucrari. Punind in relatia (5) &, = e obtinem

B— 8 i [1_ 1o —Fk+1] ey 1, (16a)
e 2 b Uk
sau altfel
SN O T b 1 M s (]_FDC)
R, = 2 ARG 1——(1—A ) s i,
. H1—)\,,+,§”[ @ 1 —
ceea ce se transcrie usor pentru calculul sumei
= T Ry & '1 1 (1 AN ) sy
= e L My ; %"
gu,,ﬁulJrRl 1{14—“]_11-[—?:]1‘ : o
adica

M
1-2

Yty = 1ty [-1 -+ Ay __] 3. i [1 - l[l —A ]] by g1 (17)

1 !J'(I == ?\1) n=1 i 2

Vrom aplica relatia de transformare (17) in




celor din (10).
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Exemplul 3. Fie seria e =1 + 2% Efectuind transformarea
1 n!l

(17), obtinem
- 1

e = 3 -— el |
2 n(n 4+ 1)n! .

1

pe cind transformarea lui Kummer adaptati conditiilor din criteriul lui
d’Alembert (vezi [8], cap. III. § 1), nu ne poate duce la nici un rezultat,

. ;I : . T
seria Z 5 fiind un invariant al transformirii.
1 e

0

Cazur, 2. Dacd seria Y, w, indeplineste conditia din Sforma  limité a
1

criteriului lui Raabe-Duhamel, adicd

lim n(i—l) —r>1,
n—roo MUp-q
atunci se obfine
. R 1 . =
lim = — , respectiv R, o 1M (18)
n—yoo MUy r—1 —
Intr-adevir, condifia (K) este indeplinitd, cu a, = u sip=r—1,

prin urmare din teorema 1 rezulti (18).

Yn

Dacd avem lim n[ AJ) > 1, obfinem usor inegalitdfi analoage

Yyt
Exemplul 4. In lucrarea [7] si apoi in [8], G. S. Salehovw
se preocupd de delimitarea restului seriei

Aplicindu-si metoda, autorul citat obfine rezultatele :
- 0,0050 < R; < 0,0149,
0,00315 < R;; < 0,003379,

Cu ajutorul relafiei (18) din prezenta lucrare se obtine
1 . y 1
Ry~ —=0,0011¢ S — 5t
5 R ! 90 4 o Ene o 0,003 205 . . .
- goma L il . ' )
Subliniem ca atit = cit si rqi—) sint valori exacte ale restului. In cap. IV vom
da explicatia acestui fapt:

%) Notatizi R, din prezenta lucrare ii corespunde notatia Ry in lucrdrile citate ale Ini
G. S. Salehov.
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@
CazuL 3. Dacd seria Y, u, indeplineste condifia din forma limitd a cri-

1
[ teviului lui J. Berlrand, adicd
] ' lim [(L%)L — Lt + 1)J =5 Sl

=300 F""ﬂJrl

o e | e et

‘ unde LPn inseamnd n-Inn-Inlnn...Ilnln. .. 1nn, atunci se obline cu aju-

. tovul teovemei 1, relafia
: - ; e 1 LS
' =L, S 19)

nroo (LPR) ity I

intr-adevir, in demonstratia teoremei 1 se aratd ca sirul {a, t,y, cd

termeni pozitivi, este descrescitor. Punind a,= L?n, se obfine lim (L*n) 2, =
nN—=oQ

— 0, chci in cazul contrar, incepind de la un indice suficient de mare, am
oL

avea (LPn)u,> o >0, ceea ce ne-ar conduce la inegalitatea u, >
o

de unde ar rezulta divergenta seriei Y,#, Prin urmare relatia (19) este
f justificatd. !

|

\

|

Lty’

Mentiondm cd din inegalitatea
tim | (Ltn) 2 — L¥(n 4+1)| >0,

Unty

rezulti imediat inegalititile analoage celor din (10).

Exemplul 5. Fie cunoscuta serie u, = T a cirei conver-
' 7 (In n
gentd se poate stabili usor cu ajutorul criteriului 1ui J. Bertrand, punind

Ltn — nInn. Un caleul simplu ne di p = 1, iar din relatia (19) rezultd

I, ~ L Aceastd expresie asimptotici a restului este chiar integrala
In n ) ¥
o0
S d'v—, pe care o primim aplicind criteriul integral al lui Cauchy la
x (In x)?

n

seria consideratd in exemplu.

IV

‘r in introducere s-a ariatat ca formularile (K), (J) si (S) ale condifiei

ao

necesare si suficiente a convergentei seriei Y, u, cu termeni pozitivi, sint

1 sl
echivalente, iar din observatia 2 rezultd echivalenta lor si cu forma redusa
a formuldrii (K) si anume

lim (a . - am) il o HET)

" o Mnt1

de unde conform relatiei (8) se objine R, = a, t,.




326 ANDREI NEY 12

. Fira a restringe generalitatea celor ce urmeazi, vom porni de la relatia
a limita

g
%y —"— — Oyyy —1 (1 — c0), (20)
Up+1
cireia ii atagim egalitatea
Un
Ky G Rn+1 =1 (n' = N)r (20 a)
Uni1
care, in cazul cind seria este convergentd, este satisficuti de solutia
R
%, = . Vom demonstra
Uy

0 ')I‘EOREMA 2. Dacd incepind cu un indice suficient de mare, egalitatea
a

Uy
e

Unt1

este satisfdacutd de un sir {x,} de numere pozitive, atunci wu, este valoarea

xﬂ-l—l =1

oo
exactd a vestului seviei convergente cu termeni pozitivi, Y, u,.
1

Demonstratre. Punind wx,,, = x, + Ax,, egalitatea (20 a) ia forma

Uy
AK,,—[ —I]K,,Z_—'l, (20b)
Un+t1
care este o ecuafie cu diferenfe finite, neomogens (u, fiind cunoscut, iar
x, se cautd). Solufia generald a ecuafiei omogene corespunzitoare lui (20 b)
[ . . . o . u & =
este —, iar o solufie particulari a ecuatiei neomogene este Iufn con-

Uy i
n
. ' . A . @ !
secintd, solufia generald a ecuatiei (20b) este %, = Pnt° Pentru deter-
. . * PR Vn
minarea constantei ¢, pornim de la faptul cd in cazul seriei convergente

avem R, —0 (n —c0), deci R, = »,u, — ¢ —0 (n — o), de unde ¢ = lim »,1,.

7 . . by . n—>aoo
Deoarece in cazul formei reduse, (K*), are loc egalitatea lim x, u, = 0.
; e -1
obtinem R, = x»,u,.
Rezultd fard dificultate si formula exacti
ap tty — b
R,="22__ (21)
1z '
daca
!,r'” .
a, —yy =u >0, lima,u,=>.
Unta

Exemplul 6. Se pune urmitoarea problema : care este clasa de
serit, ?pentm care relajia asimptoticd (18) ne dd valoarea exactd a restului
seriet |
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13
Din egalitatea
2 (g1 =p (p20) (22)
Hnt1

rezultd

Hp+y i ;_

Up " n+14p :
prin urmare

AR, S S — ]
2 Lici kel Li+2@e+3 ... (p+n’

unde #, este o constantd pozitivd, arbitrard. Expresia lui #, dedusd mai sus
poate fi pusd sub forma

i, B (n—1)! , (23)
(b + (e +2) ... (e + )
a fiind egal cu #,(pn + 1). Din (21) urmeazi
Rn == ks ) (24)
plpe + 1) oo (e + 2)
iar pentru suma seriei
S=u + R =—= L =2, (25
A u+1+u(u+ﬂ H )
Pentru @ = — si u = 2, se obtine din (23) seria u, = e VIR ;
2 w(n + 1)(n + 2)
cu R, = N B si suma S = 1 Aceasti serie a fost obiectul calcu-
2n + 1)(n + 2) 4

lelor din exemplul 4.
Aceeasi problem, pusi in cadrul relatiei asimptotice (14), ne conduce
la seria geometrica u, = u, A"

Problema generald a gisirii expresiei exacte a restului revine la de-
terminarea lui », din (20 b), cunoscindu-se #, i condifia %, > 0. Proce-
dind la rezolvarea ecuatiei cu diferente finite (20 b) prin metoda variafiei
constantelor, se obfine

Xy =", (26)
Uy

unde s, = %, + %, +... + u,, iar ¢ este o constanti arbitrard supusa
doar conditiei ¢ >s,. Gisirea lui ¢ revine chiar la stabilirea limitei luis,
cind # — oo ; in acest sens, problema rimine deschisi.
Problema poate fi abordati pe alti cale si anume : cunoscind o expresie
=]

asimptoticd a restului seriei cu termeni pozitivi, Y%, se va ciuta o metodd

1
de aproximare succesivd a valorii exacte a restului prin , imbunétafirea
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expresiei asimptotice a restului”. In acest scop vom ciuta astfel de siruri
{o;) de numere pozitive, pentru care e, +1 din relatia

oy, — Gpr1Mypg = Uy 1q ol | (27)

sa tind4 cit mai repede citre zero. Conform relafiilor (4) si (8),

Sup1 = O,y 1Y, 1.

Sa presupunem ci avem un sir {« } care satisface relatia (27). Ciutdm :

ce legaturd existd intre termenii acestui sir si termenii unui alt sir, {o '},

care satisface aceeasi relatie (27), cu conditia ca diferenfa intre restul R,

si expresia el asimptotici @ , obtinuti cu ajutorul lui fc.c [y, si tindd mai

repede citre zero, decit d1fere11t1 intre acelasi rest R si e\prema lui asim pto—
ticd @, obfinuta cu ajutorul sirului {«'}, in baza teoremei 1 ?

Se demonstreazi douid leme :

Lewma 1. Dacd {o'} si {o) ) sint sivuri de nmumere pozitive, care satisfac
velatiile

lim Un Up — Opdq Uniq -

oo Unt (28)
lim o, #, =0 s "
H-p

(inlocuindu-se «, cu « respectiv w, in (28)), atunci intre ele existd relatia
la limitd
ir

: mlf
lim —— =1,
n—ra0 (Z_“

oo

Demonstratie. Din (28) rezulti ci seria Zu este convergenta, iar

«, #, respectiv o u, sint expresii asimptotice ale restului R, si le notdim
cu @ respectlv cu ®R,. Din definitia expresiei aslmptotlcc a restului,
urmeaza relafia

" "

lim —% L =1, deci ¢i lim m", =1,

H—0 Q” nFo0
e

LeMa 2. Fie {o} si {o,} siruri de numere pozitive, care satisfac rela-
title (28) ale lemei 1. Fie mai departe
‘e " ”

G, M. — U £

! n+1 “ntki n+1
—l=—==0 (- )

Upd-1 Untq

(29)

’ ’ r

£ — o il €
non n4+1 “n41 “n+1
25, L 5 —1=-"""00

(?1 — DO)
Uy q Up4q

v s
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unde <, s e, sint nenule, € | nu—,si schimbd semnul incepind de la un
iy '
indice suficient de marve, tar lim —— "H = 0. Atunci expresiile asimptotice
aere En+1
"
. ’ ’ » 8. 2 - n L
R =ao"u si R = o' w satisfac relapa im ———= =0, adicd R/
" n n 3 n n n p—
nae (R, n

este 0 aproximare mai bund a restului, decit R, .
=]

Demonstralie. Din (29) rezultd convergenta seriei Y o, sirelatiile :
1

’e

(2 i Q = Mu+] + En-*.LI l

" w41 (30}
R, —®, Yy T E;+I [

n n+ 1

fnsumind fiecare din relatiile (30) de la » la oo, obtfinem

12

@n = Rﬂ + Z E‘l’:}'l

VY==n (31)
@1’1 = Rn —l_ E Eyt1
V=n
Relatia lim s 0, din enuntul lemei 2, se transcrie astfel
o o) 511—6—1
— e < <o (n >N, (32)

€ +1

unde « este un numir pozitiv arbitrar de mie, iar N, un numir suficient
de mare asociat lui «. Din (32) se obfine

_UZEU+1<EEV+I<UZEV’! 7E>JV)
v=p v=n v=n

de unde

—a < ———<ua (n>Ny. shecl 33

Vg)le;+l
Tinindu-se seamid de (31), sistemul de inegalitafi (33) este echivalent cu
relafia la limita ST -
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Dacé de la un indice suficient de mare, ¢/ este negativ, rafionamentul
de mai sus nu se modifici esential. Astfel lema 2 este demonstrati.
Tinindu-se seamé de lema 1 si lema 2, rezulti urmitoarea

MEeropA de imbunitifirea expresiei asimptotice a restului: Dacd
avem un siv de numere pozitive, {a,, pentru care este valabild relatia la li-
mitd (1), iar expresia a, u, —a, 1 Ypr — W U,y nu-50 Schimbd semnul tnce-
pind cu un indice suficient de mare, atunci ciutdm un sir {0, asifel ca sd
atbd loc relatiile

lim b, =1
i d=-]
lith @y by ty — Ay Py Mgy — oy Unty 0 (34)
H=poo Ay Uy — Apgq Uyyq — |4 Up4-1

In aceste conditii, — (@, b,u, — lim a,b,u,) este o expresie asimptoticd a
ey n-co

. U A v . 1 .
vestulut R, , ., imbundtdtiti fatd de expresia — (a,u, — lim a, u,), sta-

CE . ! oo
bititd  prin teovema 1.

O formulare pufin diferitd de cea de sus este urmitoarea :
Dacd avem o expresie asimptoticd ®R,, pentru vestul seriei convergente
3 @ - 5
cu termeni pozitivi, ¥, w,, atunct, dacd un siv de numere pozitive {b,) satisface
condititle '
lim.b, =1

n=pco

@n by — @n-ld but1 — Mntq == i = (35)

lim 0, A

g (‘Qu == Qn+1 — Mp4y
R, b, este o expresie asimpioticd a vestului R, imbundtdtitd fatd de R,
Exemplul 7. In [8] cap. II, § 1, se di o delimitare a restului

seriei El” (@ >1), cu ajutorul unei duble inegalitdfi. Pornind de la o
1 @

expresie asimptotici a restului si aplicind metoda de imbundtitire din

prezenta lucrare, reusim, in cazul acestui exemplu, si determinim valoarea

¥ : A Ty 7 G W 1
exactd a restului. Deoarece in cazul seriei u, = " avem lim '+ — =,

2 o ah H=}0O ?I'” @
formula mai sus-amintitd a lui N. Obreschkoff ne di o primi expresie

asimptotici pentru rest, si anume

17 EVALUAREA RESTULUI SERIILOR CONVERGENTE 331

De aici
: i 1

@n = Qn-{—l == Mn-}-l = -

a—1 ar’
Punind b, =1 + —‘B—, se obtine
n

1 1 a—(a—1)8
@n bn == (Qu-l-l bu+1 _— M’n-{»l = == s *

a—1 ar a

nn

De aici se determind B, astfel incit expresia @2, — Ryi1bnp1 — u, 41 54

se anuleze; B = . Prin urmare, vestul exact este

a—1

R _la—1)n-+a
w (@ — 1)2gn ’

Universitatea ,,Babes-Bolyai” — Cluy
Catedra de analizd

OBUIASI ACUMIITOTUUYECKAST ®OPMYJIA IJI51 OLIEHKU OCTATKA
CXOLAMMNXCA PSALOB C IOJOKUTEJbHBIMHU YJIEHAMMA

KPATKOE COHEP)KAHHE

ABtop nmaér obmyio ACHMIOTOTHYECKYIO (DOPMYJY VIl OCTATKA CXOJsi-
{=2]
LUerocst pofa ¢ MOJNOMHTEILHEIME WIeHAMH 3, %, 4 HMEHHO
1

ty Uty — lm ay, u,

H—co
Rn-Hfl = »
wr
rape /[ ecto napametp, MOFyLU,HI‘:I NPHHUMATDL LEAbIE NMOJOXKHTEbIIBIe 3HauUeHNA,
[ty — HNOJOKHTeJNbHAT KOHCTaHTa, a {ﬂ“} NOCJIENOBATENbHOCTE OO HUTEb-

HBIX YHCeJ, (GMrypHupyRouui B (popmymuposke (I) mpeaenbHoil (hopMEI Kpi-
Tepust Kymmepa, H3MEeHeHHOTO B CMBICIE o6o6uenns, I'. C. Cannexona, [8].
[Ipn nomomu st1oii hopmy.s nosyuarmTes, npu L =1 npocteie Bhipaxe-

ao

HHA JI/IS1 aCHNTOTHYECKOH OMEeHKH OCTATKA pana Z'M,,, Korga psam yIOBJIET-
1

BODSACT YCJIOBHAM OJHOrO M3 KpuTepuil Hanambepa, PaaGe-Ilioxamens,
K. Beprpana u T.0. AcumnroTHueckas tpopmyna H. OGpemxosa [5]
OKA3bIBAECTCS YACTBIM cayyaeMm o6Wied ACHMITOTHYECKOH (hOpPMyYIIbL, ycra-
HOBJIEHHOH B Hactosiuem Ttpyge. Jlas HEKOTOPHIX KJ4CCOB  pANoOB obuias
dCHMITOTHYeCKAs (hopMysa jlaéraa)ke TOYHOe SHAYeHHe ocTaTKa, B TpyLe
HCCACLYeTCsT W BOMPOC YJyYLIeHUs: aCHMMITOTHYECKOH (OPMYJIBI OCTATKA.

B TPYAE COLEPKaTCHd M UHCJEHHBbIe NpHMeHeHHs. -

10 — Studii si cercelari de matematicd nr. 21961
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UNE FORMULE ASYMPTOTIQUE GENERALE POUR
IL’EVALUATION DU RESTE DES SERIES CONVERGENTES
A“TERMES POSITIFS

RESUME

I/auteur de cet article déduit une formule asymptotique générale

(==}

pour le reste de la série ¥, u,, convergente et & termes positifs, notamment
1

ity Uy — 1im a1y

~ =
- Ru-{-f -1 = l"‘j )
oil / est un parameétre qui peut prendre des valeurs entiéres positives, p,
est une constante positive et {a,} la suite a termes positifs qui figure dans
Pénoncé (I) de la forme limite du critérium de Kummer, modifié dans le
sens d'une généralisation considérée par G. S. Salekhov dans [8]. Grace
a cette formule, on obtient, si on pose / =1, des expressions simples pour
= =2}

I'évaluation asymptotique du reste de la série Y, u, satisfaisant les condi-

1
tions envisagées par 'un des critériums de d’Alembert, Raabe-Duhamel,
J. Bertrand, etc. Une formule asymptotique de N. Obrechkoff [5] se déduit
de méme de la formule asymptotique générale. Pour certaines classes de
séries, la formule asymptotique générale donne la valeur exacte du reste.
I auteur s’occupe aussi du probléme de "'amélioration de la formule asymp-
totique du reste.
Il donne aussi des applications numériques.
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