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ASUPRA UNEI TEOREME A LUI W. A, MARKOV™
DE

TIBERIU POPOVICIU
Membru corespondent al Academiei R.P.R.

(Cluj)

Cu ocazia generalizirii celebrei inegalitafi a lui A. A. Markov, W, A.
Markov adat [2], ca olemid ajutitoare, urmitoarea teorema :

Dacd rdddcinile a doud polinoame de gradul n, cu toale ydddicinile reale,
se separd, atunci §t rdddcinile derivatelor lor se separd. _

In a doua parte a lucririi vom da o demonstratie a acestei teoreme,
putin diferitd de aceea lui W. A. Markov insusi precum si de aceea a lui
P. Montel [3], datd acum vreo 30 de ani.

Demonstratia pe care o dam se bazeazd pe continuitatea si pe mono-
tonia rdddcinilor derivatei unui polinom cu toate radicinile reale, in raport
cu riddcinile polinomului. In prima parte a acestei lucriri vom analiza
pufin aceastd proprietate de monotonie.

In fine, in partea a treia a lucririi vom da o noud teoremi asupra
polinoamelor cu toate rddidcinile reale, analoagd cu aceea citati a lui W.
A. Markov.

In cele ce urmeazi vom considera numai polinoame de o variabild
cu toate radicinile reale iar prin gradul unui polinom vom infelege gradul
sau efectiv, chiar dacd aceste lucruri nu sint specificate in mod explicit.
Deoarece ne intereseazd numai rddicinile polinoamelor, doui polinoame
care diferd numai printr-o constanti multiplicativa pot fi considerate egale.

Accentul la polinoame insemneazi derivare.

1

I. Dacd un polinom are toate ridicinile sale reale, si derivata sa are
toate rddicinile reale. Existd o importanti proprietate, bine cunoscuta,
de separare a raddcinilor derivatei de citre ridacinile polinomului. Vom
fine mai jos seami de aceasti proprietate.

*) Lucrarea a apiirut in limba francezi in revista , Mathematica” vol. 2 (23], 1960,
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Rédicinile unui polinom cu cel mai inalt coeficient egal cu 1 (deci
un polinom de forma x" 4 polinom de gradul < #) sint functii continue
in raport cu coeficien{ii polinomului, iar coeficienii sint functii continue
(polinoame) in raport cu rddécinile polinomului. Daci tinem seami de rela-
tiile dintre rddacinile si coeficientii unui polinom, deducem continuitatea
radacinilor derivatei in raport cu ridécinile polinomului.

2. Proprietatea de monotonie a riddécinilor derivatei in raport cu
radécinile polinomului se poate enunta sub forma urmitoare :

Rdddcinile derivatei sint funciii nedescrescitoare de vdddcinile polino-
mului.

Aceastd proprietate este bine cunoscuti si a fost mult folositi de
Laguerre in cercetarile sale asupra polinoamelor cu toate ridicinile reale.

Pentru a clarifica proprietatea de monotonie de mai sus, introducem
relatia PS5 Q intre doud polinoame care are loc daci si numai daca :

1% Polinoamele P, ( sint de acelasi grad » = 1.

29 Radacinile respective

X = V1=V S =Y, (1)

ale acestor polinoame verifici inegalititile
=gy t=1 2 .. 58 2)

Aceastd relatie este (reflexivd si) transitivi.

Este inutil de considerat cazul # = 0 cind relatia precedenti nu are
nici un sens (deoarece nu existd rdddcini). Dacid # = 1, in definitie, este
suficient sd mentinem numai inegalitatea (2) si se vede ugor ¢4, in acest caz,

. . . C c .
cel putin una din relatiile P , Q, Q _, P are loc totdeauna. Pentru orice
n >1 se pot construi polinoame P, () pentru care nici una dintre relatiile

c C v w
P50, Q5 P nu este adevirati.

Proprietatea de monotonie a rddédcinilor derivatei in raport cu acelea
ale polinomului se exprimid atunci prin

TEOREMA 1. Dacd P, Q sint doud polinoame de gradul n >1, din

{4 v L0
P 5 Q rezulta P’ _ Q'
. cc w .

Introducem de asemenea relafia P _, Q intre doui polinoame, care
are loc dacd si numai daci:

19 Polinocamele P, ) au acelasi grad # =1 si ambele au toate radi-
cinile simple.

29 Rdédicinile respective

x1<x2<"'<xnl .y1<y2-<"'<yﬂ (1,)

ale acestor polinocame verificd . inegalitatile

B b=t B B _ L@
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Aceastd relatie, care este transitivd, este un caz particular al relatiei
precedente si anume cind peste tot in (1) si (2) semnul =< este inlocuit cu <.
Cele doua relatii sint legate si prin o proprietate de transitivitate mixts,
analoagd cu transitivitatea mixta a relatiilor de inegalitate < si <. Daci

PSR, RS Qi dacd Q are toate ridicinile simple, avem P £ Q. Din
PSR RSS, S50Q rezultda P55 Q.

Avem urmitoarea : -

Dacd riadécinile Iui P, Q sint funcfii continue de un parametru A pe
un interval care contine pe %, si daci avem P 5 Q pentru A 7 kg, vom

c A cc - .
avea P _, @, dar nu in general P _, Q, pentru A = A,. Aceasti observatie

ey . .. § S8 m mm me  mcme
este valabild i pentru perechile de relatii 5, 5, ; 5, -5, 5, _5 , care

vor fi considerate mai jos.
Avem urméitoarea :

TEOREMA 2. Dacd P, Q sint doud polinoame de gradul n >1, din P 55 Q

o ce
rezultda P' Z, Q'

3. Vom ariita ci teorema 1 rezultd din teorema 2.
Intr-adevir fiec P 5 Q, (1) ridécinile polinoamelor P, Q, n >1 si
gliggi: ---f;gn_]; 'ﬂlé'szi ce S My (3)

respectiv rddacinile polinoamelor P’, Q.

Sd considerdm polinoamele P,, (), de gradul #, avind respectiv radi-
cinile x; +4¢, ¢=1,2,...,m, 9%+ (@ +1e, 1=1,2,...,% unde ¢
este un numdr pozitiv. Polinoamele P,, (), au toate ridicinile simple si

ce ~
avem P, Q.. Dacid

B . e, el e e gl

sint respectiv radéacinile polinoamelor P,, (J),, avem

lim ¥ = &, lim3® =4, +=1,2, ..., n — 1. - 4)

e=>0 e—+0
= o v v o u ' ce G .
Daca presupunem céd teorema 2 este adevirati, rezultd ca P, ; Q, si
: G & c ’
din (4) deducem, ficind ¢ — 0, cd avem P’ _ ("

Cu aceasta s-a demonstrat ci teorema 1 rezultd din teorema 2.

4. Ramine si demonstrim teorema 2.

Fie P, Q doui polinoame de gradul # >> 1 astfel ca si avem P 5, Q si
fie (1') respectiv radacinile acestor polinoame, Fie P, un polinom de gradul
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A o w 3 -
# avind ca- ridicinl pe &y, %, -0 Bk Voo itiprs Vacizg - - o5 My petitra
t+=1,2,...,n Polinomul P, este egal cu P iar P, este egal cu (. Polinoa-
[V LV I . T . c
mele P, au toate rddacinile simple, avem ins#, in general, numai P; 5 Pty
t=0,1,2, ..., n—1. Dar, daci putem demonstra ci avem

PP, §=0,1,2,...,n—1, (5)

atunci, pe baza transitiviti{ii, rezulti ci P’ & Q' si teorema 2 este demons-
trata.
Rimine dar si demonstrdm relafiile (5). Aceste relatii rezulti din
Lewma 1. Raddcinile derivatei unwi polinom cu toate rdddcinile reale
st simple sint functii cresciloave in raport cu fiecare dintre rviddicinile
polinomulu,

Fie g un polinom de gradul # (= 1) cu toate ridicinile «, < o, <

< ... << a, reale si simple. Prin enuntul lemei 1 infelegem ci fiecare dintre
rdddcinile derivatei polinomului f, = (¥ — «)g este o functie crescitoare
de o. Aceste rdddcini B, < f, < ... < B, sint functii continue de « si

rimin distincte. Vom demonstra intfi ca ele sint functii strict monotone
de a. Intr-adevir, daci, de exemplu, B, nu ar i o functie strict monotoni
de o, am putea gisi doud valori diferite o', &’" alelui & pentru care polinoamele

’

fo=(—a)g +¢g for=(—ag +g (6)

sd aibd o riddcind comund B;. Acest lucru este insi imposibil deoarece
orice ridéicind comuni polinoamelor (6) ar trebui si fie o ridicind comuni
a polinoamelor g, g', ceea ce contrazice faptul ci g are numai radicini simple.
Cu aceasta strict monotonia radicinilor B, este demonstrati. Rimine numai
sd precizdm sensul acestei monotonii. Dacd tinem seami de faptul ci radi-

cinile derivatei sint separate de acelea ale polinomuluisi daci observim ca

HAl B = oy, =1, % . ..%
i e

deducem imediat ca sensul monotoniei este cel crescitor pentru ficcare
dintre raddcinile B,.

Cu aceasta lema 1 este demonstrata.

Se pot da si alte demonstratii lemei 1. Se pot da demonstratii bazate
pe nigte consideratii analoage cu cele ficute in partea II si partea III a
acestei lucrdri. Nu ne vom octipa de asemenea demonstratii.

Observare. Dacd o) < ay < ... <o, sint riddicinile polinomului g/,

el . . i . A & !
ridacinile B, 1 =1,2, ..., n variazd respectiv in intervalele (— o, a;],
(-, ®i],2=2,3, ..., n—1,[e,—y, ©),daci# >2. Dacin=1, ridicina B,

variazd de la — oo la oo, iar dacd n=2 rddicinile B,, 8, variazi respectiv

in intervalele (— o0, X iﬁ] [“‘—_I'l, oo).
2 2
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5. Ne vom ocupa actuimn de demonstrarea semnalati a teoremei lui
W. A. Markov.

" Introducem relatia P, () intre doud polinoame, care are loc dach si
numai daci : :

1°. Polinoamele P, Q au aceleasi grad # = 1.

2°. Réaddcinile respective (1) ale acestor polinoame verifica inegalitifile

Xq g_’yl =50 Xg g:}’z = ee g JY-” E;yq!‘ (7)

Daci P 5 Q sau Q 5 P, putem spune ci ridicinile polinoamelor P, Q
se separd. ‘
“ W C . . c
in general din P Il Q rezultd P _, Q, iar pentru n = 1, relatiile P  Q,
P2 Q sint echivalente.
Pe baza unei observatii precedente , pentru orice n > 1 putem gisi
- . oy s S
polinoamele P, ) de gradul » astfel ca nici una dintre relatiile P 5 Q, Q 5, P
sd nu fie verificata,
Teorema lui W. A. Markov se poate enunta sub forma urméitoare:
TEOREMA 3. Dacd P, Q sint douwd polinoame de gradul n > 1, din

P5Q rezultd P’ Q.

. & ] M 3
Daca #n = 2, teorema 3 rezultd din teorema 1. Intr-adevir, din P, Q
. . o c - .
rezultd P S Q din care, pe baza teoremei 1, rezulti P’ 5, 0", Aceastd relatie
" e 5 % s
este insi (pentru # = 2) echivalentad cu P’ Q' si proprietatea este demons-
trati. '
. 53 A o . )

Introducem de asemenea relatia P Z; () intre doud polinoame, care are
loc daca si numai daci :

1°. Polinoamele P, Q) au acelasi grad = 1 si ambele au toate radacinile
lor simple.

2°, Radacinile respective (1’) ale acestor polinoame verifica inegalitifile

B <Yy < Hy <Yy < e < Ky < Y (7

Din P2 Q rezulti P 5 Q, iar pentru n = 1 aceste relatii sint echivalente.

Avem urmdtorul caz particular al teoremei lui W. A, Markov :

TeorEMA 4. Dacd P, Q sint dowd polinoame de gradul n > 1, din
P50, rezultd P' % Q.

Ca mai sus se demonstrazi cid pentru n = 2, teorema 4 rezultd din
teorema 2.
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6. Este suficient si demonstrim teorema 4, cdci atunci teorema 3
rezultd. Pentru a arita acest lucru procedim la fel ca 1a nr, 3, unde am
ardtat cd teorema 1 rezulti din teorema 2. -

Daci avem P 5 ( si dacd considerdim acum polinoamele P, Q. avind
respectiv ca ridécini pe x,4 (21 —1)e, =1, 2, .. ., n,y,+24e,i=1,2, ..., n,
unde e este un numir pozitiv, avem P, > Q.. Dacd presupunem ci teorema
4 este adeviratd, de aici rezulti cf P, % Qe Daca facem ¢ -— 0, ridici-
nile lui P;, Q, tind respectiv citre ridicinile lui P', Q' si deducem P’ 5 Q.
Teorema 3 este demonstrati.

7. Teorema 4 se demonstreazi bazindu-ne pe teorema 2, pe lema 1 si
pe continuitatea radicinilor derivatei.
D vPss ltvpcc 4 .P,cc ¥ w w .
aca P, Q, rezultd P, Q, deci P'_, Q'. Pentru a arita ci avem chiar

P’fQ', este suficient si demonstrim cid derivatele polinoamelor P, Q
(care au toate rdddcinile simple) nu pot avea nici o ridicini comuns. Tntr-
adevir, este ugor de vizut cd, in acest caz, relatia P’ 5 Q' se mentine cind
riddcinile Iui P crese citre rddécinile respective ale lui (.

Dar, dacd (1') sint ridicinile polinoamelor P, Q de gradul #, relatia
P2 Q este echivalentd cu egalitatea

Q:P@+§ =, (8)

i=t ¥— %

unde a este o constanta diferitd de zero, iar a,, a,, ..., a, sint # constante
diferite de zero si de acelagi semn. De altfel, produsul aae; este de semn
contrar cu cel mai fnalt coeficient al lui P, deci cu semnul lui P pentru x
foarte mare.

Prin derivare din (8) deducem

a,
i

Q'_P'(a+i; % )_Pi__

i=1 ¥ % e

(9)

De aici se vede cd dacid P, Q' ar aveaoridicini comund, aceasta ar
trebui sd anuleze si polinomul P, ceea ce este imposibil, deoarece, prin
ipotezd, P are toate rddicinile sale simple.

8. Relatiile P 5 Q, PZ Q se pot extinde si la cazul cind polinomul P
este de gradul # iar polinomul Q de gradul #—1. Daci # > 1 si

FEX= =% N=VYi= . =Yy (10)
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sint respectiv ridicinile lui P si ale lui Q, relatia P 5 Q are loc daci si numai
daca

=Y =%y, t=1,2,...,0—1 (11)
Se poate incd spune cd atunci rddicinile lui P si Q se separi.

Relatia P25 Q are loc dacd si numai daci, in plus, ridicinile lui P si Q
sint toate simple iar in loc de inegalititile (11) avem

X <Y < %Kiy, =12, ..., n—-1 (11n

Avem atunci:

ConsecINTA 1. Dacd P este un polinom de gradul n iar Q un polinom
de gradul n—1, n > 1, din P 5 Q rezultd P' 5 (.

Proprietatea rezulti din teorema 3 printr-o trecere la limiti. Pentru a
ardta acest lucru, fie (10) riadacinile lui P si Q, care verificd relatia P 5 Q.
Si considerim polinomul R = (x — v,) Q de gradul #. Daci x, = y,,
avem PS5 R, de unde, pe baza teoremei 3, deducem P’ R’. Daci facem
¥, — oo, una din ridicinile lui R’ (cea mai mare) tinde la oo iar celelalte
citre riddcinile respective ale lui Q'. Tinind seami de continuitatea ridi-
cinilor derivatei in raport cu radécinile polinomului, se vede ca ficind y, — oo,
din P’ 5 R rezultdi P’ 5 Q.

Avem de asemenea :

ConsucINTA 2. Dacd P este un polinom de gradul n iar Q un polinom
de gradul n—1,n >1, din P Q rezulld P 0"

Aceastd proprietate se deduce din teorema 4 ca gi consecinfa 1 din
teorema 3. Form#im ca mai sus polinomul R. Daci P % Q six, <y, avem
PZ R si deci, pe baza teoremei 4, P’ R'. De aici, dacd facem Ay—r 00,
rezultd P’ 5 (', si pentru a ariita ci avem chiar P'% Q' este suficient sa
demonstrim ci daci P Q, polinoamele P, Q" nu pot avea nici o rdddcini
comuna,

o EE] . .
Daci P2, (Q avem formula (8), unde a =0 iar a;, ¢ =1,2, ..., n
sint 7 constante diferite de zero si de acelasi semn. Formula (9) ne arati
cd P’, ' nu pot avea nici o rddidcind comuni.
Consecinta 2 este demonstrati.

9. Ca o aplicafie sd considerim un sir de polinoame ortogonale

H(}J Hls Hik Ty nr:»—l: Hm' v,
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Se stie ca radédcinile lui 1T, sint toate reale si simple i ci riddicinile
lui II,_, sint separate, in sens strict, de céitre rddicinile luiIT,. Cu alte cu-
T 88 . . " . .
vinte pentru » > 1, avem II, 5 II, ;. Din consecinfa 2 rezulti deci gi:

ConsecIiNTA 3. Dacd 11,_,, 11, sint doi termeni consecuiivi ai unui §iv

r

= 55
de polinoame ortogonale (n > 1), avem 11, =5 11,_,.

TI10:

10. Ne vom ocupa acum de o teoremi analoagi cu a lui W. A. Markov.

Introducem relatia P2 Q intre doud polinoame, care are loc daci si
numai daca : :

1°. Polinocamele P, Q au acelasi grad n = 1.

2°. Raddcinile (1) ale acestor polinoame verifici inegalititile

x1+x2+"'+xi _g-_/."l +_’,\"2 +"'+,’:"’f: ?’lzlrza "'Jn_l (]2)

precum si egalitatea
X+ Fe ot X =y1F Y Y (13)

Dacd # = 1 pastrim din definitie numai egalitatea (13). .

Dacd 7 = 1 relatia P2 Q insemmneazd cd P, ) au aceeasi radicina,
deci cd — conform sensului adoptat la inceputul acestei lucrdri — ele sint
egale. Este clar cd pentru orice » =1 putem gisi doud polinoame P, Q de
gradul #, astfel ca nici una dintre relatiile P o= Q.05 P s3 nu fie verificata.

Dupi G. H. Hardy, J. E. Littlewood si G. Pélya [1]
relatia P2 O este echivalenti cu faptul ci ridicinile lui 0 se deduc din
acelea ale lui P printr-un asa-numit procedeu de ,,mediere’”. Aceasta insem-
neazd cid existd o matrice (a;;), cu » linii si % coloane, cu elementele nene-
gative, cu suma elementelor pe fiecare linie i pe fiecare coloani egald cu 1,

Za;,v=zav,j:1, L, 1=1;2; : i, B
v=1

v=1

si astfel ca s avem

n

e Ea,-,f An Bo= ) B 0
i=t

In cele ce urmeazd nu ne vom folosi direct de aceasta proprietate.

Relatia consideratd este (reflexivd si) transitivd si avem urmétoarea
teoremd, analoagd cu aceea a lui W. A. Markov :
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TrorEMA 5. Dacd P, Q sint doud polinoame de gradul n > 1, din P2
rezultdi P'5 Q.

Introducem de asemenea relatia P I3 Q tntre doud polinoame, care
are loc dacd si numai daci :

1°. Polincamele P, Q sint de acelasi grad # = 1 si ambele au toate
riddcinile lor simple.

2°. Rédicinile respective (1) ale acestor polinoame verifici inegalitatile

%+ %+ o+ B <y ¥t oo Fyei=12,... ,0-1 (12
precum si egalitatea (13).

Pentru n=1 pistrdm ca definifie numai egalitatea (13) si atunci relatia
P 25 Q este echivalenti cu P 5 0.

Relatia 5 este transitivi. Avem si aici niste proprietiti de transitivi-
tate mixtd intre cele doud relafii considerate. Daci PS5 R, R Q si daca
are toate rddicinile sale simple, avem P I_H_I;,IQ Din P 1“; R, BEZ % ﬂ Q

mim

rezultda P _ Q.
In fine, avem urmitorul caz particalar al teoremei 5 :

TEOREMA 6. Dacd P, Q sint doud polinoame de gradul w > 1, din P25 (
v mim
rezultd P’ 5 Q'.

Pentru n =2 teoremele 5, 6 rezulta imediat deoarece radicina derivatei
unui polinom de gradul al doilea este egald cu semi-suma rid&cinilor polino-
mului. In acest caz teoremele 5, 6 rezultd din egalitatea (13).

11, Existd doud cazuri in care demonstratia teoremei 5 nu prezinti

“nici o dificultate. Aceste cazuri au loc dacid unul dintre polinoamele P, Q

are toate radacinile confundate.
Intii vom face citeva observatii. Daci

sint rddacinile polinomului P, avem si
¥y o+ ¥a -

e

IA

X X ; gl el L e
,\’,1<ll _1‘_‘7, Xng 3. ¥, + % + \ﬂ' (15)

2 3 7
Dacd (1) sint ridicinile polincamelor P, Q si daci P35 Q, avem
By == Yy, V=, i decl
Xy — Ny ;J'ir — M ; 0. (16)
- . min " n Gy 8 . .
Daca # >1 i P_5 (), avem inegalitdtile mai precise, ,

Xy — ¥y >}"u =5 > 0. (16’)




!
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54 demonstrim acum teorema 5 in cele dou# cazuri particulare semna-

late.
. [ RV . m

Cazul 1. Polinomul P are toate riddicinile sale confundate. Din P Q
si (16) rezultd atunci ci ¢i () are toate ridicinile sale confundate si anume
cu unica rdddcind distinctd a lui P. In acest caz P’, 0’ au de asemenea
rdddcinile lor confundate cu unica riddcini distincti a Tni P si teorema b
rezultd.

Cazul 2. Polinomul @ are toate rddicinile sale confundate. Fie (3)
rdddcinile polinoamelor P’, Q' si si tinem seami de inegalititile (15) cores-

w Yoqu e . . o m
punzatoare acestor radicini. Atunci, daci P2 @, avem

ElJrEEg---££1_F_E2+"'+E”-t:'n1‘—:‘!]2: =

2 i n— 1

b=

w s . v m . - v
de unde rezultd imediat cid P’ 2, Q' si teorema 5 este demonstrati.

12. Pentru a merge mai departe ne vom folosi de niste operatii la care
vom supune raddcinile unui polinom. Aceste operatii, pe care le vom numi
de dilatare si de contractare a doui radicini, au fost folosite in cartea citati
a lui G. H. Hardy, J. E. Littlewood si G. Pélya.

O dilatare a doud #' < % dintre ridicinile unui polinom consti in
inlocuirea acestor rddacini prin &' — p, &”' 4+ p respectiv, unde o =10 si
ldsind celelalte rddicini ale polinomului neschimbate.

O contractare a doud " < "' dintre ridicinile unui polinom consta
in inlocuirea acestor radacini prin x" -+ p, #'" — p respectiv, unde p >0
si ldsind celelalte ridicini ale polinomului neschimbate.

Numdrul p se poate numi coeficieniul de dilatare, respectiv de contrac-
tare, corespunzitor perechii de ridicini considerate,

In ceea ce urmeazi, numai daci nu se specifica in mod expres contrarals
vom considera numai dilatiri si contractiri care nu deranjazi ordinea ridi-
cinilor polinomului. Aceasta insemneazd ci coeficientul p este supus la
restrictia, in primul caz, ca intervalele [x' — p, #'), (¥, 5" + e], iar, in al
doilea caz, ca intervalele (', x' + p1, [4" — p, x"') sd nu contind nici o
rdddcind a polinomului inifial sau a polinomului transformat. Daci (14)
sint rddécinile polinomului inifialsin > 1, cu restrictia de maisus, operatia
de dilatare este aplicabild radacinilor X, %, r < s numai in urmitoarele
cazuri :

¥ =1,s = n, pentru 0 < p oarecare,

7

I

1,s <m, dacd 4, =< x, << x,,4, pentru 0 < p < Ksqy — %,

r >1,s =mn,dacid x,_, < 5, =< %, pentru 0 < << Ay — %,

v >1,8 <m dach %, 3 <% =% < X1, pentru

0 <p < min(x, — %,_,, %3 — %)

11 ASUPRA UNEI TEOREME A LUI W. A. MARKOV 343

Operatia de contractare, cu restrictia de mai sus, este aplicabild radi-
cinilor x,, %,, # < § numai in urmitoarele cazuri :
-

§ —7=1,dacd s, < x,,,, pentru0<p<x"++,

§ —¥ >1,dacd 3, << 4,4, =%, < X, pentra

0 < p < min (%) — %, % — %_y).

Operatiile de dilatare si de contractare fiind astfel precizate, se vede ci
o astfel de operalie este perfect caracterizatd de perechea de ridicini cireia
i se aplicd si de coeficientul ¢ respectiv. In particular, daci putem aplica o
operatie de dilatare sau de contractare de coeficient p, putem aplica, acelo-
ragi rddacini, o dilatare respectiv o contractare de orice coeficient < p.

De aici rezultd cd daci supunem doud din ridicinile %,, x, » < s ale
polinomului la o dilatare sau o contractare, riddcinile polinomului sint
functii continue de coeficientul p. Tot astfel sint i sumele x, + Xy + ...+
4 2, 2=1,2, ..., n Aceste sume se transformi in X1+ %+ .+ xm—op
respectiv in %, + x, + ... + x; p, pentru ¢ =», #-+1,...,8s—1, dupi
cum este vorba despre o dilatare respectiv o contractare de coeficient pa
radacinilor x,, x,, ¥ < 5. Sumele Xy + %5 4+ ...+ x; pentru celelalte valori
ale Iui # rAmin neschimbate. Si se retini faptul ci prin o dilatare sau o
contractare a doud radicini suma ridicinilor nu se schimbi.

Dacd P* este un polinom care se deduce din polinomul P prin aplicarea
unei dilatdri sau contractiri de coeficient p, rdddcinile lui P* tind, pentru
p — 0, citre rddacinile corespunzitoare ale lui P. In acelasi timp radscinile
lui P*', care sint de asemenea functii continue de p, tind citre ridicinile
corespunzatoare ale lui P’.

Este important sd extindem aceste proprietati la limit la cazul cind P*
se deduce din P prin aplicarea succesiva a unui numir finit de dilatiri sau
de contractari relative la diferite perechi de riadécini ale polinomului. Aceasti
extindere trebuie ficuti cu oarecare precautiune deoarece aplicarea succesivi
a mai multor operafii depinde de ordinea lor. Cu alte cuvinte, operatiile de
dilatare si de contractare nu sint comutative, cind ele se aplica la perechi
de radicini diferite. '

Exemplu. Fie n =3 §i x, =0, v,=x,=2. Prin urmare prima ridicini
este egald cu 0 iar a doua §i a treia cu 2. Daci aplicim intli radicinilor .
%3 (primei si celei de a treia) o dilatare de coeficient 3, radicinile devin —3,
2, b. Aplicind apoi o contractare de coeficient 1 radacinilor x,, %4 (celei
de a doua si celei de a treia), obtinem riddcinile —3, 3, 4. Ordinea operatiilor
nu se poate interverti deoarece operatia de contractare nu se poate aplica
raddcinilor ¥, = 2, %, = 2, daci tinem seami de restrictia de a nu deranja
ordinea radicinilor.

Raminind tot la acest exemplu, si presupunem ci intii aplicim ridici-
nilor x,, x5 (a doua si a treia) o contractare de coeficient 1. RidZcinile
devin atunci0, 1, 3. Aplicim apoi raddcinilor 0,1 (prima si a doua) o dilatare
de coeficient 3 si gisim riddacinile — 3, 3, 4. Trebuie insi si observim ca
de fiecare datd am deranjat ordinea ridicinilor.
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Pe acest exemplu se vede precizarea pe care o aduce restrictia de a nu
deranja ordinea radicinilor. Se mai vede de asemenea felul cum trebuie
urmérite ridécinile polinomului cind aplicim succesiv mai multe dilatiri si
contractari de doud rddacini.

Nu vom examina mai amanuntfit aceastd problemi de permutabilitate
deoarece proprietatea la limita de mai sus se va aplica in cele ce urmeazi,
numai la anumite cazuri particulare care vor fi precizate la timpul lor.

13. Vom demonstra acum ca teorema 5 rezultd din teorema 6.

Dacéd polinomul P* se deduce din P prin aplicarea unei operalii de
. ~ O B o . = o 2 1T1

dilatare a doud rddicini, rezultd, din cele de mai sus, cd avem P*_, P.
Aceastd relafie este adevirata si dacd P* se deduce din P prin aplicarea
sticcesiva a unui numér oarecare de dilatari.

Fie (14) rdddcinile polinomului P gi fie n > 1. S& notdm cu P, un
polinom cu radacinile

- . n(n — 1)

= = (m=0p, s =1,2, ..., m =1, x4 =wm + =l
unde p este un numar pozitiv. Polinomul P, se deduce din P aplicind suc-
cesiv operatia de dilatare de coeficient (n—1i)p rddacinilor x;, x,, pentru
. ~ o . m v o
i=1,2, ...,n—1 (in aceasti ordine). Avem P,_, P. Si se observe ci P, are
toate radacinile sale simple care, pentru g — 0, tind citre ridicinile cores-
punzitoare ale lui P. In acelasi timp rddacinile lui P, tind citre rddicinile
corespunzitoare ale lui P’,

Fie P, Q doud polinoame de gradul » > 1, (1) radicinile acestor poli-

T, v m 4
noame si sa presupunem cd avem P _; Q. Tie
By W L g MR g R e Y
riadacinile polinoamelor P,,, ), unde p este un numir pozitiv si care se
obtin din P, ) aga cum P, s-a obfinut mai sus din P. Avem atunci
' " ]
ittty — (vt A=

i{(2n — i — 1)

=y +ya+ oy — (%t x+ o+ X))+ p >0,

D)
=1, 2w a1,
24wt =ty F 9,
Avem deci P,, e Q,. Presupunind cd teorema 6 este adevarata, rezultd
de aici ci Pj, 5 Q.. Dar, daci p — 0, riddcinile lui Ps, Q) tind citre

w v . . - A - 1
raddcinile lui P’, Q' respectiv. Facind deci p — 0, deducem P'Z, Q.
Am demonstrat deci ci teorema 5 rezultd din teorema 6.
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Observare. Relatia P* % P este adevarati daci P* se deduce din P
prin o dilatare a doud rdadécini, fdrd restrictia pdstrdric ordinei viddcinilor.
Acest lucru se vede usor observind céd daci aplicim o dilatare la doud riadi-
cini #" = %" i dacd presupunem ca coeficientul p al acestei dilatéiri cregte,
putem inlocui pe x' — p sau pe x" 4 p cu o rddidcind pe care o traverseazi.
Dacd convenim a zice cid o dilatare a radicinilor ' = 3" nu deranjeazd in
mod larg ordinea rdddcinilor daca intervalele (x" — p, %'), (2", "' + o)
nu confin nici o rddicina a polinomului, atunci proprietatea precedenti
rezultd din faptul cd orice dilatare, fard restrictia pastririi ordineirddicinilor,
se poate obtine prin aplicarea succesivd a unui numir finit de dilatiri care
nu deranjeaza in mod larg ordinea ridicinilor.

i - . o m « Sy

Se vede de asemenea cd relatia P* ) P este adevirati cind P* se
deduce din P prin aplicarea succesivid a unui numir oarecare (finit sau nu)
de dilatari cu sau farad restrictia pastrarii ordinei radéacinilor.

14. Vom deduce teorema 6 din o serie de leme pregititoare.
Dacéd polinomul P* se deduce din P prin aplicarea unei contractiri

a doud rdddcini, avem P 2 P*. Aceasti relatie rimine adeviratd si dacd P*
se deduce din P prin aplicarea succesivd a unui numir finit de contractiri.
Dacéd polinomul P are toate riddicinile simple, si P* are toate ridicinile
simple.

Lema 2. Find dal un polinom P de gradul n> 1 §i un numdr pozitiv
e oarecare, se poate gdsi un polinom de gradul n astfel incit :

1°. Acest polinom sd se deducd din P prin aplicarea succesivd a unui
nuwmdr finit de contractdri a doud rdddcini eonsecultive,

2°. Rdddcinile acestui polinom sd fie toate cuprinse intr-un interval de
lungime << e.

Bineinteles cd daci toate rddicinile lui P sint confundate, nu avem
nimic de demonstrat. Aici ne intereseazi fnsa cazul contrar si anume in
special cazul cind P are toate rddécinile sale distincte. In enunf s-a subliniat
cd este vorba numai de contractiri aplicate la perechi de radicini consecutive.
Dacd deci (14) sint rddacinile polinomului, numai la perechi de forma x;, ; ;.

Vom demonstra lema prin inductie completa.

Pentru #=2 proprietatea este adevirati, cici dacid x, < %, sint riddici-
nile polinomului P, este suficient si aplicim acestor radicini o contractare
""‘27‘1{1

i

Sa presupunem acum cd # > 2 si cd proprietatea este adevirati pentru
polinoamele de gradul #—1. Si demonstrim ci ea este adevarati si pentru
polinoamele de gradul #n.

Vom ardta intfi cd dacd P este un polinom de gradul » cu ridicinile
(14) (x; < x,), prin aplicarea succesivd a unui numir finit de contractiri
de rdddcini consecutive putem deduce un polinom ale cirui riddicini sa fie

de coeficient p care verificd inegalititile max [0, —x‘**;lis <p<

. A . 5 . — ¥ (=
toate cuprinse intr-un interval de lungime < o -+ f Pentru aceasta
2 :
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observam cd, prin ipotezd, aplicind un numar finit de contractiri de ridicini

consecutive, putem deduce din P un polinom P, cu riddicinile %] < x4 < ... <
€ wos A . .

< x, astfel ca #] = x,, x, — ¥, < —. Contractirile sint aplicate numai
4

perechilor de radicini »;, x; +1, undez >1. Aplicim apoi poliflom}llui P,o

Xo — X

GUANS Wy ~ a) s 2 1 E

contractare a rddicinilor x{, % de coeficient p, unde max (O, SRS E] <
’ ’

Ay — % v ogu s . . . - . .
< p < 21 Ridicinile polinomului astfel obtinut sint atunci cuprinse
2 r 2
— X
2 1 B

2 + 8

x

intr-un interval de lungime < x, — (x{ + p) < %) — x| —

z ’ ’ ’

. ,‘l.fu 2 .'\7] ;lf” = ,1‘2
=7 T
Rezultd de aici ¢ dacd un polinom de gradul # are toate ridicinile
sale cuprinse intr-un interval de lungime < /, prin aplicarea unui numir
finit de contractiri a doud rddécini consecutive se poate deduce un polinom
€
: )
Repetind acest procedeu se vede ci pentru orice numir natural & se poate
deduce, prin aplicarea unui numir finit de contractiri de doui ridicini
consecutive, un polinom de gradul # ale cirui ridicini sint toate cuprinse
intr-un interval de lungime mai mica decit

et

g X, — X E T . . -
+— << 1+~ adici tocmai ceea ce trebuia aritat.
8 2 4

s ot e e : 5 : ; l
ale cdrui raddcini sa fie curinse intr-un interval de lungime < — +
2

1
k-1

I
oF

_I_

I\JIN

|<

o o ! B . 2
Este destul sd alegem numirul & astfel ca — < 5 5 lema este demonstrati.
T

Observare. O observatie analoagd cu aceea ficuti la nr. 13, se poate

face si aici. Relafia P L, P* este adeviratd si daci P* se deduce din P prin
o contractare a doud rdddcini ¥ << &', fdrd restrictia pdstririi ordinei vddd-
cintlor ci numai cu conditia ca coeficientul p si fie < " — &', Demonstratia
se face in mod analog, inlocuind pe %' + psau %" — p cu o radacind pe
care o traverseazd, si in particular schimbind intre ele aceste ridicini cind
ele se traverseazi, in timp ce p creste. Si aici se poate zice ¢i o contractare
a ridécinilor &' < & nu deranjeazd in mod larg ordinea ridicinilor daci
intervalele (%, " 4 p), (%" — p, #"') nu confin nicio ridicini a polinomului
trasformat gi cind 0 < p < #"" — &', Atunci proprietatea precedentd rezultid
din faptul cd orice contractare de doud ridicini, supusi numai la restrictia
0 < p < 2" — &', se poate obfine prin aplicarea succesivi a unui numir
finit de contractiri care nu deranjeaza in mod larg ordinea rad icinilor.

Se vede de asemenea ci relafia P2, P* este adeviratd cind P* se
deduce din P prin aplicarea succesivd a unui numir oarecare (finit sau nu)
de contractiri cu pistrarea ordinei radicinilor sau numai cu restrictia
impusd sus coeficientului de contractare. '
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15. Din lema precedenti deducem :

v A v . . o) prubiil
LEMA 3. Dacd P, Q sint doud_polinoame de gradul w > 2 si dacd P S0,
putem gdst un polinom R de gradul n, carve se deduce din P prin aplicarea
succesivd a unui numdr finit de contracldri de doud rdddcini consecutive,

astfel ca si avem RZ Q, fard ca relatia RS Q sd fie verificald.
Fie (1') radacinile lui P, Q si 2z, < 2, < ... < 2, ridicinile lui R. Avem
P2 Rsi, pe baza condifiei la care este supus R, avem inegalitiile
21+22+"'+zi§y1+j’z‘+"'+3’ir T::]PZJ"') '”’—1» (17)
in cel putin una din aceste relatii egalitatea fiind adevirati. Bineinteles
este verificatd si egalitatea
Zitzt otz =3+, SRR oF Y

Pentru a demonstra lema, si luim un numir pozitiv e astfel ca

&= Yy — Y1 (18)
Putem gisi, pe baza lemei 2, un sir finit de polinoame de gradul #,
B By onng B

astfel incit :

1°. Fiecare termen P; se deduce din termenul precedent P; , printr-o
contractare a douid ridicini consecutive.

2°. Primul termen P este egal cu P iar ultimul P, are toate radacinile
sale cuprinse intr-un interval de lungime < e,

P v mm o oy . . . . .
Prinipotezd Py (. Existi deci un cel mai mare indice  astfel ca

B; JE: ¢. Nu putem avea r = k, cici atunci inegalitatea (18) ar fi in contra-

dicfie cu inegalitatile (16'). Avem deci 7 < k. Prin urmare » +1 = ki

s Sop i . man
polinomul P, ., nu verifici relatia P, ppreay ),

Fie p, coeficientul contractirii prin care P, 41 Se deduce din P,. Fie P*
un polinom care se deduce din P, aplicind aceleiasi perechi de ridicini
(consecutive) o contractare de coeficient p < p1- Cind p — 0 rdadacinile lui P*
tind citre radacinile corespunzitoare ale lui P,, iar cind p—rp; ele tind citre
raddcinile corespunzitoare ale lui P, +1- Pe baza continuitatii in raport cu

PR . " s o N 0] A 4 §
p a rdddcinilor, existd un numir pozitiv p = p; astlel ca sd avem P* ., (
. mm - . . pe o A . J
dar ca relafia P* _5 Q si nu fie verificatd. Luind polinomul R egal cu poli-
nomul P* corespunzitor acestui p, lema 3 este demonstratai.

16. Avem si

Lema 4. Dacd P, Q sint doud polinoame de gradul n >1 si dacd P50,
putem gdst un siv finit de polinoame de gradul n, A, s ‘

By Fyyy o iy Py (19)

11 — Studii si cercetdri de matematicd nr. 21961
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17

astfel cd :

o ' .
1°. Fiecare termen P; se deduce din termenul precedent P;_, printr-o

contractare a doud rdddcini conseculive.
hie s : : s
2°. Primul termen Py este egal cu P, iar ultimul termen P, este egal

c Q.

Demonstratia o facem prin inductie completa.

Pentru »n = 2 este destul si luim % = 1, deci Py= P, P, =0 ¢
lema este demonstrati.

~Fie n > 2 si sd presupunem ci proprietatea este adevirati pentru

p911ngamele de gradul 2,3, ..., n —1. Si demonstrim c} ea va fi ade-
varatd i pentru polinoamele de gradul .

Sd consideram deci doud polinoame P, () de gradul » si si presupunem
- 1min . 5 - By
cd P_5 (. Pe baza lemei 3, putem construi un sir finit

PDJPI""JPrrR (20)

de polinoame de gradul # in care P, este egal cu P iar termenii verificd

condifia 1° din lema 4. In plus ultimul termen R, determinat de lema 3,

ape . 2L spe w .
verificd relafia R, Q dar nu verifici relatia Rﬂ@ Vom continua sa

notdm cu z; < 2z, < ... < z, rddicinile lui R.

Dacid R este egal cu , sirul (20) verificd toate conditiile impuse sirului
(19) si lema 4 este demonstrati.

In cazul contrar, deci dacd R nu este egal cu @, numaij (undel < j <
< n — 1) dintre relatiile (17) se reduc la egalititi. Fie ¢y, ¢,, ..., 4; valorile
lui 7 pentru care in (17) avem egalitate, pentru celelalte valori ale lui 7
fiind va_labﬂ?l immegalitatea strictd. Putem presupune 0 =4, < i; < iy, <
con <4 <tyq = #. Sd considerdim acum perechile de indici consecutivi
i, 1s41. Aceste perechi sint de doui categorii :

P o : ; = ; ), A
1° Dacd 4, — 4, =1, atunci ele sint de prima categorie si avem

y —— J .
Boin =Ygy, | . .
2% Daca 4, — i, > 1, perechile sint de a doua categorie. In acest

caz avem
3£5+1 +3|“¢+2 e ~--+2£S+‘, <J’i5+1+_3’i+2+ +_'V,:!+v
V:112n "':z.s+1_1‘.s"—1;
By T W b A g N =Wy T Yopg T i b Vg

} f‘\x‘vem 1084 ¢, 3 — 4 < # iar, in baza ipotezei ficute, lema 4 este ade-
varatd pentru polinoamele de gradul < #. Rezulti ci putem aplica suc-
cesiv lui R un numir finit de contractiri de dou# ridicini consecutive

2, %,y incaret1<<4 =15,1—1, astfel incit rddicinile Bip e iy o or iy s
- o . 5
sd devinad respectiv egale cu s Vigygr »oiva Vi lasind celelalte radicini
nemodificate. Rezulti dar ci putem prelungi sirul (20) astfel,

Pﬂsplr "'lpn R; Rll RZJ “ay R!;
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unde termenii verificd aceleagi conditii ca si sirul (20), numai ci ultimul
termen R, are cu o wnitate mai pujine perechi de indici consecutivi de

categoria a doua.

Deoarece existd, evident, numai un numir finit de perechi de indici
consecutivi 7, 7,,; de categoria a doua, se vede imediat ci, repetind even-
tual cel mult de un numar finit de ori procedeul de mai sus, ajungem si
construim girul (19), prin o prelungire convenabild a sirului (20) si care
verificd toate conditiile lemei 4.

Cu aceasta lema 4 este demonstrata.

17. In fine avem urmitoarea )

LeMmA 5. Dacd P este un polinom de gradul n > 1 cu toate rdddcinile
sale simple si dacd polinomul Q se deduce din P prin o contractare a doud
raddcint conseculive, avem P'.ni)nQ'.

Inainte de a demonstra aceasti lemi, vom ariita ci din ea rezulti
teorema 6. Intr-adevir, fie P, Q doud polinoame de gradul » > 1 si sa
presupunem ci PE;Q. Aplicim lema 4 formind sirul (19) care verifica

ol YT . - 7 mm 5, -
proprietatile 1°, 2°. Avem atunci, pe bazalemei 5, P;_, 5 Pj i =1, ...,k
ar mg g es . . Imm £ mi £ .

de unde, pe baza transitivitifii relatiei _5, deducem P, _ P, deci

min o v .
P’ (', adica tocmal ceea ce trebuia demonstrat.
Teorema 6 este deci demonstrata.

18. A rimas si demonstrim lema 5. Din cele ce preced rezultia ci
este suficient si facem demonstratia pentru # > 2. Se vede usgor ci lema b
este atunci echivalentd cu urmatoarea : i

LeEMA 6. Dacd a <), 0 < p < [)T_d st dacd f= (x — a)(x — b)h,
g=(x—a—2p)(x —b+ o) h, unde h este un polinom de gradul n > 0
cu boate rdddcinile reale, simple si situale in afard de intervalul inchis [a, b,
avem [' g’

Polinomul g se deduce din f aplicind o contractare a ridicinilor con-
secutive a si b. '

S4 notdm cu

Xy <Xy < o <y Y1<Ya< o <Yua
rdddcinile lui A4 si A" (dacd n > 1) gi sd notim cu

Ty KBy B o L B, B E B o KL iy
radicinile polinoamelor f', g. Fie indicele & determinat de faptul ci

P<H< . - < Ha<a<bh<u<piua<...o <z
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dacd 1 < BR<n41sisipunem k=1 dach toate ridddcinile x; sint la
dreapta 1u1~ bsik=n-+1 daci toate ridicinile x; sint la sti“n;;a lui a
Astfel numdirul natural % este bine determinat siia valorilel,2, ..., n + i
: Att_lncvl %, este rdddcina lui f' cuprinsi intre g si b iar z; rddicina lui
& cuprinsd intre a + p si b — p. Celelalte perechi de rddicini z, z; sint
respectiv cupringe in intervalele deschise : i

(%, %i4q), pentru =1,2, .. k—2
.+ b
(x,’(—.lj %_), . l — k — 1)
a--b p
__2_, x.’f)n » ?'zk—]—lj
(xl'—?.l x-i'—l)p » 7'=.k+2,k—|—3, ,n—l-]_

In acest tablou se suprimi pri a linii

5 _ se suprimad primele doud linii daci £ — 1, prima linie
?ac? Rir=i2, u&tima linia dacd & = » si ultimele dous linii dacav,l 2 =n 41
n Iine se vede cd pentru #» =1 §i # = 2 se pistreazs :
dintre liniile a doua si a treia. i . LA e

Formulele
e :(x—-a)(x—-b)k'—j—(2x—-a—-b)h (21)
g=@E—a—p)v—0b+ )& +@2#—a—0b)h

- 5 . ' SEH N glin TR .
aratd, deoarece 4, A’ nu pot avea nici o ridicing comund, cd polinoamele

/', &' nu pot avea decit pe Rk
2

ca raddcind comuni si aceasta daci si

a—+h

2

numai dacd 5’ = §om o mt o BERE u
I ( ] 0. Atunci zk_z,,_—_—z-, Daci 13 k avem z ==z,

si nici una dintre ridicinile zi, zj, pentru o astfel de valoare a luj i, nu
poate anula pe 7’. De altfel din (21) rezulti formula

'=g —p(b—a—p)n. (22)

c sa [) m lld i i p »
a 1Ge ) 1a 1mai (]epal te Jeteclllle pudt? 2 ! T 1 ¢ .k VoI
(115 tlnge (].Otla cazurit :

) Z; p . 11 a oua muia (21) dEduCem, pentl'll aceste

h(z;) b'(2{) > 0 (23)
lar din prima formuld (21) si din (22) deducem
sg/'(%:) = sg W (%), sg f'(2) = — sg W(z)), (24)

folosind functia sg x egald, prin definitie, cu — :
2 el 1, A
x este <, =, respectiv > 0. 0 respectiv 1, dupd cum

19 ASUPRA UNEI TEOREME A LUI W. A. MARKOV 351

Din (23) rezultd ci z/ este in vecinitatea dreapti a punctului x;, mai
exact este in intervalul (x;, v;). Avem atunci
(%) W' (20) >0 (25)
si din (24) deducem
sg f'(x:) f'(z) = — 1, (26)
care ne aratd cd f’ are cel pufin o ridédcind cuprinsd in (x;, z;). Nu putem
insd avea decit o singuri astfel de ridacind si aceasta este evident z;.
Rezultd prin urmare ci avem

2 2L 9 =1,2, 50 — L. 27)
Daci k = n + 1, putem lua, in consideratiile precedente, pentru y,

numéarul impropriu o si rezultatele ramin valabile.

Cazul 2. S4 presupunem cid k < n + 1 si si examinim perechile de
radicini z;, z; pentru 7 > k. Procedind ca mai sus vedem ci, pentru aceste

valori ale lui 4, in loc de (23) avem
h(z{) b'(z)) <O, (23")
care ne aratd cd z; este in vecinitatea stingd a punctului v, ,, mai exact

in intervalul (y;_s, %i_4).
In loc de (24), (25) si (26) avem respectiv

sg f'(%i_1) = sg W'(%i_y), sgf'(z) = — sg W (z), (24")

B (x;i_y) B'(2) <O, (23"

sgf'(xi_y) flai) = —1 (26')

si se deduce, ca mai sus, ci z este cuprins in intervalul (z;, x;_,). Avem
prin urmare

i <z,t=hk+1,584+2 ...,n+1. (27)

Daca k == 1, pentru y, putem lua numérul impropriu — o si rezul-

tatele ramin valabile.
Tnegalitatile (27), (27') impreund cu egalitatea

Ty tg s Fhgg =8+ A 0 By
demonstreazd lema 6. Intr-adevir, pe baza acestei egalitifi, inegalititile
2y t+get+ o ca At ool =12 000

sint echivalente cu
B A B vl B 2 LB s gl g = B
Z;+1 + z:+2 A s e z;:+1 < Zip1 + Ziga T ¢ e e Bt
b=kl e W

care sint niste consecinfe imediate ale inegalitatilor (27), (27).

E—1, (28)




o e e
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Dacd % =1 inegalitdfile (27) si primele inegalitdfi (28) se suprima,
far dacd & = n + 1 inegalititile (2 7') si ultimele inegalititi (28) se suprimi,
rafionamentele riminind valabile i in aceste cazuri.

Cu aceasta teorema 6 este complet demonstrats,

Observare. Cazul 2 se poate deduce din cazul 1 pe baza faptului ca
dacd raddcinile unui polinom sint supuse la o transformare liniard, aceeasi
transformare liniard o suferi si riadicinile derivatei. Tot pentru acest
motiv este suficient si demonstrim lema 6 numai pentru niste valori parti-
culare oarecare ale lui a si b (de exemplu pentruag =0, =1sava= — 1,
h=1 ete),

I9. Din teoremele precedente se pot deduce niste consecinfe referi-
toare la cazul cind avem (12) sau (12'), dar si egalitatea (13) este inlocuiti
cu o inegalitate.

Relatia P25 Q tnsemneazi ci ridicinile (1) ale polinoamelor P, Q
de gradul # =1 verifici inegalititile

¥t X+ ot m=y +y.+ ... +4i,1=1,2, ...,n

iar relatia Pn_lm_l;Q cd rddacinile (1') ale polinoamelor P, () de gradul

n =1 verificad inegalitifile

"T'] + '1f2+ —f—,"l'-',‘ <_y1 —{'y2+ "'+3’i- ?::1: 21 ceey, N

Relatia E; este (reflexivd si) transitivd iar relatia _nﬂ" este de ase-
menea transitivd. Din P 5 (Q respectiv P S0 rezulty PE;Q respectiv
PZE5Q, far din PR Q rezults PUCQ ete,

Avem atunci:

Consucinta 4. Dacd P, Q sint doud polinoame de gradul n~> 1, din
P 0 rezulli P

Intr-adevir, daci R este un polinom de gradul # cu radicinile

xl‘ ‘T‘EJ sy "“:n—ll j’l —!_ J’z —Ir =y + _’,"Jn - (Xl —E_ '1‘-2 + = + xu—])l avem
mc

PSR R5Q. Avem deci si P’ R’ R'ZQ, prin urmare P'"¥ R,
R'’5Q', de unde P50, tocmai ceea ce trebuia demonstrat.

Avem si

CoNSECINTA 5. Dacd P, ( sint doud polinoame de gradul n > 1, din

meme & mcome
P —_— Q rezultd P’ — Q’.
. . . A m v
Fie R polinomul de mai sus. Avem in acest caz P’ > R, fird ca ega-

. o i . e o . pRERIE [
litatea (13) corespunzitoare si fie verificati si R' 5 Q'. Se vede usor ci

. . v meme
de aici rezultd e P/ "5 @',

21 ASUPRA UNEI TEOREME: A LUI W. A. MARKOV 953

Consecinta 4 se poate deduce din consecinta b. S& notdm cu (14) rada-
cinile polinomului P de gradul » si fie P, un polinom de gradul % cu réde:t—
cinile x; — (» — #)p, unde p este un numir pozitiv. P, are toate réf:la—
cinile sale simple si dacd p — 0 rddacinile lui P, respectiv ale lui P; tind
citre riadicinile lui P respectiv ale lui P’. Un calcul simplu ne arati, ca
la nr. 13, cd daci P 5 Q, avem Pyy's Q,. Presupunind deci consecinfa
Q¢ de unde, ficind p — 0,

o s w ; 1cmce

5 demonstratd, deducem de aici cd Py— 5

rezulti PS5 Q’, adici tocmai consecinta 4.

In fine consecinta 5 se mai poate demonstra tinind seamd de lema 1,

de teorema 6 §i facind sd creascd ultima radacind x, a polinomului P,
Lisim pe seama cititorului sa facd aceasta demonstratie,

OB OJHOM TEOPEME B. A. MAPKOBA

KPATKOE COIOEPJKAHHE

[Tyers (1) xopum, mpeanosoyKeHibie Bce JeACTBHTE/bIBE, MHOMOUWIEHOB
P, Q onuoit mepemennofi, u n-oii crenenn. [lycTh Tarke (3) KOpHH NMPOHS-
BOAHBIX P, Q" 9THX MHOTOUYJICHOB.

Tperpst yacTh HACTOALIETO TPyAa COAEPIKHT JOKA3ATENLCTBO CJELYIO-
1ero cBoilcTBa:

Ecau umeem wnepasencrsa (12) u pasercrso (13) wau ]gepaf’;mgrf;o
Xytagt oo, =y sy, 1o KopHu mHozouaeros P, Q7 oba

daroT Tem gce CaoticTeoM, cAedoBATEAbHO

a1+52+‘l—gzi'ﬂl"—'ﬂg—f—‘kﬂu":lyzj-”*z
U

GFE+ - Fhag=mFrt Mg

uAu

E_] +Eg+ +E”71£'ﬂ1+ "].3+ "'+“(Jn—1

CHavana moxaselBaem, uTo JOCTATOYHO MNpennogarats, uro P, @ UMEIOT
BCC KODHH DAasfHUHBIE W YTO TOAA JOCTATOYHO AOKAa3bBaTh, uto u3 (127)
n u3 (13) mmm u3 x+x,+ .. .+, <y;+9,+ . . - +¥,BHTEKaeT, uTO TO Ke
camoe CBOHCTBO BepHOo u jua P/, Q7.

D10 cBOMCTBO anaJjoruuno teopeme B. A, Mapxkosa [2], COTTACHO KOTO-
poii eciH y JBYX MHOTOWIEHOB /1-Ofi CTETieHH CO BCEMH KOPHAMI JeHCTBH-
TEJBHBIMH KODHH Pa3JHJaloTcsd, TO TO 3KE CaMmoe CBOHCTBO BepHo H I
IPOH3BOJAHEIX 3THX MHOTOWICHOB.

B Bropoil uactu Tpyna jpenaem HEKOTOPbIe 3aMCUAHHS OTHOCHTEIBHO TEo-
pembt B. A. Mapkopa. B wactuoctn, naém Juiss 3TOH TeopeMbl J0Ka3aTelb-
CTBA OTJIHYANOIIeecs OT JokasaTeabctBa B. A. Maprosa uan I1. Mourteas [3].
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B nokasarenscrsax [OML3YeMCA  HeMPEepPLHOCTBI) M MOHOTOHHOCTBIO
KOpHEIl TPOHSBOAHOH OTHOCHTEJBHO KOpHel MuOrOuwieHa. B nepeoit uyactn
AGMaeM HEKOTOpble 3aMeYaHHsd OTHOCHTEJLHO 3TOM MOHOTOHHOCTH,

Bo nepsoit u BTopoit HacTaX, Kak W B TpeTkeil, TpakTyem cHaya/ia Te
ClAydad, Korja paccMaTpPHBaeMble MHOTOUYJICHE] HMEIOT BCe HX KOpDHH pas-
JHIHBIE, 4 pasnenenne KopHeli JIByX MHOTOUJEHOB TOf ke CTEMEHH TPOUC-
XOIHT B CTPOrOM CMEICTeE,

SUR UN THEOREME DE W, A. MARKOV
RESUME

Désignons par (1) les racines, supposés toutes réelles, des polynomes
P, 0 d'une variable et de degré n. Désignons aussi par (3) les racines des
dérivées P’, Q' de ces polynomes.

La troisitme partie de ce travail contient la démonstration de la
propriété suivante :

St mous avons les indoalités (12) et Pégalité (13), ou Uinédgalité
Rt e g R =) VO A A + ¥, les racines des polynomes P’ Q'
Jouissent de la méme propriété, donc que

S P ki . o %y s + 6=1,2,...n—2,
el

El+g2+"' +En-1:"11+732+--- +"iu71

ot

£1+£2+--- +E,,_—1i;7]l JFT}z% +7],;i1

Nous montrons d'abord qu'il suffit de supposer que P, Q ont leurs
racines toutes distinctes et de démontrer qu'alors de (12') et de (13) ou
de %y + %, + ... + %, <y, + Yo+ ... + 9y, il en résulte la méme pro-
priété pour les racines des dérivées P, 0"

Cette propriété est analogue au théoréme de W. A Markov [2], d’aprés
lequel-si les racines de deux polynomes de degré n, ayant toutes les racines
réelles, se séparent, il en est de méme pour les racines des dérivées de
ces polynomes.

Dans la seconde partie de ce travail nous faisons quelques considéra-
tions sur ce théoréme de W. A. Markov et nous lui donnons, en particulier,
une démonstration qui différe un peu de celle donnée par W. A. Markov
et P. Montel [3].

Dans les démonstrations nous faisons usage de la continuité et de la
monotonie des racines de la derivée par rapport aux racines du polynome.
Dans la premiére partie rous faisons quelques considérations sur cette
monotonie,
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Dans les parties I et IT, comme dans la partie ITI, nous revenons q f:Lbord
atl cas oil les polynomes considérés ont leurs racines distinctes et la 1:;epara-
tion des racines de deux polynomes du méme degré est au sens strict.
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