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Sa considerdm o suprafatd S raportatd la liniile ei asimptotice pe care
_+
le presupunem reale. } fiind vectorul director al acestei suprafete, iar N

vectorul unitar al normalei la suprafatd, avem urmitoarele relatii de defi-
nitie a suprafetei S:

> - =
M,= N XN,

> - (1)
M, = —(N x N,

=
unde parametrii directori ai vectorului unitar al normalei N sint solufii
ale unei ecuatii cu derivate partiale de forma

0,0 = h0. (a)

Se poate atunci determina o suprafatd S’ astfel ca dreapta (M, M),
unde M, M’ sint doui puncte corespondente, sd fie o congruen{a W, iar
S si S’ suprafetele ei focale, ele fiind definite de relatia '

— — - -
M =M+ (N X N, (2)
- —
unde prin M’ si N' am notat respectiv vectorul director si vectorul unitar
i .
al normalei la suprafata S’, N’ fiind dat de sistemul :
— — —
(RN, = R,N — RN,
—>

> - (3)
(R N'), = RN, — R,N,




358 TEODOR RUS P

R fiind o solutie particulari a ecuatiei (a). In felul acesta se poate deter-
mina o familie de suprafete {57} astfel ca (MM!) si fie congruente W
iar S si Si suprafefele lor focale. Aceste congruenfe formeazi un snop de
congruente, toate dreptele (MM]) avind un punct comun pe suprafata S.

Teorema de permutabilitate al lui L. Bianchi ne asigurd existenta unei
familii de suprafete {S;) determinata prin acelasi procedeu, astfel ca (M, M g
sa fie la fel un snop de congruenfe WV care au un punct comun pe supra-
fata S’. Oricare suprafatd S; am considera, congruenfa (M,;, M') este bine
determinata. Cele dous familii de suprafete {S;} si {S"}} sint determinate
de relatiile

— — - —
M= M+ (N x Ny,
— — > — (‘1)
M; = M+ (N'x N,).

Sa interpretdm proprietitile acestor suprafete finind cont de proprie-
tatea planelor tangente in doui puncte corespunzitoare de pe suprafetele
focale ale unei congruenfe . Kie pentru aceasta congruenta (M, M),
Planul tangent la suprafata S in punctul A trece prin punctul corespun-
zator M’ de pe suprafata S’. Considerim acum congruenta (M, M")
(S"€{S?}). In mod analog acelasi plan tangent 1a S in M va trece prin punctul
M" corespunzitor lui M pe supratata S". Atunci planul tangent in M la
suprafata S trece prin dreapta d’ — M'M". Operind in sens invers, aj ungem
la concluzia ci planele tangente la S’ $i S" in M’ respectiv M" trec prin
punctul M, prin urmare se taie dupd o dreapti d care are un punct comun
cu suprafata S, punctul M. Cind facem pParametrii u si v si varieze,
dreptele d si d' vor descrie douj congruenfe pe care le notim cu (d)
i (4'). Daca parcurgem intr-un sens sau altul cele doud familii de supra-
fete {S;} si {S!}, vom observa ci congruen%ele generate de dreptele d si 4
sint in relatie de dublu-stratificabilitate. In aceastd lucrare se pune pro-
blema existenfei unei perechi (@) si (d') care si verifice urmitoarea
proprietate :

Intre razele congruentelor () si (d') sd fie o corespondentd biunivoci
astfel ca prin oricare dreaptd 4’ si treaci un plan al cdrui punct caracte-
ristic sd fie situat pe dreapta d corespunzitoare lui g’ si care formeazi
cu 4 un unghi « constant. Astfel de congruente, dacid existd, le numim
a-stratificabile.

Pentru a determina asemenea pereche de congruente, ne vom referi
la figura descrisd mai sus, figurd care ne genereazi cea mai generald confi-
guratie de congruenfe dublu-stratificabile, Ne vom limita la cazul cind
avem doua congruente W care au suprafata S comund, (M, M') si (M, M").
Dreptele d si d’ pe care le punem aici in evidentd asa cum am spus mai
Sus, vor genera o pereche de congruenfe (d) si (@') cind parametrii « si v
variazd. Dacd notim cu (M, M’, M") planul tangent in M la S, atunci
vom avea o pereche care verifici relatiile din definitie, atunci cind unghiul «
al acestui plan cu dreapta d este constant. Si observim insi ci in M avem
trei plane concurente, respectiv planele tangente la cele trei suprafete
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i i . Unghiurile acestor plane le notim
considerate, in punctele_’cotcyspondente I g_) sl
4 B—(NN) y=(N N9 si 5= (N, N, unde N, N' si N sin
(& = ’ ’ * ) L : X ] ;i
vectorii unitari ai normalelor la cele trel sup{a{ejce in punctele corespocrlx
dente. Daci B, y, & sint constante, atunci unghiul « este constant. Se ve te

. » I ) pus’ 5 GRS
imediat ci aceastd condifie este si suficientd pentru ca « sd fie constant.

- L - oo

S3 vedem acum ctm trebuie si alegem pe S, S, §" astfel caf._qngiu;lﬁ

rile 5e mai sus 8, y, 8 sd fie constante. Pentru aceasta este suiicien =

» ) i 5 %
aplicim o teoremi care ne di legitura intre curburile totali in ﬂ(/_iol.;auliltgﬁcim
cotes ruente $
rrafetele focale ale unei cong t : !
corespondente de pe suj t e e e
1 ; uncte pe cele doud suprafefe. 4

lanelor tangente in aceste p ) ' g

Ei K" sint curburile totale ale suprafefelor considerate mai sus, ave

; sin® B
KK'=—
o (5)
C KKk" =21
2k

2
’ s r n A
unde d, si d, sint respectiv distan‘,ceé.e SVI I\g _;311.114; illlg" : 01]':)11;3 ii{pfo'ti (;S;: ;;11:;
fetele de curburd totali nega ivd cdci lin 151 ;
? ucl))tr;zéetircbuie s fie reale. Atunci prin anumite transforman putem reduce
Cl?lrblll'iie lor totale la —1 si prin urmare formulele (5) se scriu

1 — sin* f§
==
: )
sint y
1= The

2

De aici rezultd cd daca d, si d, sint constante, atu"uci p siysint cogsf;’;?:;
Astfel am dat peste suprafetele transformate Bieklund care se de

in felul urmator : ] s
Suprafata S va fi determinatd de relajiile

e
ﬁ“:ﬁxN,,,
-
IlZi:ﬁ,xN,

unde ﬁz =1 iar N‘Eﬂ b, ¢), respectiv a, b, ¢ sint solutii particulare ale
sistemului de ecuatii cu derivate partiale ]
Gy
eu-u =2 w, 0, Ctg © + 2 x 0, — B, I

sin 2 @

O =cos2 o - 0, ) (6)

By = —2_ 6, + 2 @, 0, ctg2 © — 0

sin 2 w

condifia de integrabilitate a acestui sistem fiind
@,, = Sl @ - COS .

(7)
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Sistemul (6) se obtine din condifia impusi suprafetelor S si S’ de a
avea curburi totale negative. Si observim ci pentru fiecare solufie  a
ecuatiei (7), sistemul (6) ne determini o suprafafd S. Punind conditia ca
sd avem doudl suprafefe de aceeagi naturd S si S’ astfel ca in plus ele si
fie suprafetele focale ale unei congurente JV, suprafata S’ se obfine din

- - — — — —
S dupd formula obisnuits M' = M -+ (N X N') unde N'(a', b, ¢') se

“determini din sistemul
-

RT{
“ +

=X (N — N,

=

(8)

\

=

R; -2 .
N, — Ny = (N + V),

-
N’ fiind vectorul unitar al normalei la suprafata S’ iar R o solutie a ecuatiei
R, = Ricos 2, (9)

In aceste conditii R se determini din sistemul

%(1 — cos f) = sin B cos(w — w'), :

R , (10)
E" (1 + cos B) = sin B cos (& -+ w’),
unde daci o este o solufie a ecuatiei w,, = cos . sin w, 0 altd solufie
se obtfine din sistemul
o W = CO; P sin(o 4 o),
sin
1 o5 . (11)
(m =+ (’Jr)u == —'—SIH(&) - m’)'
sin 8

Sd considerim acum doui solufii ale sistemului (10), R si R', alese
cu aceleasi condifii, Sistemul (8) pentru solufia R’ se scrie sub forma

— —> R’ — —
NIF + IV—‘:": — ;'?? (Z\T === N”) )
> o ®)

o
N, — N' — FIU(A?J“ Y.

s s 5
In acest fel vom determina pe N" si prin urmare pe S" astfel ca ¥ =

- = .
= (N, N*) si fie constant,

Pentru a avea a = constant trebuie si maj punem couditia ca
— —

—- -
(N’, N") = 8 = constant. Deci R i R’ trebuie astfel alese ca N’ si N" sd
formeze un unghi constant. Pentru a gisi conditiile pe care trebuie si le
satisfaci R si R’, vom porni de la ipoteza ci § = constant si prin urmare

V', N =0, (N, N7, = 0.

81 — ¥ g
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Sistemul (10) seris pentru R’ va primi forma
R, ; v
— (1 — cos y) = sin y cos(w — w"),
pd (10)
R; by + ﬂ)
F(l + cos y) = sin ¥ cos(w 4 "),
o fiind solutie a ecuatiei w,, = sin @ cos w, o' este dat de sistemul (11’)
daci o este dat:
(@ — o, = ~— Ygin (0 + o),
sin vy (11’)
(0 + @), =11 Yin (0 — ). :

sin y

=

Condifia ca 8§ si fie constant se obfine inmulfind scalar cu N" sistemul
(8); astfel vom avea:
— - = — - =

e IR =* ’
T " [ N.N"-—N.N”,
N" N, + N". N, R( )

(12)
3 - =
N". N, — N*. Ny — B (N. N7 4 N'.Nm.
’ R
—> ‘ . .
Inmultim apoi scalar cu N’ si sistemul (8') si obfinem :
: - —
NN, + N.N" = 2 (N.N' — N'.N"),
| ; (129
! =5 >
NN, — N'.N" = = (N.N' + N'. N").

RI
Adunind primele egalititi ale sistemului (12) si (12') si apoi ultimele, obfi-
nem :

— - Ly o = ok R; s Al A 5

NN 4 N7) + (V. N7, = B N — W) 4 (. N'.N",
— —>' - Ry —> —->” —l" —>” Rr: —> —>’ —’: —b-”

&@wquNwm:?wN+waﬁﬂNN+wa

- = - — . K]’” ﬁ” .
Tinind cont de (N'. N"), =0, (N'. N"), == 0, precum gi de (N’, N") =
= cos 3 (1—\_;, IV”) =cosy, si (IV, —5) = cos B, i de faptul cid toate sint

constante, vom avea :

’

= Ru
Nu,(ﬁ'-f—ﬁ”):%(cos Y — cos 8) + F(COS B — cos §), N (13’_)

’

— = —> RU
N,,.(N'—}-N”):%(eos ¥ + cos 3) + = (cos B 4 cos 3).
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Insi
- - — - 5 5
N,.(N" 4 N') + N.(N' 4+ N"), =,
- - - —> - — (14)
No.(N" + N") + NN’ + N, — o,
Din (8) si (8’) deducem ci
e = R’
N'I‘z%(ﬁ—ﬁ,)_]_\;m ﬁzzp—:‘(ﬁ—lh\}”’)—l\_i”
‘ (15)

i - — R’
No= 2N+ N)+N, Ni=-22F 4 i) 4+ A,

Din (14), finind cont de (15), avem :

-3 ' — =R, — - e T
NMM+NQ:_NkﬂN—MLHﬁ§—ﬁ%dﬁJ
= —)’ = — — R 2 — R"—)- —>

1MN+M2—N2M_EW+MHﬁW—M+

sau

7

- -

N,.(N' + N") = % (cos p—1) 4 % (cosy — 1),

’

A_T’,J.(JV—I—IV") = %(cos B+4+1) 4 %(cosy + 13,

Cu acestea sistemul (15) se scrie :

i‘(cos g—1) 4+ i’; (cosy — 1) = B (cos y — cos 8) + i" (cos B—cos3)
R R’ ' R : R’ :

. ’

i[:'zl(cnsﬂ—l—l)—I—i(cos —}-1)=£(cos —i—cosb‘)—l—ﬂ(cop cos ¥)
R i v R Y R (008 Beos ),

ceea ce se mai poate scrie :

‘

R“ 2 RM
?(cosﬁ —cosy 4+ cos'd — 1) + F(—cosﬁ +cosy 4+ cos§—1) =0

’

Ry Rv ‘
E(cosﬁ——cosy—cosS—l—l) —I—F(qcosfi—l— cosy —cos & + 1) = 0.

- Dacd notdm cu
a=cosf —cosy+ cos § —1,

b= —cos P+ cosy+cos 8 —1,
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atunci ultimul sistem devine

R R,
s N . JON
a = =+ =
2 16
R B iy
R R

unde a i b sint constante din cauza ipotezei ficute asupra unghiurilor
B, v, 8.

YDouél solutii ale sistemelor (10) si (10') care satisfac ecuatiile (16),
ne vor da suprafefele S, S’ si 5" astfel ca unghiurile normalelor lor si fie
constante gi prin urmare dreptele d §i d’ vor genera perechea de congruente
u-stratificabila, i

S& vedem acum ce relatii trebuie si existe intre functiile ©, o' si
'’ pentru ca sistemele (10) si (10’) si ne dea solutiile R i R’ legate prin
relafiile (16). Pentru aceasta si observim ci din (16) avem :

’ ’

Ry b, Ry a I,

R a R R BER

Inlocuind in sistemul (10), vom obtine :
b R; . '
———=(1 — cos B) = sin B cos(v — o’),
a R’
a B, )
el (I + cosf) = sin B cos(w + o),

sau

R,‘ . sin y

cos(w — "),
i 1— cos vy
k, _ siny

— = cos(w w").
iy 14 cos y ( + )

Scriind egalitatea celor doud expresii, vom obtine urmatoarea conditie
de compatibilitate, conditie care ne arati cum trebuie si alegem functiile
©, o si o” pentru ca R si R’ si satisfaci relatiile (16) :

ﬁfin—ycos(m — ") = — & _sub cos (0 — '),
1 —cos vy b1 —cosf
sin vy i b sin i
——cos(w + o) = — ————" _cos(@ 4+ o).
1 4 cosy ( + ) al-cosf ( + )
Aceastd condifie se reduce la
cos(w — ") cos(e + ") = cos(w — ') cos(w + '), (17)
sau :
R ‘-IIZCA)” ,
Ct 9 o == S111° W 51 . 17
& cos? w’ — cos? w” ( )

12 — Studil si cercetirl de matematici nr. 2/1961
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_Dacd in sistemul (16) punem anumite condifii asupra coeficientilor
a g1 b, vom obtine diferite cazuri particulare de suprafete S, S’ si S si
prin urmare diferite cazuri particulare de congurente g-stratificabile.
a) O prima particularizare este ca @ — —b. Atunc evident cos 3=1
de unde alegem valoarea § = 0 pentru 3. Se vede in acest caz ci cele trei
plane tangente coincid. Suprafefele S, S’, S" sint obtinute prin translatie.
Facind apel la formulele de definitie, avem :

— = = -

M =M+ (N x N,

— — - —

M"= M + (N x N7).

i = £ - = e =3 ¥

De aici rezultd cd vom avea | N. N’ | = const. $i | N. N"| = const. Atunci

o
N’ se va obtine din :

—

—_'i" - . d R
N' X N, = (N xNJ+ cl}f,
o —~ - — R
N'XN,= —(N X N,) 4 ¢, 22,
R

o - 3 . w =)

fard nici o cuadraturd, In mod analog N” se obtine din :
g 5 R,
N'" X N,= (N X N,) 4 ¢,—~

— _-T) =3 T R ’
N X N - (AT X Nn) _I_ Co v i
TR

Din sistemul (16) se vede ci R’ = CR, unde ¢ — C(v) si la fel din
a doua ecuafie a sistemului (18) “R' = C,R, tunde €, = C,(u#). Deoarece
Clo) = CUI(‘H), rezultd cd C = C, = const. Astfel avem R’ — CR. Acest
caz ne davcongrt}eujtele (d) si (@), cu raze coplanare. In acest caz se poate
ol’ase_rvs,t cd (d) si (d') sint congruente W, suprafetele focale a lui (d’) fiind
S’ gi S”, iar suprafetele focale a lui (@) fiind doud suprafete din familia
(Sy). In acest caz congruentele (d) si (@’) fac parte din familia congruen-
telor W definite fnainte, care in plus au razele corespunzitoare coplanare.

S comeldanig L
b) 8i considerim cazul « — X Avem de-a face cu acest caz cind

T . . 3 . .
f=vy= > 1ar planele tangente la S’ §i S” nu coincid. Se vede cf ¢ — b,

iar sistemul (16) ne di solufia R’ = }i Dreapta d descrie o congruenti de

normale. Condifia (17) in acest caz se scrie
~
5 cos m"” — cos w’ :
tgo=—"\ "2 jar " = &' + g
sin @’ — sin w"”
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Cum (@) este o congruentd de normale, este normal si ne intrebim cind
este si (d') o congruentd de normale. Obtfinem pentru aceasta conditia
: = — =z

-3 = >
(a5, N', N3} = (as, N', Ny, (18)

=3
unde-a.este vectorul director al congruentei (d'). Dacd (18) este satisfacuts,
atunci perechea (d), (d') are proprietatea ci este w-stratificabild, razele ei
omoloage fiind in plane perpendiculare, ele fiind in acelasi timp congruente
W si prin urmare congruenfele normale .

- - —
Tinind insd cont de faptul cd o’ = M’ 4 AM", conditia (18) ne va da
= - —> —>
My M, = Mj - M, (18
Folosind formulele de definitie a suprafefelor S” ¢i S” si tinind cont
- > - —>

de faptul cd N || N, ¢i N, || N', vom obtine urmitoarea conditie:
E=G. (18"
O condifie ca sa putem determina suprafefele S’ si S” astfel ca con-
gruentele (d) si (d') sa fie cu raze perpendiculare si in acelasi timp ele si

fie normale IV si «-stratificabile, este ca coeficientii £ si G ai primei forme
fundamentale a suprafefei S de la care pornim, si fie egali.

O TTAPE KOHI'PYEHLIMH
KPATKOE COJEPKAHHUE

B 1pyme craBuics Bompoc CYWIECTBOBAHMSI [1ap CTPATH(MKALHOHHLIX
KOHIPYEHIHI, TOMOJIOTHYHBIE PaJiyChl KOTOPEIX 0OPA3YIOT YroJl &% NOCTOAHHLIH.

IlokasbiBaeTcsi, YTO TAKHE KOHTPYEHLHH CYIIECTBYIOT M TAETCH METO.I
ux ompexenenus. [laéres Taxske ycuospe uTOGBI UETHIPe 3ajaHHBIX TIOBEPX-
HOCTH OBUTH (DOKYCHLIMH MOBEPXHOCTSIMI HaPbl TAKHX KOHTPYEHIHi,

o n
ITotom mecnepyloTess wacTHEIE cayuail, Korga yroa o= = B &= 0.

SUR UNE PAIRE DE CONGRUENCES

RESUMLE

On pose le probleéme de I'existence des paires de congruences strati-
fiables dont les rayons homologues forment un angle « constant. On dé-
montre que de telles congruences existent et on donne une méthode per-
mettant de les déterminer. On donne aussi une condition pour que quatre
surfaces données soient les surfaces focales d'une paire de telles congruences.

On étudie ensuite les cas particuliers lorsque I'angle « = % et o =0,
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