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Fie simplexul euclidian #-dimensional A, format din » + 1 virfuri
A, = (o9, oy, -, %,_4, &,). Putem forma urmitorul sir de simplexe :

At)CAICAZC “'Au—chn' (1)

Iiecare termen al girului (1) e o fata proprie a celui urmitor. S notim
cu a,, ay,---, @, ;, @&, baricentrele simplexelor sirului (1). Facem si cores-
punda fiecirui simplex din sirul (1) baricentrul siu. In felul acestaobtinem
un nou simplex 4, = (a,, a,, ..., a,_,, ,) n-dimensional, numit simplexul
derivat sau simplexul subdivizat al simplexului A4, de dimensiunea n. De
observat cd in sirul (1) avem » 4 1 termeni in care 4, coincide cu bari-
centrul sdu, fiind un virf al simplexului 4,. Daci luim pe rind ca prim
termen 4,, toate virfurile simplexului 4,, vom obfine}in felul aritat mai
sus un anumit numir de simplexe n-dimensionale derivate. Ele sint dis-
juncte sau au o fati comuni, ceea ce se demonstreazi destul de simplu
[L]. Se poate de asemenea arita simplu ci aceste simplexe formeazi un
complex K. Prima conditie se vede ugor, deoarece daca un simplex oare-
care A, € K, atunci din definifia lui rezulti ci oricare fati a sa face parte
din K,. A doua condifie rezulti din proprietitile simplexelor definite mai
sus de a fi disjuncte sau de a avea o fatd comuni. Trebuie si subliniem
cd toate simplexele au virful a, comun, el fiind baricentrul simplexului
dat. Celelalte virfuri vor fi unul i numai unul, un virf al simplexului 4,,
restul baricentre ale fefelor simplexului 4,, dupid cum se vede din studiul
sirului (1).

TEOREMA 1. Numdrul simplexelor diviziunii baricentrice n-dimensi-
onale obfinute din simplexul A, este (n 4 1) !




368 TEODOR RUS 9

Teorema se aratd simplu prin inductie completd. Se verifici imediat

pentru 7 = 0,1, 2, 3. S4 o presupunem adevirati pentru n — 1 sisd o
ardtim pentru n. Simplexul A, se obtine adiugind unei fete ale sale de
dimensiune # — 1 un vitf 4, = (a,, 4,_,). In felul acesta obtinem # +1
fete ale simplexului pentru care teorema este adevirati. Deci pe fiecare
fatd avem # ! simplexe de dimensiune # — 1 ale diviziunii baricentrice a
fetei respective. Pentru a obfine diviziunea baricentrici a simplexului 4,
trebuie si adiugdm fiecirui simplex al diviziunii fetelor, baticentrul a
al simplexului 4,. Cum avem #! (7 41) simplexe (4‘3 - I)-dimensionaleT
prin addugarea virfului a, tuturor acestor simplexe, obtinem n ! (n 4 1) =
= (n 4+ 1) ! simplexe ale diviziunii baricentrice #-dimensionale ale sim-
plexului 4,.

De altfel teorema rezultd si din definitia simplexelor A4, avind de-a
face cu permutiiri de n + 1 obiecte in sirul (1).

Sd demonstrim acum urmitoarea proprietate :

Fiecdrui virf ; al simplexului 4, ii apartin 7 ! simplexe definite mai
sus ale complexului K,. Aceastd proprietate se verifici imediat in cazurile
particulare # = 0,1, 2, 3, De aceea o vom demonstra prin inductie com-
pletd. Presupunem proprietatea adevirati pentru # — 1 si s-o ardtam
pentru n. Atunci pe toate fetele proprictatea fiind adevirats, rezulti ca
pe fiecare fata unui virf o« al simplexului, ii apartin (n — 1) | simplexe
ale cl1)v1z“mu_ii fetei respective de dimensiune n — 1. Dar trecind la simplexul
4, fecdrui virf o; ii apartin u fete. Simplexele diviziunii simplexului A
de dimensiune » se ob{in din simplexele diviziunii fetelor adaugind bari-
centrul a, fiecaruia dintre ele. Cum avem fete i (n — 1) ! simplexe pe
fiecare fafid care apartin lui «;, va rezulta ci in total vom avea n(n —1) ! =
= n ! simplexe n-dimensionale aparfinind virfului o; al simplexalui A,
- Proprietatea se deduce si din faptul ci din motive de simetrie trebuie
a4 avem un numar egal de simplexe ale complexului K, repartizate fiecirui
virf a;. Cam avem (n 4 1) ! simplexe #-dimensionale si n 4 1 virfuri, va
rezulta cd fiecdruia ii aparfin (i + 1) !/n 11 — 5| simplexe n-dimen-
sionale ale complexului K. :

TrorEMA 2. O diviziune baricentricd a wnui simplex euclidian n-di-
mensional determindg un complex K, care are loate simplexele n-dimensionale
grupate in n + 1 stele coresfunzitoare fiecdrud virf al stmplexului, cite n .
Dacd notam cu Sa; steaua corestunzitoare unui virf, atunci avem wrmdtoarele
proprieliti :

N | 8¢; | =14y (2)

U ISql =1 Ky| =1 4,1 )

=

Sa considerim simplexele #-dimensionale ale diviziunii, inchise. De-
oarece avem (n + 1) | simplexe #-dimensionale in complexul Ky, ele au
pe a, ca virf comun asa cum au fost definite.
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S84 aratim cd no pot avea un alt punct comun. Pentru aceasta, si
observim ci fiecare simplex #n-dimensional al complexului K, e format
dintr-un virf al simplexului dat, celelalte virfuri fiind baricentre. Dacd

"

N | Sa | = M, unde M 3£ a,, inseamnd ci toate stelele respective ar putea
il

=0 5

sd aibd 1n comun cel pufin incd un punct in afard de a,. Tie el a;,. Cum

5
insd simplexele fac parte dintr-un complex, inseamnd cd vor avea comuna
fata (a,, aj), unde aj, este un baricentru. Dar a, baricentru al simplexului

A este unic. Inseamni ci a) trebuie si fie baricentrul unei fete (n—1)-
dimensionale. Atunci fata (a,, a)) poate fi comund numai simplexelor
ce au ca virfuri baricentrele fefei care are pe a; baricentru, celelalte sim-
plexe n-dimensionale din /', neputindu-o avea in comun, intrucit aceasta
fatd este determinatd de a,, de baricentrele celorlalte fefe gi de un virf al
n
simplexului 4,. De aici rezultd cd M = a, si ) | Sy, | = @, Pentru a arita
t=0

proprietatea (3), vom ardta cd au loc incluziunile :

U|~Sa|g|K1|g|Aul: (3’)
f=0

=

i

EM=1 =3P " (3")

=0
de unde va rezulta egalitatea. Incluziunile (3') se arata simplu din faptul
cd simplexele de dimensiune 7 ale diviziunii baricentrice sint confinute
toate in K, si 4, si sint distincte doud cite doua, avind cel mult o fafa
comuna. Rezulta relatiile (3').

Incluziunile (3") le vom ardta procedind prin inducfie completa. Ele
se verificd usor pentru n = 0, 1, 2, 3. S presupunem proprietatea adevi-
ratd pentru # — 1 §i sd o ardtdm pentru n. Sd considerim in acest scop
‘un punct oarecare ¥ din interiorul simplexului 4,. Fl face parte dintr-un
simplex n-dimensional al diviziunii baricentrice a lui A, sau se afld situat
pe o fatd a sa. Cum noi considerdm simplexele inchise, rezultd ci x va apar-
fine cel putin unui simplex n-dimensional al diviziunii. Dar toate simplexele
n-dimensionale au pe a, ca virf comun, rezultid ci

X = }\Cf'" —l“ t.!.b"; A "|_ H = ])

unde b, este situat pe o fa{d proprie a simplexului 4,. Dar pe aceasta fati,
proprietatea este adevidrati; a, este baricentrul simplexului 4,, deci este
confinut in simplexele diviziunii prin definifie. De aici rezultd cid x €S,
ceea ce ne aratd cid au loc incluziunile (3").

Din (3') si (3”) rezultd relatiile (3).

TEOREMA 3. Baricentrele simplexelor n-dimensionale ale comple xulu
K, sint situate pe un hiperelipsoid n-dimensional.
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Pentru demonstrarea acestei teoreme sid considerim simplexul A,
regulat, adicad avind toate fetele de aceeasi dimensiune, egale. S5 observim
si aici cd simplexele #-dimensionale ale complexului K, au toate virful a,
comun si sint egale din cauza ipotezei. Dacid spre exemplu doud n-ar fi
egale, s-ar contrazice ipoteza simplexului regulat. Deoarece ele au virful
a, comun, rezultd ci numerele p(a,, &), j=1,2,..., (» + 1) !, unde prin
b; am notat baricentrele simplexelor #-dimensionale ale complexului K,
sint egale intre ele:

P(a'w bj)=(:: A7.:1:2,---,(‘}’3 -1*])'

Aceastd proprietate ne spune ci punctele b; se gisesc pe o hipersferd
n-dimensionald de centru a,. Si ardtim acum ci ele nu se pot gisi pe o
hipersferd (n — 1)-dimensionald. Pentru aceasta vom proceda prin inductie
completd, proprietatea aratindu-se simplu in cazul » =0,1,2,3. S3 o
presupunem adeviratd pentrun — 1 i sd o ardtdm pentru n. Cele (n + 1) !
simplexe #n-dimensionale ale complexului K; le putem grupa in » 4 1
subcomplexe ale complexului K,, fiecare subcomplex fiind determinat de
baricentrele si virfurile a cite unei fefe proprii a simplexului dat precum
si de punctul a, (care va fi comun tuturor subcomplexelor). Daci notim
cu K,, subcomplexul complexului K, care are simplexele obtinute din
simplexele (#—1)-dimensionale ale fetei i, precum si din virful a,, atunci
avem ;

"

n .
i
U | K, | = [ Kyl
=0
ptim insd ca din cauza simetriei are loc relatia
i =
o(a,, bj) = c.
De asemenea
' . 4
o(a,, aj) =ty,, 7=1,2,...,nl,

unde am notat prin aj, baricentrele simplexelor (# — 1)-dimensionale ale

diviziunii fefei 7. Deoarece teorema este adevirati pentru cazul (n — 1)-
dimensional, rezultd ca aj, se gisesc pe o hipersferd (n — 1)-dimensionala

si nu se pot gisi pe una (n—2)-dimensionald. Stim insi ci
;
pla,, i’;j) 2

=l AaO T, .o n; d=212..,n!

' .
p(anr “jf) 3

Teorema lui Thales generalizatd in spatiul cu n-dimensiuni, mai preeis
reciproca ei, ne spune ci b; se gisesc pe o hipersferi (n — 1)-dimensionala
omoteticd cu hipersfera (n—1)-dimensionald a baricentrelor aj,, aceasta
din urmi fiind proiectia conicd din virful a, a punctelor bj, i fiind fix.
Raportul de omotetie este 2 /3. S& aritim acum ci cel pufin un punct b
(cind ¢+ =0,1,..., n) nu se afli pe aceeasi hipersferd. Pentru aceasta,

.
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)

este suficient si observdm ci atunci c¢ind ¢ = 0,1, ..., n, obfinem pe rind

sttbcomplexele Kgu, Ké” J 5 g M
Din proprietatea (2) a teoremei 2 se poate vedea simplu cd iDD[ K, |=a,

atunci existd cel pufin un subcomplex K, care are impreuna cu subcom-
plexul Kf,H doar pe a, comun:
i) A
[ Ko, | N | Ka, | = @

De aici tragem concluzia ci baricentrele simplexelor n~dimen:§iona.1e ale
complexului K,’;n nu se vor gisi in subcomplexul K’,’,"- @u-m. e?? smf: .51tuz-1te
pe hipersfera (n — 1)-dimensionald, a fetei 7, fetele 7 si j_fund 11111ar. in-
dependente, rezulti ci vom avea cel pufin un punct nesituat pe hlpe.:r-
sfera baricentrelor subcomplexului K, , ceea ce demonstreazi afirmafia.
Pentrit a arita unicitatea hipersferei #-dimensionale, si observdm ca avem
nevoie de 1 +2 +3 + ... 4+ (n —1) + 2» puncte pentru a defini 6
hipersferd n-dimensionali. Cum insd avem (n + 1) ! puncte in total, rezultd
imediat unicitatea hipersferei.

Pentru a trece la cazul general al simplexului 4, oarecare, vom trece
de la simplexul A, regulat, la cel oarecare, printr-o afinitate. Hipersfera
noastra se transformi intr-un hiperelipsoid pe care-1 numim h1perhp§o1dul
baricentrelor simplexelor #n-dimensionale ale complexului K, sau hipere-

lipsoidul L}. Astfel teorema 3 este complet demonstrata.

Vom introduce acum o noud corespondentd intre simplexul 'A’fl i bari-
centrele fefelor sale, obtinind un nou sir de simplexe ale unei diviziunt
baricentrice pe care o notim cu (17).

Fie
Ar! = (CX.O, Ciprerminy C-'tn—l' a‘*!)
A . '
simplexul #-dimensional dat. 54 considerdm virfurile (e, o4, ol B 15 B
2 o i . il ey il . 4
unde am mnotat prin a, baricentrul fefei (ot,_y, o), Ap = - (ot 1)

In felul acesta am obfinut un nou simplex B, astfel ca ?,{CA,,. Daca per-
mutim pe rind toate virfurile astfel ca sd ludm a; = = (i aiq), 2=

=0,1,..., n, obtinem permutari de n—{—} obiecte: Evident ca e_lstfrfl 'se
formeazi (n + 1) | simplexe noi. Notim pri M mulfimea alcgstot simplexe.
S% aritam ci ele au dimensiunea 7. Pentru aceasta va fi suficient s _aratan}
cid virfurile (e, o4, ..., %,_q, @,) sint 1im;a1' iuiiep?nden:ce. Prin 1p.otfezi
Oy, Sqye - s 8,y Sint liniar iudependenteU111tru(31t s.,;nt virfurile u&*xel reete
proprii a simplexului 4,. Virful @, nu se gaseste in h1per131am_11 lori etia e

el este baricentrul fefei («, ,, ,), iar a, nu se gaseste in hiperplanul sim-

!
plexului (o, oy, .., @, ;) prin- ipoteza. Rezullta. cd (oty, ®gy: v %u1 az)
sint liniar independente, ele fiind virfurile unui simplex n-dime

nsional B,
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P_ropnetatc_a B, CA, este imediata. S$i mai observim cf fiecarui virf al
simplexului 4, 1i corespunde un numir de 7 ! simplexe definite mai sus
care se i 1 1 ile fetei ‘ b
care ? lol:*)’,cm pe rind permutind virfurile fetei opuse virfului considerat
in a si i ] ‘

1 Aefmﬂ_:id simplexului. Toate acestea # | simplexe au virful respectiv
ca vir Jor i i ‘

E Com.utn. Vom nota mulfimea acestor simplexe cu M,, unde «; este
virful considerat. Se vede ci = i : i : l
g ; ‘ede ci | Mq, | =] A4,|. Multimea tuturor simplexelor
-dimensionale de mai sus o notim cu M

"
_[ 0 M ey " ” g i y

dgfim't]; 1;{;;'\§?554f9ﬁf;:’ ;.szm ele .s;mplgsxzzﬁor n-dimensionale ale multimii M
defing 5, Jormeaza un sistem de (n -+ 1) | functe si n hi
iy : ! functe situate pe un hipere-

S01 avmensional de cenlru a - y ' ] i

s e Ry [i( ta,, baricenirul simplexului dal, omotetic cu

; bt 1<y, centrul de omotelie fitnd in a
o S

Ca i in ca; i ‘
st ,ivm cazul i_t;:oremel 3, vom presupune ci 4, este un simplex regulat
ca notam cu ¢; baricentrele si nultimii A e
¥ e simplexelor mulfimii M, au loc relatiile :

i 1
Ccj = oy -+ - -4 4
7 Py ( 0 oy i 4 f a; —I— 07 + “;;): (;:- — 1 (5‘1,' _*_ oy l)
3 —1ls

f.‘:(),],...'h‘,J /?]2. nl

"

ha caleuldm distanfa p(a,, ¢). Obtinem :

i 1
Bl ) =~ oy oy 4. ) — ]
 3-1 ( 0 177 <t ‘xﬂ) 5 +_1 (a[j <t %y + s - ok ﬂ:' <5
+ CC,‘ + O '-+ m;r)'
Destacind parantezele vom avea
1 1
ola,, ¢j) = - o — :
" i e i Bt [) (O’.p + ~fxr,1).
sau
i 1
pla,, cj) = — — (ot — ¢
n I) 2 (n + 0 {D’f 9(,7]).
Deoarece (o, — « 3 i if
.. Deo 7 1) este lungimea unei fete liniar in i
ritatit simplexului rezulti c3 PR a0 B T
-;l y
ola,, ¢j) = &, U=l A e 3 ] B ) (4)

De aici s servi cd ¢ « 1 :
n-dimension:?"Oblbend ca cele (n + 1) ! puncte sint situate pe o hipersfera
a de centru a, Revenind la demonstrarea teoremei 3

vazut ca 3, s-a
P(”’n' b;) =6 ({)
Din (4) si (5) rezulti :
il P S
play, cf) ;

-~
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ceea ce demonstreazd a doua parte a teoremei in cazul cind simplexul A4,
este regulat. In cazul 4,, &, = / 3. 83 aritim acum ci punctele ¢j nu se
7

pot gisi pe o hipersferd (n — 1)-dimensionald. Pentru aceasta vom proceda
prin inductie, proprietatea verificindu-se ugor pentru = = 0,1,2,3. 5S4
o presupunem adevirati pentru numirul » — 1 §i sd o aratam pentru 7.
Pentru aceasta sd observam ci :

olay, ) =k; plo,af) =k $=01,...2; 4§=12,...2l

unde am notat prin aj, baricentrele simplexelor (# — 1)-dimensionale ale
mulfimii M definitd pentru fata opusd virfului «;. Pe aceastd fafa pro-
prietatea e adevirata, deci cele n | puncte sint efectiv pe o hipersferd (n — 1)-
dimensionald, neputind fi pe una (n — 2)-dimensionald. Din faptul ca
avem%:»i—, rezultd cd pentru 7 fixat, ¢/ se gisesc pe o hipersferd
id
(n—1)-dimensionali omotetici cu hipersfera (n—1)-dimensionald a fetei 4,
raportul de omotetie fiind 2 /3, iar centrul de omotetie fiind virful «;. De
altfel hipersfera (n —1)-dimensionald a fetei ¢ poate fi considerata ca pro-
jectie conicd din virful «; a hipersferei baricentrelor ¢;. E suficient acum si
ardtim ci existd cel putin un baricentru al simplexelor mulfimilor A,

i=0,1,..., n, care nu e situat pe hipersfera baricentrelor ¢}, j =1, 2,
nl. Fie M, si qu doui astfel de multimi ;
v

)
2 7 2

3 P('I'f’ “j'); P(O('I." C’;) =8 T P(m}u ﬂfk)'

ol ) = ! ,5

Din ipoteza simplexului regulat rezultd ca:
1 k
o(ai, ¢j) = (o, 6j)-

Dar ¢ se gasesc pe o hipersferd (n— 1)-dimensionala omoteticd cu
hipersfera baricentrelor fetei k, centrul de omotetie fiind punctul «,, ele
neputind fi pe o hipersferd (n — 2)-dimensionala. Dacd nu ar exista un

punct dintre punctele ¢; unde 7 este fixat jar j =1,2,..., n !, care sd nu
fie situat pe hiperstera baricentrelor c*, unde % este fixat si k£ ¢, iar j =
—1,2,..., n!, ar rezulta ci cele doud hipersfere coincid. Aceasta ne duce

la o contradictie cu faptul ci fafa ¢ si fafa k sint liniar independente. in
felul acesta gisim cel pufin un punct din multimea &, § =1, 8: vy it
care nu este situat pe hipersfera mulfimii ¢%, ceea ce aratd cd nu exista
o hipersferd (n — 1)-dimensionald pe care si fie situate toate cele (n 4 1) !
puncte. Pentru stabilirea unicitdtii hipersferei n-dimensionale definite mai
sus, se procedeazd ca in teorema 3. ; :

Transformind acum printr-o afinitate, simplexul regulat in cel oarecare,
obfinem teorema in general. Hipersfera se transforma intr-un hiperelipsoid
pe care-l numim hiperelipsoidul baricentrelor simplexelor mulfimii M sau
hiperelipsoidul L}.




374 TEODOR RUS

O BAPHIIEHTPMYECKOM PA3IEJIEHUM EBKJIMIOBBIX
n-PABMEPHBIX CUMIIJIEKCOB

KPATKOE COIEP)KAHMWE

B Tpyne uccaenyiorcs nekoropsie cpoiicTea GapuleHTPHYECKOro pasje-
ACHHS €BRIUNOBBIX f1-DAa3MEPHBIX CHMIUIEKCOB. Takum 06pasoMm A0KA3HI-
BAIOTCS CHIE/lYIOU[HE TEOPeMEL:

. TEOPEMA 1. Yucao — pasmeproiy cumniercos bapuyenrpuneckozo pas-
OeAeHus NOAY4eHHoIx u3 3adannozo cumniexca A . ecte (n+ 1!
n =

TEOPEMA 2. Bapuyenrpuuecroe pasdeaenue N-PasmepHozo e6KAUO08020
cumnaerca onpedeaser komnierxc K, umerowuii sce N-pasmepHole cluMnieKcol
epynnuposantsie 8 n + 1 3gesdax, COOTBETCTBYOWUX Kanedol Bepuiute 3a-
datrozo cumnaexca no nl. Ecau Sa; ectv coorsercreyouiasn s6eada aep-
ULUHDL, TO BepHbL caedyroujue caolicTaa:

n
n | S"‘i I =
=0

H
U |Sq| =K | =4,
1=0
TEogEMA 3. Bq)put;ewpbt N-PA3MEPHLLY  cuMNAeKcOs  Gapuyentpuyec-
K020 pasddenerun 3adannozo cumniexca A, pacno.
AOJNCEHBL HA - I
aunepaaiuncoude. " ) - -
: Onpenensiercst morom muokecrso M Beex 11-Pa3MEpPHBIX 3BKJNIOBBIX CHM-
E';EI;COB’ TIOJYIEHHBIX M3 7 BEPLIMH 3aJlaHHOTO CHMIIEKCa, W GapHLeHTPbI
JIOCKOCTeH, npuieraionmx k (n + 1)-oif se .
] / HIHHE H JIOKa: . '10-
e p JOKA3LIBAETCST CJACYIO
By
TEOPEMA 4. Bapuuyenrpo N-PAsMepHoLY cuMniexkcos muoscectea M o6-
pasyior cucremy (n + 1)! Touek, pacnoomcenmoiy Ha n-pasmepros. eunep-
.9.1j7.uncoude, C UEHTNOM a,, OapuyenTp 3A0QHHO20 cumniexca 2oMOTETILY 1
¢ eunepaaruncoudon Komnaexca K, a yenrp 2omoreruy maxodures g a
"'

SUR LA DIVISION DES BARVCENTRES DES SIMPLEXES
EUCLIDIENS #-DIMENSIONNELS

RESUME

Nous étudions quelques propriétés de la division barycentrique des

sulnplei(es euclidiens n-dimensionnels. Ainsi nous démontrons les théorémes
suivants :

TuiiorEME 1. Le nombre des stmplexes de la divison barycentrique n-di-
menstonnelle oblenuwe dun  simplexe donné A, est (n41)!

ey
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TutorEME 2. Une division barycentrique d'un simglexe euclidien n-di-
mensionnel détermine un complexe K, gui a tous les simglexes n-dimensionnels

groupés dans n -+ 1 éloiles correspondantes d chaque sommes du simplexe
donné, a raison de n!\ Si S, est I'étoile correspondante au sommet, les pro-

priélés suivantes sont vraies

n !Sf‘[l=ali; -Uoisaflzlffll = [A"i'
i=0 r=

TutoriME 3. Les barycenives des simplexes n-dimensionnels de la
division barycentrique dw simplexe donwné A, sont situés sur um barycentre
ellipsoide n-dimensionnel.

Nous définissons ensuite un ensemble M de tous les simplexes eucli-
diens n-dimensionnels obtenus de # sommets du simplexe donné et les
barycentres des faces adjacentes au # -+ 1ime sommet, et nous démontrons le

Tahorisng 4. Les barycentres des simplexes n-dimensionnels de Uen-
semble M forment un systéme de (n +1)! points situés sur un hyperellipsoide
n-dimensionnel, ayant pour centre @, la barycentre du simplexe donn’é ; hcz'mo-
thétique avec Uhyperellipsoide du complexe Ky, le centre d’homothétie étant
en a,,.
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