ASUPRA METODEI GENERALIZATE A LUI CEBISEV (I)
DE
BELA JANKO
(Cluj)

Fie dati ecuatia functionali F(x) = 0, unde F(x) este o funcfionald
neliniarid definiti intr-un domeniu S complet si convex din spatiul lui
Banach X. Pe lingi acestea mai presupunem ci F(x) este continua si admite
derivate de tip Fréchet pind la ordinul 3.

Censiderim metoda de iterafie
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Xp41 = Xy == ?
unde F'(x,) respectiv F"(x,) reprezintd derivatele de tip I'réchet de ordinul
1 si 2, calculate pentru elementul v, €S € X. In continuare se presupune
ci functionala F(x) este de aga naturd incit elementele v, € X pot fi alese
astfel ca si avem satisficutd conditia lui M. Altman [1].

]F’(xu) _’,"Jul = HF’(xH)I ? | :"ull :;] ('”‘ = 0, 1’ L )' (‘X)

Elementul x, € S € X este aproximatia initiald, iar ¥, ¥, ..., %, .. €X
sint apreximatiile calculate succesiv prin procedeul (1).

in cele ce urmeazi vom elabora o teoremi referitoare la existenfa solu-
tiei F(x) = 0, precum si pentru convergenfa metodei date prin formula (1).

Inainte de a enunta aceastd teoremi vom stabili doua delimitdri necesare
la demonstrafia tecremei. Pentru aceasta, introducem nctatfiile 8, =
= 4,44 — %, apoi F, = F(x,), F' = F'(x,) si F" = F"(x,). In ccnsecin{d
formula (1) poate fi scrisd sub o alti formd aplicind totodatd la ambii
membri ai egalitifii functionala liniard F,. Astfel

o Fu8y + = FL =0, (2)
unde punem
F,
A, = =" " 3
’ Fn Y . ( )
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Se observi cd i relatiei (3) {i putem da o alt forms, aplicind la ambii

’

membri de asemenea funcjionala F,, prin urmare
Bat T, =0. (3")

Considerdim acum formula generalizati a lui Taylor pentru functionala
F(x), astfel

FFR'E']_FM?F:! 8"_"%};:: Sf#Q%I{HS‘Ia, (4)

unde ||[F"(x)|| < K pentru orice ¥ € S. Din formulele (4) si (2) rezults
1
Fn-i'l - E F: 8»(811 . AH) a=n ‘%‘ F: (Sﬂﬁ_ Arr)Au \< ?1 K l‘i 851”3

si de aici
Py 1 N 1
£, 1l <5 M)+ 1ADIB, — Al + —K|8,]2, (5)

unde avem |[F"(x)|| < M, pentru orice ¥ € S. In cele ce urmeazi ne vom
folosi de mnotatia

|-Ey |
'._liji_: “'.l’u< _JF oo,

apoi

n

o ==
{EA|

(unde B, poate si tindi citre infinit pentru»n — «). Astfel din (3), (1)
si (A) se obtine

\ 1 ; |
i == § — MRB 2 — ] ) ~
18— M) <5 MB,||A,J12 =1 MB,2 (6)
si

18l < @ + MB,n,),. (T)

Apoi din (5), (I) si (6) gisim o altd delimitare

M h, e L

Ful (1 + 2]t + LK1+ 22, (1)

unde s-a notat
])'H‘ == MB"T]H ‘
rr‘ ¥ P e T v e s T . >
. 1EHOREMA. resupunem cd peniru aproximatia wnitiald x, sint inde-
plinite urmdtoarele conditii :
1°. Pentru derivata Fréchet F'(x,) existd delimitlarea

A
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st pe lingd aceasta mai este satisfdcutd condifia (A);
2°. Are loc inegalitaiea

£

15

3°. Exusta derivatele de tip Fréchet pind la ordinul 3 i au loc delimitdrile
[ ()] < M, ||F"(x)] < K

pentru orvice x € S, unde S = S(x,, v), So(x, 7), fiind o sferd in spafiul lui
Banach X devazd r = 0 st cu centrul in x,, care este definitd de inegalitatea

%y

lx — x| L 7; .
420 <hy = ByMn < ;

3
3(1+ﬁ g [1—%-’1-"—')
o 4)  MeB, 2

B

An aceste conditii, pentru ecuatia functionald F(x) = 0 existd in sfera
S(%g, 7) 0 solutie x* la care tind aproximatiile x,. Rapiditatea convergentei
este- caracteyizatd prin delimitarca

i _ A wn 31
2% — x,|| < THU (Eoho)” 1y,
(3

0

unde s-a notal
H" :] ihu('l _l__]!'o]

2

212+ (o427
2 41 em2B, 2 .

E,—
o
1—hy (1 -+ =~

Demonstratie. Folosindu-ne de inegalitatea din [1]

IF il < [1F2) (1 _E Bl
(EA|

si de formula generalizati a lui Lagrange pentru F'(x),

1|Fl’i - F:H—I“ -< A/I”SHH:

|
se obtine

[Frdll > [Fall0 — B,M|[3,),
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de unde
1 B B
Trol STl < o Y
| Fost i e { = :;,,[1 E 7;4')

Se observd imediat cd B,;; > B,. Din relatiile (II) si (7) se stabileste usor
inegalitatea
2
SO L M o [ IL’} = ‘(1 ki)z 8
R | 5l = k, ’2" T3 +6]lrsz,; gy LU (8)
ntl Iwhu{l f i—l
(3

in continuare vom presupune ci

1 h,, K i \3
e [ I e (R U =
9 A 6M2B, 9 - B

el

Vom ardta insd imediat ci aceastd inegalitate este satisfacuta pentru

orice 7.
Tinind seamd de (9), relagia (8) poate fi serisd mai simplu, sub forma

M F1<H:1Egkﬁ'qm (3’)

de unde rezultd formula de recurenta

ku*" s e Bn+ 1 n+ 1A/[ “-<-. l (Eﬂh'u)s'
El'l
sau
‘h’n "~< i (ED hﬂ)a" d (10)
Eﬂ

Inegalitatea (9) este satisficutd pentru # = 0. Daca finem seama de faptul
ca E, < 2, atunci prin inductie completd se aratd usor cd h, y < /. Aol
daci ne mai folosim si de faptul ¢ M si K sint numere finite precum s
de inegalitatea B, < B, .,, atunci se objine imediat cd E,, < E,.V

Din (8) si (10) rezultad

M1 < Ho(Eoho)™ "
de unde

M “< Hlﬂb (Eﬂkﬂ) s 7o
Inlocuind aceasta in (I) avem

lon+s = %, “-<-(1 £ %"} Hy (Eq 1) 1 g

1) In ce priveste expresia lui E,, ea este de acceasi structurd ca E,, numai ci in loc de
hy se pune hy.
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Mai departe, pe baza acestei relafii obfinem

] n =
”xu-l-i? i j"‘ﬂ” <]£—I"IU (EU ]""0)3“ ! Mo- (] 1)
0
X fiind un spatiu complet, din aceastd inegalitate rezulta ca existd limita
%* = 1t i,
H—+oo

Trecind la limitd in (11) se obtine delimitarea
= ;“Hg (Eohg)®" 1y
to

”x* - .,\’"

datd in teoremi. Ramine s mai ardtdm cd aproximatiile x, nu ies din sfera
S(xq, 7). In adevir
; , ‘ o

H"YU _ '\'n” “< H80H + HSIH + AR + HSH’IH < T !

. - ~ - . . o . ID .
Pe linga aceasta mai trebuie ardtat cd limita x* satisface ecuatia F(x) = 0.
Din inegalitatea (IT) rezultd usor cd |IF(x,)| — 0 pentru # — =, si fiindca
x, = x* pe baza continuitdfii functionalei F(x) rezulti ci F(x*) = 0.
Observatie. Conditii analoage cu 1°9—5° au fost date recent de M. A1t -
man; insd expresia din condifia 59 diferd pufin de cea datd in lucrarea

[2], apoi condifia 4° datd de noi este mai pufin restrictivi.

Ob OBOBILEHHOM METOLE YEBDBIIIEBA
KPATKOE COAEPCAHHE
B nacrosimem Tpyje AaloTCH HOBBIE YCJOBHS [JIS CYIIECTBOBAHHUS OHOLO
peileHHs (PYHKIHOHAIBHOTO ypaBHeHust F(Xx) = 0 H, 0JZHOBPEMEHIO, HOBbLIE
YCJAOBHS CXOAMMOCTH Aas mpouecca (1).
SUR UNE METHODL GENERALISEE DE TCHEBVCHEFI
RESUME

Dans ce travail on donne de nouvelles conditions pour 1'existence
d'une solution de l'équation fonctionnelle F(x) = 0, et en méme temps
de nouvelles conditions de ccnvergence peourle procédé (1).
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