DESPRE RAZA DE STELARITATE SI RAZA
DE CONVEXITATE A FUNCTIILOR OLOMORFE?*)

DE

PETRU T. MOCANU
(Cluj)

l. Fie [7(z) o funcfie olomorfa in discul |z| < R si si presupunem ci
RIF(0)] > 0. (Notdm cu ®@(e) si J(x) partea reald, respectiv partea imagi-
nard a numdrului complex «.) Din cauza olomorfiei funcfiei F(z), va exista
un disc |z | < 8 in care

R[F(z)] > 0. (1)

Presupunind ca aceastd inegalitate nu este verificati in intreg discul
|z| < R, ne punem problema de a determina discul maxim |z|< < R
in care inegalitatea (1) are loc. Pentru aceasta si considerdim curba

R[F(z)] =0
sau, altfel scrisi, B
F(z) + F(z) = 0. (2)

Aceastd curbd, evident, nu trece prin origine. Problema pusid revine
la a determina minimul distantei de la origine, z = 0, pini la aceastd curbi.
Va trebui deci si determindm minimul expresiei 22, stiind ci intre z si z
existd relatia (2).

53 considerim functia

O(z,2) =2z + A[F + F|.

Eliminind pe 2 intre ecuatiile

EL0] ; ad
=0 si — =
az az

()

se obtine cd z si z trebuie si mai verifice condifia

F(=zF')=0.

*) Aceastdl lucrare apare si in limba francezi in revista ,,Mathematica”, vol 4 (27), 1962,
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Decarece R2(F) = 0. rtezulty o3 R o e .
t:ab Farm (F) , rezulld cd aceastd conditie mai poate fi scrisi
FI
GQ(LJ = 0.
F
Am obfinut deci urmitorul rezultat :

Raza maLimd v a discului |z| > 7 in care R[F(2)] > 0 este dati de mini-
mul expresici \zz, unde z si z sint Solulitle sistemaoglos

R[F@#)] =0
J[2F'(z)] =0, (3)
saw ale sistemului echivalent
R[F(z)] =0
s F'(] +
Flay | b A

2. Ca o primi aplicatie, si consider i g
disc |z] > R si f(0) = 0. 54 pungl?l‘glc S T Sl

Fz) =218

Atunci 12)

Se gtie cf i i
dmneniftff lci: pentru ca f(z) sd transforme discul |2] < (* < R) intr-un
stelat in raport cu originea, este necesar $i suficient ca

7 {’_;J > 0, pentru |z| > 7.

in ; i ’ i i in di
o ;C§2§ cazf, iuil.cf;}j‘_(s)e va numi stelatd in discul |z] < ». Numim razd de
nlate a functiei f(z) raza discului i i1
ncf azs maxim cu centrul in origine, 1
o f axim ¢ ne, in care
J;(E Z)ui:fti Fitelata. Dacid f(z) nu este stelatd in discul |2l < R att?uci Japlicind
z: y * . o ?
.da u anterior deducem imediat ci raza de stelaritate a functiei f(z)
va 2 7 -. ‘,- 4 ‘I , r' 5 o 3 7 # :
fi datd de minimul expresie V2z, unde z St z sinl solufitle sistemului (vezi

[1]) : -
f/e(‘—f’J =

® (%J—l—l - (5)

'] IIE f( ) S;l o ?') ZIO'I'E“L EL[ll;t'l.ll OlOIll )If lﬂli k4 je §1 g( E,
0 == I:Oi == ]. \ m Spl.llle ca fUDCtIa ESte 0—5[3612.'23 mn (lIS ll] 0)4 7
f (\g) ) 0 7 f = c <

R (—?J > 0, pentru |z| < 7.

| o1l
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Numim razéd de g-stelarilate a functiei f, raza discului maxim cu centrul
in origine in care [ este g-stelata.
Luind '

atunci
S e
2 7 g

Presupunind ci f(z) nu este g-stelatd in discul |z| < R, atunci raza

de g-stelaritale a funcpiei f(z) va fi datd de minimul expresier Vzz, unde :
si Z sint solutidle sistemului (vezi [2]):

()=

gt zg' (6)
=7+ =25 )

Dacid g = f, se obtine sistemul (b).
Dacid g = z, atunci se obfine ¢d raza r a discului maxim, |z| < r, in

care R(f') > 0, este datd de minimul lui VzZ, unde z i z sint solujiile
sistemului

®(f') =0
@) = o
=

sau ale sistemului echivalent
R(f') =0 |
FEfM=0 |

Se stie ci in discul |z < » functia f(z) va fi univalenta.

4. Tie f(z) o functie olomorfid in |z| < R. Se gtie cd pentru ca f(z) sd
transforme discul |z| << » intr-un domeniu conver, este necesar si sulicient

ca
B ) w (%J +1 <0, pentru |z| >7.

in acest caz se spune si f(z) este convexd in discul |z] < 7.

Vom numi razd de conveaitate a funcfiei f(z) raza discului maxim cu
centrul in origine in care f(z) este convexd. Si presupunem cid f(z) nu este
convexi in |z| <~ R. Pentru a gisi raza de convexitate a funcfiei fvom lua

F== 47
f’
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Atunci

2 F' = z{im+f_”) A
ro o
Deci sistemul (3) devine

5+ 7] - 25 =

Deoarece

L) - -1
& ’
atunci rezultd

24079 '
9("’—"7) . 2;7("—"-]
'ffa fl
i deci deducem urmitorul rezultat :

7 Ct 7 (z) Sth da a dﬂ THIN ] 16. 22
3 i : i3 Al ey ul e 3
75'”@’8 2 St z S'l'r,“: SOlMH%l@ SZSfB?ifMl%Z' . v

fe(%) Fil = '
M) "

3. Ca o aplicatie simpli i i
3 mpld a rezultatului de mai sus, si ojsi
convexitate a functiei plii o

flz) = Az" + Bz, A =0
undeAﬂ‘s?erganl n sint numere intregi, nenegative (m < n).
zf" mid 4 nEBgn - m
tl=—
. Fig A - nBgh-m k(z)
si
&2 = i m(m? — 1)4 4+ -1 H—
380 #{n )B z o
—F 5 e = (m + n) h(z) — (1 + mn).
Sistemul (7) devine in acest caz
R[h(z)] = 0

] J[h(z)] = 0,
de unde deducem ci h(z) = 0, sau

-}nﬂA _l__ ﬂ;ﬂBZ” = (}

Deci raza de convexitate a functiei 42" + Bz" va fi datd de formula

’ 7”7 @ m2|A|
n?| B|

Pentru ca funcfia Az" |+ Bz" sa fie convexa In discul unitate, |z] << 1
este necesar gi suficient ca » > 1, adicd sd fie satisficuta condifia

mz|A| > n?|B|.

Deoarece functia 4z™ + Bz" este stelatd atunci gi numai atunci cind

: i B > U i :

funcfia = 2" 4 — 2" este convexi, rezultd cd pentru ca funclia 4z" 4 Bz
n "

si fie stelatd in discul unitate este necesar si suficient sa fie satisficuta

conditia :

nld| = n|B|.

6. Fie f(z) si g(z) doud functii olomorfe in |z| < R si f'(0) = g'(0) = 1.
Spunem ca functia f(z) este g-convexd in discul |z| << 7, daci

g [z—f::) + 1 > 0, pentru |z]| <C 7.
g

Numim razd de g-convexitate a functiei f(z) raza discului maxim cu
centrul in origine in care f este g-convexi,

Tuind
Pt
gf
atuneci
= gt 4 L) AL
g g g

Presupunind cid f(2) nu este g-convexd in discul |z| < R, atunci raza
de g-convexitate a funcliei f(z) va fi datd de minimul lui Vzz, unde z si 3 sini
solutiile sistemului

7 (Q'—J +1=0

g

TP I (8)

)= %)

L g.u gr glg
7. Consideram clasa C a functiilor
fl2) =2+ apz2 + ... 4 a,2" + ...
eare sint convexe in discul unitate. Se stie cd daci f(z) € C atunci
A (g N W= B8 s (9)

7 — Studii si cercetdri de matematicd nr. 1/1962
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Cu ajutorul notiunii de g-convexitate se poate construi un sir de clase

de funcj;'ii olomorfe pentru care inegalititile (9) sint verificate. Considerim
anume sirul de clase

il v €0 € 5y

definite prin recurenti in felul urmitor : functia

fO) =%+ a4 ... fa, P

apartine gliisei_C,,, dacd existd o functie g(z) € C,, , aga iIncit f(z) si fie
g- convexd in dls(:t}I unitate. Prin inducfie completi se poate demonstra ci
megalitdtile (9) sint satisficute pentru orice clasi C . ntr-adevir, fie
f2) =7+ a2+ .. -+ a, 2 ... €C,. Atundi existi o functie g(z) = » +
+ b2 4+ ... 4 b,2" + ... EC,_, asa incit 2

_ fof

7 [?J +1>0 pentru |z| < 1.
Presupunem ca |b,| <1, n=2,3, ..
Se sgtie cid daca

@ [h(z)] >0 pentru |z < 1,

unde
k(z)=1+clz-|7 +C)|g;i+
atunci
le)] <2 pentru m =1,2, ...
Notind
(z) = 1 -4«%=1 SAPTPL. N RIS
avem relafia de recurentd
nwin —1)a, = (n — 1)b,_e; + (n — 2)by—a6s + -+ + 2056, + €4y,
de unde rezulta
win ~1)|a, <200 —1 +4—32 4 .., +241) =nn =1),
deci
Eaﬂi 4 ]"

Universitalea .1 Babes— Bolyai' Cluj,
Catedva de teovia funciilor
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O PANVYCE 3BE3LOOBPA3HS M O PAIMYCE BBITYKJIOCTH .
‘ TOJIOMOP®HDIX ®YHKLHWH

KPATKOE COﬂEP}KAHI/lE

[lyers F(2) — ronomopduast Qynxuus Ha gucke |z| <R u @[F(0)]>0.
MakcumaneHelil paguyc r aucka |2!<7r, tne R[F(2)] >0 naércs muHHMY-
MoM \/zE, rjle z U 2 CyTb pelIeHHs CHCTEMBI (3) HJIM SKBUBAJEHTHOH CHC-
TeMbl (4).

B kauecrBe npumeneHus noayuaercs pajguyc 3ssesgoobpasud [1] 1
g-3Be3006pasust [2] rosomopdubix (Gyuxiui wa aucke 2| <R,

B kauecTtBe Lpyroro npHMeHeHHs MOKA3BIBAETCS, TTO PaJHYC BBIMYKIOCTH

[(z), rosomopduoii B |2 | < R, maétcs B MUHHMYMOM 1/5, TAe 2 H 2 YJOB-
aersopsior cucreme (7). Ilyers f(2) n g(2) — aBe ¢yukunn, romomopd-

npte B |2|<r u [(0) =g"(0) = 1. ToBopuM uto QyHKUHST [ ecTb g — BHI-
nykaasg B |2|<r ecan R {J—J + 1 = 0. HaswBaem pajnycoM  g-BhLITYK-
L g’

noctH (DYHKIUM [, paguyc MaKCHMadbHOTO JHCKA C LEHTPOM B HAUYAJALHOIN
TOUKEe KOOpJAHHAT, Ha KOoTOpoMm [ sBIfeTcs g-BeykJol. Pannyc g-Bel-

nykaocTH GYHKIHH [ Aaéres MUHHEMYMOM Vzz, Tie z W Z CyTb peLIeHis
cacTeMbl (8).
CTpouTCst MOTOM MNOCJIEN0BATEIBAHCT KIACCOB Gie Chic Y€ & 4
.€C,c ... prs KoTophix |a,|<<1.

SUR LE RAYON DE STELLARITE ET LE RAVON DE CONVEXITE
DES FONCTIONS HOLOMORPHES

RESUME

Soit F(z) une fonction holomorphe dans le disque | z| < R et R[F(0)] =0.
Le rayon maximum » du disque |z] < 7 olt R[F(z)] < 0 est donné par le
minimum de 2z ol 7z et 7 sont des solutions du systéme (3) ou du systéme
équivalent (4).

En guise d'application, on obtient le rayon de stellarité [1] et de g-stel-
larité [2] desfonctions holomorphes dans un disque | z| < K.

Comme une autre application, on trouve que le rayon de convexité
d’'une fonction f(z) holomorphe dans |z|< R est donné par le minimum de
Vzz, ot z et z vérifient le systeme (7). Soient f(z) et g(z) deux fonctions
holomorphes dans |z| < Ret f(0) = g'(0) = 1. On dit que la fonction f
est g-convexe dans |z| < 7 si R {iJ + 1= 0,|z]<< ». Nous appelons rayon

’

-4
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de g-convexité de la fonction /. lerayon du disque maximum avec le centre
dans l'origine, ot f est g-convexe. Le rayon de g-convexité de la fonction J
sera donné par le minimum de Vzz, ot z et z sont les solutions du
systéme (8).

On construit aussi une suite de classes Cef, €C,e cva c.c
pour lesquelles |a,| < 1.
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