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RESTUIL IN FORMULELE DE CUADRATURA
ALE LUI WEDDLE $I HARDYY)

DE

FLORICA MUNTEANU
(Cluj)

Scopul acestei lucriri este de a studia restul in formulele de cuadratura
ale lui Weddle si Hardy prin incadrarea lor intr-o clasd de formule de cua-
draturd cujgradul de exactitate cinci, pe sapte noduri echidistante si care
depind de un parametru.

Pentru construirea acestei clase de formule se utilizeazd metoda folosita
de D. V. lonescu in lucrarea [2]. Restul formulelor acestei clase
pentru functiile f(x) € C® Y se determina sub formd de integrala definita,

b
R= Scp{x) 1 (x) dx, (1)
uinde functia ¢(x) depinde de asemenea de parametrul amintit. Se studiaza
functia o(x) pe intervalul [a, b] punindu-se in evidenfa valorile parametru-
lui pentru care curba y = o(x) este situatd de aceeagi parte a axei Ox sl

valorile parametrului pentru care curba y = ¢(x) taie axa Ox.

Din fcrmula (1) se deduce urmitoarea delimitare a restului
|R| < KM,,

b

unde My > sup|f(x)|, iar K= S |o(x)| dx.
[a,b]
u

Folesindu-ne de faptul ¢i formulele construite depind de un parametru,
vom rezolva urmitoarele prebleme : -

19, Determinarea formulei de cuadralurd pentru care K este cel mar mic.

20, Determinarea formulelor de cuadraturd pentri care coeficientit sint
numere vationale scrise in sistemul zecimal cu wn numar finit de zectmale.

4 inrevista ,,Mathematica’ vol. 3 (26), 1961.
le lor pind la ordinul

*) Aceastd lucrare se publici gi inlimba francez
1) S-a notat cu G clasa functiilor continue impreuni cu derivate

# inclusiv, pe [a, b].
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Vom arita cd pe aceastd cale vom intilni formulele clasice ale lui
Weddle si Hardy. Se arati de asemenea cd dintre formulele ai ciror coefi-
cienfi au o singurd zecimald, formula lui Weddle are coeficientul K cel
mai mic,

3% Delerminarea formulei de cuadraturd cu gradul de exactitate sapie.
In acest caz se regiseste formula lui Cotes pe sapte noduri cu restul sub
formd de integrald definiti, pentru functii ce aparfin clasei €8, O grupare
convenabild a termeniler formulei construite araty cg ea este o combinatie
liniard a formulei lui Cétes i a diferentei finite de ordinul sase a functiei
/(%) pe cele sapte noduri, Aceasts observatie permite scrierea restului sub
forma de suméa de doi termeni, care se exprimd prin derivatele de ordinul
sase si opt, ale functiei f(x) intr-un punct din intervalul ce confine nodurile,
Pentru fermula lui Hardy aceasti ultimi forms a restului, cunoscutd [4],
a fcst intilnitd si de T. Po Poviciu caun caz particular {ntr-un studiu
general astipra fermuleler de aproximatie liniard ale analizei [3]-

§ 1. O formuli de cuadraturs pe nodurile echidistan(e Ty Koy, o . K
i care depinde de un parametru

I. Tie functia f(x) de clasa (6 pe intervalul [a, b]. Impartim inter-
valul [a, 6] in sase parfi egale prin punctele g — Xos %1, Xa, Xa, Xy, Xy, ¥g =
= b, si referitor la aceste noduri vom stabil 0 formuld de cuadraturi de
forma

 sedx = 34 1) + R @)

al cdrei coeficienti 4,, Ay, .., Ag 1i vom determina astfel incit restul R
s fie nul efnd functia f(x) este inlocuitd ca un polinom oarecare de -gradul
cinci.

Pentru stabilirea f{ormulei (2) vom aplica metoda folositd de D. V'
Tonescuin lucrarea [2].

Atagdm fiecirui interval [ g, %
e:(¥) de gradul al saselea astfel ca o; (%
integrala din membrul intii al formule

—

(¢ =1,2, ..., 6) cite un pelinem
(:] (f=1,2, ..., 6). Cu acestea
1) se scrie :

—

=

g .
A e

deygiggwmﬂﬂm.

Aplicind fiecirui termen din membrul al doilea formula de integrare prin
parfi generalizati, obtinem :

g -

\fx) dx = ¥ {{ T (—1) gt fe-9 J +\ et o rx:v} (3)

. = i
Ty £ 1;7(

o/
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e 1C ! [e X = I: forl]lllla (3)
i ii i 1 1 2 L) 6) as fel 111C1t imn ?
De erminam f‘llI 1 (P.l( ) ( L 4! il . : o : o
sa I -lg ureze 101 di Va 101118 funC ;lel f(x) pe ]1(.) (1'.111. I eIltI |.1- c"CedSta. D l]"
‘|. “cl]uele '.P (T’ (' == ]q'-J' . (I:' trel)Llie sa Satisla( a Ia (()l“l t‘Il e
§ i\ - H ) )

(44) ‘P(lm(i‘fn) =90

: / 2,3,4,5 E=0,1,2,34,) (4)
(1) 2®(x) = offi(x) (1=1,2,3,45)

(43) ‘P((;M(—"Cﬁ) =0
in aceste conditii formula (3) devine :
L fwin = — g9 1) + 3 [090m) — () + 0P Sz +

¥y .
~

+ \ o o az,

.

(B)

Xy % . g ’xi '1.: 1'
unde ¢(x) coincide cu polinoamele ¢;(x) pe intervalele [, | (

. . ii ; 3) ai formulei (1
_Bln .f.(;l‘l_?l)l‘lla (5) rezultd cd coeficientii 4; (it =0,1, ..., 6) ai form (1)

sint dafi de egalitifile :
Ay = = fp}]s)(:\’.“)
. 3 6
Ay = (PE'S)(;vf) — @E‘?[(mi) (f = 1; 2‘: 31 'lv ')) { ( )
Ag = o (%)

- l e“tI u (let61ﬂ-llnalea P(]llnoclnlel T CP P ObSEI vain d Qle S].[lt “'].tf_'f
& r(“’) = € 3 ( ) ()
Ial 1 > ua": I dlt 1 ale C? (.‘.) =] cu co 1d1;111€ a 1]1‘1’11 a . b =
g ele ec lll‘ ere ltl 1 l l l -I- 5el

vam ci polincamele

x — ay)8 i (¥ — 'r"f__}),a P19 ) )
2% = LLE !lo % :-E_ﬂ T (

i i i o4x) sa satisfaca
tisfac la conditiile (4,) si (4,). ITmpunind puhn_(_nulul‘tu Jq:,,{ggm'u = g
i?nirliipiﬂe (45), obfinem un sistem de cinci ecuatil liniare p
tri =1, ; i anume
narea parametrilor &, (¢ =1,2, ..., 6) 5

; il i —1, 8, 3,4,5). (8)
: = 2= L = ] ] ’ ]
kzn(ﬁ — k)N, = = h (
golu'pia generald a acestui sistem este datd de formulele
7\1 = 7\
33
=g = —h— 6
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e Obsel a ¢ a CP' neepine Ccu x’ in
\ a 1 uteln. de ermina Polln
q 7 V ) 1 oamele s X e (Pﬁ
aCeIa§.1 1110(1 cum am IHCL‘[)llt cu CP] (x). IL‘[ aCeSt caz VO)ITI avea (

e L =
CP,'(?G) R = Bg_g)e .
6! +!§0 Bt 41 — (f=86,5, sty 9)
unde gy py, ..., pg se determing din sistémui de ecuatii -
5 - (Ao
el [ VO 5L PR " )
e ) !f:-i—i £+ ]h (7’ r—1,2, H ._’;J). (10)

Din comararea sistemelor (6) si (9) rezults o4

\u'f:'*)\,( (521,2,,6

ool ) . ) @am)
o scrie expresiile primelor trei polinoame ?1(%), 9a(%), ¢ (%) intrebu
] V) Yg . =

in{ind formulele (7), iar pentru X 7 i i
(9) si finem seama de reli‘;iile (1 ;9)4(‘) PR R Sl

palx, ) =E =W, — 4

6! 51

Pl 0) =L =By 0wt (E%ff, + G?\J(—xf #)*

6! il 10 =

Pylx, 3) = & — %)° (¥ — )8 33 "
5(¥, %) T —EII——(E}-/’; 1 stﬁimu

21 i PR
-+ (ﬁ h+ 15 1.) # — )
5 51

4 - (r — ‘5)6 == e T . .
Pl A == 7(;_rr_’ — A e _,_.TA*"}' ol (—3 h 4 6)\)(*;”{ “
28 5l 10 51
— (J/J +15}\J (¥ — x,)8 (]2)
51
rP"("':J?\) =4 A (i:i“f 33 (¥ — x,)5
Polr ) = E= 2 5 e e
6! 51

Impo ierii :
& e acgstrgafgfiinfsgern pcr;huoame[or ¢i(¥) sub forma (12) consts in faptul
s5e vede usor ca erafi sl it
de dreapta de ecuatie ¥ — ,r; graficul functiei o(x) este simetric fati

Din formulele (6) si (11) determinim coeficientii formulei (2)
AO — Aﬁ = ?\
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A= A5 =2h + 6

Ay=A,——21 — 152

o 9
Ay =28 420
[}

Formula (2) devine

() dx = — 2 1)+ 700101 + (22 6207 + )] —
— |4 + 18 W) ) + fa) 1 + (5 + 200 flm) + S"qo(x).f“{:v)d:x'. (1)

Ty

unde 2 este un parametru arbitrar, iar functia o(x) concide pe intervalele
[%i_,%:] (i =1,2, ...,6) pe rind cu polinoamele ¢,;(x) definite de formulele
(12). Am obtinut astfel formula de cuadraturd (I) in care figureazd parame-
trul arbitrar 2. Rimine si explicim de ce figureazd acest parametru si sa

studiem restul acestei formule.

3. Observim cd in membrul al doilea al formulei (I), coeficientul lui

A este :

—fl%a) + 6 f (x1) — 15 (x2) + 20f (x5) — 15/ (x4) + 6 f(5) — f(),
care reprezinti diferenfa finitd de ordinul sase a funcfiei f(x) pe nodurile
Ko, Xy, - - -, ¥ Se stie ¢ aceastd diferentd este nuld cind f(x) este Tnlocuitd

cu un polinom oarecare de gradul al cincilea,
Am putea deci si ludm de-a dreptul A = 0 in formula (I), insd preferam

si pastrdm pe A nedeterminat pentru a obtine diferite formule dind lui
% valeri particulare.

Reamintim ci D.V.JIonescu a pus diferenta divizatd a unei functii
f(x) pe nodurile xy, x4, . . &, sub formd de integrald definitd :

,l'"

Scp(x) fo(x) dx

in care functia ¢(x) este pozitivd pe intervalul [v,, x,,].
Vom folosi mai departe acest rezultat.

§2. Studiul restului in formula de eunadraturi (T)

4. Fvaluam restul formulei de cuadraturd (I)

R= Sr.p(;\ﬁ) fO(x) dx

o

t———bf







