RESTUL IN FORMULELE DE CUADRATURA
ALE LUI WEDDLE $I HARDYY)

DE

FLORICA MUNTEANU
(Cluj)

Scopul acestei lucrdri este de a studia restul in formulele de cuadraturd
ale 1ui Weddle si Hardy prin incadrarea lor intr-o clasd de formule de cua-
draturd cujgradul de exactitate cinci, pe sapte noduri echidistante si care
depind de un parametru.

Pentru construirea acestei clase de formule se utilizeazd metoda folosita
de D. V. lonescu in lucrarea [2]. Restul formulelor acestei clase
pentru functiile f(x) € C® Y se determina sub formd de integrala definita,

2
R =\ ¢(x) [0 (x)dx, (1)
uinde functia ¢(x) depinde de asemenea de parametrul amintit. Se studiaza
functia o(x) pe intervalul [a, b] punindu-se in evidenfa valorile parametru-
lui pentru care curba y = ¢(x) este situatd de aceeasi parte a axei Ox si
valorile parametrului pentru care curba y = ¢(x) taie axa Ox.
Din fcrmula (1) se deduce urmitoarea delimitare a restului
|R| < KM,,

b

unde My > sup|f(x)|, iar K= 5 |o(x)| dx.
[a,b]

a
Folesindu-ne de faptul ¢i formulele construite depind de un parametru,
vom rezolva urmitoarele prebleme :
19, Determinarea formulei de cuadralurd pentru care K este cel mai mic.
20, Determinarea formulelor de cuadraturd pentri care coeficientit sint
numere vationale scrise in sistemul zecimal cu wn nuwmar finit de zectimale.

nrevista ,, Mathematica® vol. 3 (26), 1961.

*) Aceastd lucrare se publicd giinlimba francezi i
le lor pind la ordinul

1) §-a notat cu C» clasa functiilor continue impreund cu derivate
# inclusiv, pe [a, b].
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Vom arita cd pe aceastd cale vom intilni formulele clasice ale lui
Weddle si Hardy. Se arati de asemenea cd dintre formulele ai ciror coefi-
cienfi au o singurd zecimald, formula lui Weddle are coeficientul K cel
mai mic,

3% Delerminarea formulei de cuadraturd cu gradul de exactitate sapie.
In acest caz se regiseste formula lui Cotes pe sapte noduri cu restul sub
formd de integrald definiti, pentru functii ce aparfin clasei €8, O grupare
convenabild a termeniler formulei construite araty cg ea este o combinatie
liniard a formulei lui Cétes i a diferentei finite de ordinul sase a functiei
/(%) pe cele sapte noduri, Aceasts observatie permite scrierea restului sub
forma de suméa de doi termeni, care se exprimd prin derivatele de ordinul
sase si opt, ale functiei f(x) intr-un punct din intervalul ce confine nodurile,
Pentru fermula lui Hardy aceasti ultimi forms a restului, cunoscutd [4],
a fcst intilnitd si de T. Po Poviciu caun caz particular {ntr-un studiu
general astipra fermuleler de aproximatie liniard ale analizei [3]-

§ 1. O formuli de cuadraturs pe nodurile echidistan(e Ty Koy, o . K
i care depinde de un parametru

I. Tie functia f(x) de clasa (6 pe intervalul [a, b]. Impartim inter-
valul [a, 6] in sase parfi egale prin punctele g — Xos %1, Xa, Xa, Xy, Xy, ¥g =
= b, si referitor la aceste noduri vom stabil 0 formuld de cuadraturi de
forma

 sedx = 34 1) + R @)

al cdrei coeficienti 4,, Ay, .., Ag 1i vom determina astfel incit restul R
s fie nul efnd functia f(x) este inlocuitd ca un polinom oarecare de -gradul
cinci.

Pentru stabilirea f{ormulei (2) vom aplica metoda folositd de D. V'
Tonescuin lucrarea [2].

Atagdm fiecirui interval [ g, %
e:(¥) de gradul al saselea astfel ca o; (%
integrala din membrul intii al formule

—

(¢ =1,2, ..., 6) cite un pelinem
(:] (f=1,2, ..., 6). Cu acestea
1) se scrie :

—

=

g .
A e

deygiggwmﬂﬂm.

Aplicind fiecirui termen din membrul al doilea formula de integrare prin
parfi generalizati, obtinem :

g -

\fx) dx = ¥ {{ T (—1) gt fe-9 J +\ et o rx:v} (3)

. = i
Ty £ 1;7(

o/
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e 1C ! [e X = I: forl]lllla (3)
i ii i 1 1 2 L) 6) as fel 111C1t imn ?
De erminam f‘llI 1 (P.l( ) ( L 4! il . : o : o
sa I -lg ureze 101 di Va 101118 funC ;lel f(x) pe ]1(.) (1'.111. I eIltI |.1- c"CedSta. D l]"
‘|. “cl]uele '.P (T’ (' == ]q'-J' . (I:' trel)Llie sa Satisla( a Ia (()l“l t‘Il e
§ i\ - H ) )

(44) ‘P(lm(i‘fn) =90

: / 2,3,4,5 E=0,1,2,34,) (4)
(1) 2®(x) = offi(x) (1=1,2,3,45)

(43) ‘P((;M(—"Cﬁ) =0
in aceste conditii formula (3) devine :
L fwin = — g9 1) + 3 [090m) — () + 0P Sz +

¥y .
~

+ \ o o az,

.

(B)

Xy % . g ’xi '1.: 1'
unde ¢(x) coincide cu polinoamele ¢;(x) pe intervalele [, | (

. . ii ; 3) ai formulei (1
_Bln .f.(;l‘l_?l)l‘lla (5) rezultd cd coeficientii 4; (it =0,1, ..., 6) ai form (1)

sint dafi de egalitifile :
Ay = = fp}]s)(:\’.“)
. 3 6
Ay = (PE'S)(;vf) — @E‘?[(mi) (f = 1; 2‘: 31 'lv ')) { ( )
Ag = o (%)

- l e“tI u (let61ﬂ-llnalea P(]llnoclnlel T CP P ObSEI vain d Qle S].[lt “'].tf_'f
& r(“’) = € 3 ( ) ()
Ial 1 > ua": I dlt 1 ale C? (.‘.) =] cu co 1d1;111€ a 1]1‘1’11 a . b =
g ele ec lll‘ ere ltl 1 l l l -I- 5el

vam ci polincamele

x — ay)8 i (¥ — 'r"f__}),a P19 ) )
2% = LLE !lo % :-E_ﬂ T (

i i i o4x) sa satisfaca
tisfac la conditiile (4,) si (4,). ITmpunind puhn_(_nulul‘tu Jq:,,{ggm'u = g
i?nirliipiﬂe (45), obfinem un sistem de cinci ecuatil liniare p
tri =1, ; i anume
narea parametrilor &, (¢ =1,2, ..., 6) 5

; il i —1, 8, 3,4,5). (8)
: = 2= L = ] ] ’ ]
kzn(ﬁ — k)N, = = h (
golu'pia generald a acestui sistem este datd de formulele
7\1 = 7\
33
=g = —h— 6
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e Obsel a ¢ a CP' neepine Ccu x’ in
\ a 1 uteln. de ermina Polln
q 7 V ) 1 oamele s X e (Pﬁ
aCeIa§.1 1110(1 cum am IHCL‘[)llt cu CP] (x). IL‘[ aCeSt caz VO)ITI avea (

e L =
CP,'(?G) R = Bg_g)e .
6! +!§0 Bt 41 — (f=86,5, sty 9)
unde gy py, ..., pg se determing din sistémui de ecuatii -
5 - (Ao
el [ VO 5L PR " )
e ) !f:-i—i £+ ]h (7’ r—1,2, H ._’;J). (10)

Din comararea sistemelor (6) si (9) rezults o4

\u'f:'*)\,( (521,2,,6

ool ) . ) @am)
o scrie expresiile primelor trei polinoame ?1(%), 9a(%), ¢ (%) intrebu
] V) Yg . =

in{ind formulele (7), iar pentru X 7 i i
(9) si finem seama de reli‘;iile (1 ;9)4(‘) PR R Sl

palx, ) =E =W, — 4

6! 51

Pl 0) =L =By 0wt (E%ff, + G?\J(—xf #)*

6! il 10 =

Pylx, 3) = & — %)° (¥ — )8 33 "
5(¥, %) T —EII——(E}-/’; 1 stﬁimu

21 i PR
-+ (ﬁ h+ 15 1.) # — )
5 51

4 - (r — ‘5)6 == e T . .
Pl A == 7(;_rr_’ — A e _,_.TA*"}' ol (—3 h 4 6)\)(*;”{ “
28 5l 10 51
— (J/J +15}\J (¥ — x,)8 (]2)
51
rP"("':J?\) =4 A (i:i“f 33 (¥ — x,)5
Polr ) = E= 2 5 e e
6! 51

Impo ierii :
& e acgstrgafgfiinfsgern pcr;huoame[or ¢i(¥) sub forma (12) consts in faptul
s5e vede usor ca erafi sl it
de dreapta de ecuatie ¥ — ,r; graficul functiei o(x) este simetric fati

Din formulele (6) si (11) determinim coeficientii formulei (2)
AO — Aﬁ = ?\
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A= A5 =2h + 6

Ay=A,——21 — 152

o 9
Ay =28 420
[}

Formula (2) devine

() dx = — 2 1)+ 700101 + (22 6207 + )] —
— |4 + 18 W) ) + fa) 1 + (5 + 200 flm) + S"qo(x).f“{:v)d:x'. (1)

Ty

unde 2 este un parametru arbitrar, iar functia o(x) concide pe intervalele
[%i_,%:] (i =1,2, ...,6) pe rind cu polinoamele ¢,;(x) definite de formulele
(12). Am obtinut astfel formula de cuadraturd (I) in care figureazd parame-
trul arbitrar 2. Rimine si explicim de ce figureazd acest parametru si sa

studiem restul acestei formule.

3. Observim cd in membrul al doilea al formulei (I), coeficientul lui

A este :

—fl%a) + 6 f (x1) — 15 (x2) + 20f (x5) — 15/ (x4) + 6 f(5) — f(),
care reprezinti diferenfa finitd de ordinul sase a funcfiei f(x) pe nodurile
Ko, Xy, - - -, ¥ Se stie ¢ aceastd diferentd este nuld cind f(x) este Tnlocuitd

cu un polinom oarecare de gradul al cincilea,
Am putea deci si ludm de-a dreptul A = 0 in formula (I), insd preferam

si pastrdm pe A nedeterminat pentru a obtine diferite formule dind lui
% valeri particulare.

Reamintim ci D.V.JIonescu a pus diferenta divizatd a unei functii
f(x) pe nodurile xy, x4, . . &, sub formd de integrald definitd :

,l'"

Scp(x) fo(x) dx

in care functia ¢(x) este pozitivd pe intervalul [v,, x,,].
Vom folosi mai departe acest rezultat.

§2. Studiul restului in formula de eunadraturi (T)

4. Fvaluam restul formulei de cuadraturd (I)

R= Sr.p(;\ﬁ) fO(x) dx

o

t———bf
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in modul urmator

K] < M, Jo(2)] dx,

E

Mg > |f9(x)] pentru «x€ [a,b].

Un rol important in evaluarea restului il are integrala

e

K = o(x)] dx,

Ay
pentru calculul ciireia este necesar si cunoagtem semnul funcfiei o(x) pe
mtervalul [x,, x,].

In virtutea simetriei functiei ¢(x) fafa de dreapta ¥ = x,, vom examina

semnul acestei funetii numai pe intervalul [x,, x,].

unde

9. Vom determina numirul de ridicini reale ale functiei o(x) pe
intervalul [x,, %], in functie de parametrul A, In acest scop vom studia
pe rind, functia ¢(x) pe intervalele [%0, %), [%1, %3], [%, %5 ].

a) Pe intervalul [, x,] funcfia @(x) este determinati de formula

pil, 3) = E=AE - IX“J s(-’f = 4 ) ,

w - 7 s M dw s ul a4
de unde se vede ci daca — < A<C 0, o(x) are o radicing in intervalul
6
w . u h
(%, %] daci x>0, o(x) > 0 §i daci A — 2 e(x) << 0,
2

b) Pe intervalul [x,, x, ] functia ¢(x) coincide cu polincmul definit de
fermula corespunzitoare din (12).

Pentru determinarea numarului de ridicini reale ale polin: mului g,(x, A)
in intervalul [, x,], aplicim teorema lui Budan-TFourier relativi la deter-
minarea numarului ridicinilor reale ale unui pelinem cu ajuterul variatiilor
de semn din sirul derivatelor, calculate in capetele intervalului.  Bazati pe
aceastd tecremd, putem afirma ci pe intervalul [x, x,], ¢(x) se compcrta
in felul urmator :

r / :
1°. Dacd A > — —; atunei ¢(x) > 0

——

5 p 17 : o 5

2%, Daci — o R B , atunci ¢(x) are o ridacini reala %
5 §

p(¥) < 0 pentru ¥ € [x,,%] i o(x) > 0 pentru x € (£,x,].

. o 13 " 17 23 :
37 Dacd — Eh <A< — & B SHH hel — ﬁJi'r«, atunci ¢(x)< 0,
; 0 -

518
4° Pentril caz a 23 - 13 5 i !
4+, Pentru cazul cind — 5—]@ < h < — =], teorema amintitd nu rezolvi
0 40

problema. Pentru a cercetat semmnul polinomului g,(x, 2)in acest caz, obser-
vamca g@u(x, A) depinde liniar de parametrul A si anume

Pa(x, ¥) = A(x) » + B(w),

din cele demonstrate mai sus ¢ gy(¥, A) < 0 pentru A << — o S
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unde i Ny
' B =" o B(x) w38 e —a)

(# — x)®
) 3 6! 10 GUE

A= 51 —% 51

ini : ; ce x, rezultd
Atunci, fixind o valoare pentru x in intervalul [y, x, ], de exemplu x, r

pentru

_u h < < — Lh. Pe baza liniaritafii lui @,(x, 2) In rapert cu A, rezultd
d0 60
2

B pa g — = h, ceea ce este adevarat oricum

50 40

am alege v in intervalul [y, x,]. : 3= A
<) %’e intervalul [x,, %3], () coincide cu polinomul gg(x, ) definit ]df‘

formula corespunziatoare din (12). Ap].lcmd si in acest craz teorrr?;f;garg ri

Budan-Fourier, putem afirma ca pe intervalul acesta avem ur g

ci gy(x,2) < 0 i pentru —

situatie : |
1°, Dacd A > - 1—7];, atunci o(x) > 0
' G0 :
2°. Daci — L = eeas 7 h, atunci @(x) are o raddcina reald %.
B 220 60 ) i
fnacest caz o(x) < 0 daci x €[#,,&) gi o(x) >0 dacid x € (&, vy]
3% Daca A & — é%]a, atunci ¢(x) < 0.

Rimine de cercetat comportarea funcfiei gg(x, A) pentru cazul cinc

T 67
El, oy |
20 b 220

(°, fncazul cind — > < A — o h, cbservind mai de aproape semnul
. 100 220

i i ini 7 o ; cncluzia ca
derivatelor pelinemului gg(x, 2) in intervalul [, x3], putem ?algsl C1 ¢ iz
oa(x) << 0 pe acest interval, dupd cum se peate vedea din tabelul urm: ‘

Tabelul 1

x| Xy Xy
Py -+ o+t +
e¥(x)| — — 0 + + + +
R
o'W — - — 0 + +
o®| + + + + + 0 —
o+ + + + + + 0
o - — - — — — -
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. Am demonstrat ci g,(x, 1) < 0 daci A< — ~ 51 daca — E A< AL Tabelul 2
< — Ek Atunci pe baza liniaritatii lui g(x, 2) in raport cu A, rezultid ci .
o3 (%, \) <0 si dacau—h 7\<~1—06k ‘ - ] 4 _ ;
Vom rezuma cele demonstrate referitor la semnul functiei o(x) pe /
intervalul [, %3] in urmitoarea teoremi : l
TEOREMA 1. : B A % ‘
1° Dacd x > 0, atunci o(x) > 0 cind x € (gt ] ' "
2°. Dacd ——" <A< 0, atunci o(x) are o riddcing reald &, cuprinsd o ‘
in m!ermlwl [ﬂ‘“, a 1 o(%) < O dacid x €(x,,E) si ®(¥) > 0 dacd x€ (E, %) : I
. Dacd — Tnk o g :_—: atunci ¢(x) are rdddcing reald &, cuprinsd e ] e
in intervalul [x,, x,]. Avem ¢(x) < 0 dacd x €[x,, &) s @(x) > 0 dacd /;
x € (E %5l — A %
. DWCCZ*;}?Th <AL *ég h, atunci (%) are o rdddcing reald £,
cuprinsd in intervalul %, x,]. Avem o(%) < 0 dacd x € [x,,E) si o(x%) > 0 "
dacd x€(&, ). —
5% Dacd W< — ;_}%k, atunci ¢(x) < 0 cind x € (x,,x,]. R
Vem trasa in tabelul aliturat graficul functiei o(x) pe intervalul [x,, s e Rl b

in funciie de parametrul 2,

6. Ne vem ceupa acum de caleulul integralei

Xg

K() = (] o) |dx 17 N - /

— E{;]‘ V—-—-\-——/x2 x-‘
$i vom determina valoarea ei minima. . /
1% Peutru A > 0, obtinem s U i
K(n) :25,10(;{;) ,.,:J" [‘1,8,1%_;_2.520‘7\:, S TR R R AR A R S ST
i 67 “W’ 2
; 3o . . ===k
$1 cea mat micd valoare a lui K (2) se obtine pentru A = 0, anume ; 220 L
- L sogsse sasin v s
Koy —=12257 R SR S
420 \
Formula de cuadraturi corespunzitoare este ;
i 1
Ag {i 1
Sf( )da,f—'{ﬂ{fxl )+ f(s) 114 [f(%) + f (%) 1426 f(x)} + R, (13)
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unde

R = o(x) fO(x) dx,

Ty

graficul functiei o(x) fiind acela indicat in figura 1, iar |R| < 0,293 h" M
293 K7 M.

X X
o 7 X2 X3 Xs X5 Xe

Fig. 1

5 3 T S vari1t e o) A
Formula (13) este cuncscuta formuld de cuadraturi a luj Steffensen

55 : 3 "
2%, Pentru — -y < A < 0, o(x) se anuleazd in ¥ — ¥y — G2, atunci
[ g~ 6L A Ya ED
- == &) s D .
KN =2 gr(w\+§%(M\Jg%qu+g%udq,
vy xo—6A 1 Ay

sau

. 2
K(3) = (138 7 + 2520 b A —2 - 68 37,

Pentru determinarea minimului lui K(2) caleulim derivata

B2 o
el s o i 4 . (6. 167
i ‘L 520 A% —14 - 6° - 28]

Observam ci ﬁ'> () daca A < A i
5 - = 5 A 0, prin urmare K()A) este cresci-
toare pe acest interval, cea mai mici valoare avind-o pentru A = — »

$i anume )

K(R ’—‘) = g
G 1512

iar formula de cuadraturi corespunzitoare este :

V1) dx = 45 [fx) + F(xe)] + 69 [7(5) + f(w5)] —

1]

— SL[f(x,) + f(2,)] + 134 f(x,)} + R, (14)

Lo

RESTUL IN FORMULELE LUI WEDDLE 50 HARDY {1

R = {9 /() da

Ao

graficul functiei o(x) fiind indicat in figura 2

Fig. 2

Obtinem pentru rest delimitarea
|R| < 0,11045 h" M

; 1 /
3° Pentru — 17y & N 2 avem
6

G0
i Ay

K (N =2 { — S o (%) dx — i @o(¥) dx - §cp2(;v) dx + S oq(x) dx }

§ by

Yo 11

Il\.'!

K) =22 1385 4 2520 2] — 4 f—' )y (B [E'M—ﬂ)\] (E—x)?

6! 10 61
i
dh
Dar K(2) depinde de A direct si prin intermediul lui %. Din delinitia Iui £
rezultd ca intre £ gi A exista rela];ia

7

Pentru determinarea minimului lui K(X), avem nevoie de derivata

- ‘E = Vo) ) 33 . (£ — %)° g
ol &, A) = 7\ ~ =k + 6 %|= = U, 1
Pl N = 6! g a! 'Lu o ) 51) et
Din temema] punctul 3°, rezulti ci ecuafia (15) defineste pentru orice
AE | — ;] ]0 singurd valoare £€ [¥,,%,] care este ridicina simpld
6
a polinomului gy(x, 2). Atunci, %ﬁ nu se anuleazi pentru v =&, adicd
X
dgy(€, A) ' o
= i

pentru orice pereche de numere £ si A care verifici ecuatia ( 5). In baza
continuitdtii functiei ou(x, A) $i a conditiei (16), deducem ci ecuatia (15)
definegte pe £ ca functie continui si derivabild de 2, pe intervalul considerat.
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Revenind la derivata lui K(1), avem

(hT{

— [180 A — (Ekxo)s—}-ﬁ(ﬁ—xl)“j-»-L[(_E___f(ﬂf_l_ A E= )

6| 51
[ h - m] ‘E;"l’jda
ax

Observam ci coeficientul lui = este nul in baza relafiei (15). Si ardtim

! dK
cd pentru & € [x,, %,], avem o 0. Pentru aceasta notim
[

D (£) =180 A® — (E—x,)® + 6(E—x,)8

si studiem semnul derivatelor polinomului @ (& i 5, v
Obtinem tabelul 3: . (&) pe intervalul [z, x,].

Tabelul 3

NC)
O(E| —~ — 0 + + +
OE)| - - —0 + +
o2 - = = =
©(E)| — = o
o - - = =
QIE)| & A A
Se vede ca avem (&) > ¢ cind £ € [xz, X, |. Deoarece o -—(I)(E), rezultd
d\ 61
%y]. Dar cind £ € [x,, %,], atunci A€ | — =X f
decl K () este o functie crescitoare de 2 pe intervalul conmdcrat 5
Cea mai micd valoare a lui K(2) se obfine pentru A = — 2 &i anume :
. 60 ° ,
K(_"_’;z] = R,
60 4725

Formuia de cuadraturi corespunzitoare este

(100 ax = 80T [7(x) + ST + 96 [f0m) + 1051 +3 L) + Sl ] +

xy

+128 f(x)) + R,

i3 RESTUL IN FORMULELE LUI WEDDLE SI HARDY i1y

unde K = S @(x) fO(x) dx. Graficul functiei o(x) este redat in figura 3

A0

% X, mx‘* Ys X,

si obtinem |R| >0, 1761 A7 M,
4°. Pentru —2—h L AL — élh, avem

I X £ £
K() = 2{ — {ea() av — (o) i —  oulm) s+ § ou() d |
g x Ay ]
sau ) i ; 5
K\ = % [738 h + 2520%] — [(i—:f—@ - x{"’—;—@ =

/ 1

%] | Le 2 15y Eoal

‘mh+m\) = +(5k+,9)\] = ]

Printr-un rationament analog cu cel ficut in cazul precedent, ne ddm
seama cd funcfia K(2) este derivahild gi ci

%:% [180 4% — (£ — x,)® + 6 (E — %) — 15 (& — x,)".

. : R s - ] :
Studiem semnul derivatei td—l cind 2 E[— ?f — E{—]h ], deci E €[4, 4.

Notam
O(E) =180 4® — (£ — xp)%+ 6(E — x)® —15(& — A8

si alcdtuim tabelul 4.

Tabelul 4
Z| %, Xy
q)‘”(g) s e _TA:_
O T 110 - -
@‘V(ﬂ U
0" (&) | el A
(&) ‘ = F b
)| - - — — — —
g gﬂ Byt-a i

8 — Studii si cerceldri de matemalicd nr, 1/1962
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uuuuu

i P 67 17 & - .
cina 2, in 111tervalul{—ﬁh, ———Olz‘-J. In urma unui studiu mai ami-
y 6
. . = esmE . dK ;
nun{it constatim ca ridacina A, a lui ~—, se situeazi in intervalul
dA
e . o K N
(— 0300670k —02998%h) sici d—<0 dacid 2 E[_ﬂ/z, — 0,3016 &
A 220

o QK 3 , 17 ;
pled — > 0 daca 2 E[— 0,2998 h, — o h], ceea ce inseamnd ci ), este un

punct de minimum pentru functia K(2).
Deoarece
. K(—0,2998 h) = 0,01018 ... i
si
- 67 ‘ 7
[x{—ﬁhJ: 0,011683 ... h7,
220

rezulti ci
min  K(2) < 0,01019 A7,

67
[Foh-t
220 60

Vom considera formula de cuadraturd obfinutd pentru o valoare a
lui 2 apropiata de A, stanume % = 0,3 /i ; cu aceastd valoare a lui A formula
de cuadraturd devine

g'f(x) dx= :—g{ (o) + f() + B [f(%) + flxs)] 4+ flwe) +

+6 7 (%)) + R, (17

unde

R S o(x) fO(x) dx.

Ay

Graficul funcfiei ¢(v) este indicat in figura 4.

Xa _{)\(1 ,,X2 "’-—-..\‘ X‘r‘ X'E ,\(6
3

Fig. 4

Se obtine in acest caz pentru rest urmatoarea delimitare :
|R| < 0, 01019 A7 M,.

Formula obtinutd este cunoscuta formuld de cuadraturi a lui Weddle,
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5°. Pentru A = — —Lh,
220
Eig) — — Scp(x) dx
sau -
K() = ~% [738 A7 — 2.5202].
Cea mai mici valoare a lui K(2) se obfine pentru A = — %h si ea este

K(# ﬂ] — 0,011683 ... h".
220

Formula de cuadraturd corespunzitoare se scrie

§700) dx = 67 [f(we) -+ flre)] + 324 [f() + )] +
| + 81 /(%) + flx)] + 376 f(x)Ty + R,

unde

R = S o(x) fO (%) da.

Graficul funcfiei 9(x) este indicat in figura 5.

)C(o‘i__xg/-zwaxs
Fig, 5

Se obtine pentru rest delimitarea :
|R| < 0,011684 17 M,.

Din studiul facut asupra integralei K () rezultd ca formula de cuadratura
corespuinzitoare celei mai mici valori a lui K()) se obfine cind se alege A in
intervalul (—0,3016 &, —0,2998 %). De exemplu A = — 0,3/, cade in acest
interval si In plus formula obtinuta are coeficienfi simpli.

Prin urmare formula de cuadraturd de tipul (I) cea mai convenabild
din punctul de vedere al restului si al coeficientilor este formula lui Weddle.

§ 3. Determinarea formulei de cuadraturd cu gradul de exactitate sapte

7. Formula de cuadraturad construitd in § 1, are gradul de exactitate
cinci pentru o valoare oarecare a parametrului A. In acest paragraf ne pro-
punem sd determindm parametrul A in aga fel incit si obfinem o formulid de
cuadraturd cu gradul de exactitate mai mare.
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Pentru ca fcrmula de cuadraturd si aibi gradul de exactitate sase,
este suficent ca restul ei si se anuleze cind functia f(x) este inlocuiti cu

polinomul (x—x,)8, adicd si avem :
BT

33
vl bdm = = (oo — 3¢ o (to — )] — (8 +62) [(5 — 5)° +
i 21 :
(s — ) 1 (S5 + 18] [(3 — 2)* + (w4 — 1)°],

a
140

Pe de altd parte, luind in considerare faptul ci formula (I) are coefici-
entii simetrici, restul ei devine nul cind functia f(x) este inlocuitd cu polino-
mul (¥ —xy) 7 oricare ar fi A. In consecintd formula de cuadraturs corespunzi-

de unde rezultd pentru A valoarea A — —

toare lui 2 = — 14?10]3 are gradul de exactitate sapte. Avem

§700) d = 041 Um) + ] + 216 [fim) + f(w] + 27 [H(wa) +

+ /)] + 272 fl)y + ( 0(2) £O(x) dx (18)
unde ¢(x) coincide pe intervalele [x;_,, JL?] (#=1,2, ..., 6) cu polinoamele
¢.(x) definite de formulele (12) pentru A — — I%h.

Tinind seama de teorema 1, graficul functiei ¢ (%) este indicat infigura 6,

Xo X; X2 X X X’5 X

T e

6

Fig. 6

8. Pentru functii f(x) ce apartin clasei C® se poate construi o formula
de cuadraturd pe nodurile x,, a;, ...x, cu gradul de exactitate sapte si
restul de forma

Formula astfel obfinuti este formula lui Cotes. Pentru construir ea ei vom
folosi aceeasi metodd ca in § 1. In acest caz functiile ?;(%) pe care le atagim

intervalelor [#;_,, %;] (¢ =1,2,...,6) vor fi integralele ecuafiilor <pf-s)(x) i |
cu conditiile la limitd

‘P(lk)(xo) =0 !
o) = o i(x)  (6=1,2,3,4,8) (k=0,1, ...,6). (19)
cpg‘)(:rﬁ) =0 J : 7
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Casiin §1, se observi ci functiile ¢,(x) sint definite de formulele

g =) s g P 1.8 L6 (20)
cPi("") == 81 + ;,E_;; k- 71
unde 2y, g - - -, A se determind din sistemul de ecuafii
3 i1 . =
V6 —B Ny =———h (=12 ...7) (21)
k=0 ' i1
si anume
41
P P
140
54
)\2: )\ﬁ: "Egh (22)
27
}\3 — )‘b == 7’1
140
68
= — —h
& 35

Formula lui Cotes este urmatoarea :
(/00 dx = ot Ut + f(0] + 216 Ulm) + S+ @3)

A
] xg

+27 L) +(6a)] + 272 fl)) +{ 9(2) O() d,
= ' Ay
unde @(x) coincide pe intervalele [w; 4, x;] ct thncamele o:(x) c%ehgite
de formulele (20), in care valorile lui Ay, Ay, - - -, Ag smut date de formulele (Hu?.
Referitor la functia ¢(x) se demonstreaza urmétoarele: curba y = (%)
este simetricd faja de dreapta x = ux; iar functia ¢ (x) este negativa CII_1d7;\5
apartine intervalului (x,, %¢). Graficul functiei ¢(x) este indicat in figura 7.

Restul formulei (23)

R = o(x) o) d,
Xo
se poate pune, cu ajutorul formulei de medie, sub forma

s

R = f®(E) S o(x) dx, unde £ € (x,, ¥).

g




118 *  FLORICA MUNTEANU 18

Dar deoarece

g

Fopr s s 19
S-(P(x) i 14ooh’
aveim X
9
R— — 2 po £
1400h FOE).

§ 4. Legiitura dintre formula (I) si formula (23)

] 9. Comparind sistemele de ecuatii (8) i (21), observim ci valorile lui a;
date de (222 constituie o solutie particulara a sistemului de ecuatie (8), ceea ce
ne indreptateste sd scriem solufia acestui sistem sub forma :

41

M=p——~h
L “ 140
Mo o B e By
2 6 L aF
)\;T— )\ﬁzlﬁll_.ﬂk

40
A= — 200 —2F

35

1 v B 3 .
ull({e_(g, — 6y, 15u, —20p, 15p, — 6p) este solufia generali a siste-
mulul de ecuatil omogene corespunzitoare sistemului (8). Atunci formula
de cuadraturd (I) se scrie sub forma

Sf(-"’) dv = — p{f(%) + flxe) — 6 [f(x) + /(x5)] +

n

+ 15 [ %) + f(40)] — 20 ()} + 136 {41 [f(xe) + Flxg)] +
+ 216 [f{#%1) + Fx3)] + 27 [f(x) + flx2)] + 272 f(m)) +

+ { o(x) /() dx. (24)
Coeficientul lui p. din aceastd formuli este diferenta finitd de ordinul sase

a flmcjclel f(%) pe nedurile xy, %y, ..., ¥, iar ceilalfi termeni sint aceiasi
ca in formula (23).

la A “ .
linind seama de faptul ci ASf(x,) se poate scrie sub forma [2],

ASf(xg) = 1186 S U(x) f9(x) dox,

Xy
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unde §(x) este o functie pozitivi pe intervalul (%), xg), observdm cd formula
de cuadraturd (21) se obfine din formula (23) daca acesteia din urmd ii
addugdm

0 = —pASf(x) + 46! S¢(x) 1O (x) dx,

adica

a

(feerdx = — w AS(xg) + 41 [flwa) +Jlmal] + 216 [fm) +

140 :
! F f(x)] + 27 [f(x) + Flma)] + 272 flg)) +

+ Scp(;\f)f(ﬁ)(;r) dx Jr.S Y(x) fO(x)dx. (25)

To Yo

S + S 5 11 .
In formula (23), ficind notatii & — — h = 2, obfinem [ormula (I) cu restul
110

stub forma

s Xg
R= %fp(.\:) 18 (x) d +(>\ + .1% /1,] Sq,(,«;)fw!(.\r) dx.
A 40
Tinind seama de faptul cd ¢(x) si U(x) pastreaza un semn constant
pe intervalul (v, v, aplicind formula medie integralelor din expresia
lui R, obfinem :

9 g 41 -
R=— 2wy + (n+ = b)hsfoi(), 26
l”mff FELE) - [ e z) 1818 (4 (26)

unde £, 5 € (&, %4).

§ 5. Formula de euadraturii cu coeficien{i numere zecimale eu un numir
finit de zeeimale

10. O ncud problema ce se pune inlegituri cu formula (I) este determina-
rea parametrului A in asa fel incit coeficientii formulei si fie simpli.

Astfel pentru a obfine formule aiciror coeficienti sd fie numere zecimale
cu un numir finit de zecimale, trebuie ca A sd fie un numar de forma

unde «, B, y sint numere intregi si « = 0.
in aceastd categorie se incadreazi formulele intilnite in § I pentrn

» =0, formula lui Steffenson si pentru r = — %k formula lui Weddle,
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Referitor la formula lui Weddle, observim ci daci in determinarea res-

tului folosim formula (26), obtinem forma cunoscuti [4] a restului :

R = — 1o+ Grrow).

O altd formuld remarcabili se obfine pentru » — — -~} si anume
25

&0

formula lui Hardy

g

/) i = SC L) 7)) + 81 [Fx) + F ) + 11/ )y + R (o)

Yo

unde
R::&M@fmwyw, (28)
funetfia ¢(x) fiind determinati de formulele (12) pentrur = — L 4. Conform
25

tearemei 1, pentru graficul functiei 9(x) se obtine curba din figura 8, iar
pentru rest se obtine delimitarea

|R[ < 0,019929 h7M, (29)

Restul formulei lui Hardy sub forma (28) si evaluarea (29) au fost date
side A. Cofiu [1].

Dacd pentru determinarea restului formulei lui Hardy se foloseste
formula (26), se cbtine o alti formi cuncscuts a restuluf [4]

R—=%1 oy 1 g
o | ) =5 B

Vom mai considera inci formula cbfinutd pentru ) = — E, care nu
. . . oA . 2

contine valorile functiei fn nodurile %981 % ¢

Vs

700 dx = (0 1f ) - (2] + 815 flaa) + [£(2)] — 647 ()} + R, (80}

T
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unde _
R = ol %(s) d,
iar functia ¢ (x) este determinatéxﬂ de formulele (11). Graficul ei este indicat
in figura 9. Pentru rest se obtine delimitarea |R| < 0,255 ... h7M,.
pi L D - .| X X5 *e

Fig. 9

Formula care nu contfine valorile funcfiei in nodul x,;, se obfine pentru

5 39 .
)= — —h si anume
100

g

Sf(x)zix :%{39[;“(1:0) + f(xe)] + 96 [f (%) + f(x5)] +
* 11800 (m) + /(8T + R, (31)

unde
R:S¢WVWWMM

Graficul funcfiei ¢ (x) este indicat in figura 10, iar pentru termenul rest se
obfine delimitarea |R| < 0,09847M,.

w—ﬂ _}" e

Fig. 10

Dintre formulele ai cdror coeficienti au un numar finit de zecimale,
cea mai buna din punctul de vedere al restului este formula lui Weddle,
dupa cum s-a vizut in § 2,

Universitaiea ,,Ba)es-Bolyai” Chj,
Catedra de ecuatii difeveniiale







