DESPRE SOLUTIILE POZITIVE ALE UNUI SISTEM
DE ECUATII I,INIARE *)
DI
I. NEGRESCU, A. NEMETH si T. RUS
(Cluj)

Lucrarve prezentald la Colocviul de analizd numericd din 8—13 decembrie 1960, Gl

Se considerd sistemul de n ecuatii cu # necunoscute .
n
Ealj":j:]s v =1L 2o oy B (1)
=1
cu conditiile:
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Notim cu A" determinantul acestui sistem, A" = |a;j]. O solufie
a acestui sistem (9, TR x7) se zice pozitiva daci ;\'.j“‘) 0, 3 =1,2 .. .1

TROREMA. Sistemul de ecuatii (1) cw conditiile (2) admile o solutic
wnicd pozitivd st (—1)*—1AM > 0.

Pentru a demonstra aceasti teoremd, vom face citeva considerafii
asupra determinantului sistemului (1).

Daca notam cu A";’ un determinant de forma determinantului siste-
mului (1) in conditiile (2), unde coloana ¢ este inlocuitd cu 1 in intregime,
atunci vom arita ci sgn A" =sgn A" = (—1)"",i=1,2, ..., n

*) Aceastd Iucrare se publici gi in limba francezi in revista , Mathematica”, vol 4(27),
1962, Problema studierii solutiilor pozitive ale sistemelor de ecuatiiliniare a fost pusa cu ocazia
discutiilor care au avut loc in cadrul Seminatului de cea niai buni aproximatie $i programare
liniard, Cluj, 1960.
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Pentru a demcnstra afirmafia de mai sus, vom proceda prin inductie
completd asupra lui n.
Pentru n = 2 (cazul # = 1 fiind banal), avem :

1 g 1
@ _ i I — T P L
A P 1 oo = fgp — Qyp < i Ag “ iy 1 =y — A9y =10 5
Gy Qg |
(2) __ 11 12 "
N — Ay, Gyy | = T2z — dralyy <=0
- s z i 2
Se vede imediat ci sgn A% =sgn A% =sgnA® — (—1)* = —1. Pre-
supunem afirmatia adevdratd pentru # si o vom arita pentru n 4+ 1. Pen-
tru aceasta vom considera determinantii AV, i =1,2, ..., n 4+ 1.
y Ayg « - g4 1 @500 - - - A1
@21 Bag  « v = Ay 1 asipq - 0 0 Gy
(n4-1)
A=
@i _1. i _q,2- Blyw r L @ gy 5 @i 141
Ay a’n-{l;‘-" @yt 1,i-1 1 f"‘ﬂ-{—l.i-[-l- o My

54 scidem linia 7 — 1 din toate celelalte linii. Se observd ca obfinem zero
pe coloana de rangul 7 in afard de elementul din linia de rang /—1, care
" . s A (k1) 0f ; e .
este egal cu 1. Dect A" = (—1)¥"1D = (—1)D, unde D este determi-
nantul de mai jos:

)\11 }\]2. . . 7\1” 1 }\M: a.’.‘j e=—C ﬂ,__]'j.
Aoy Aggw v g | J -

I— 1 e 2;;5; E=1,2, ..., 5 =% 63541, ..., n+1 (3)
?‘nl 7\::2' g )‘uu }:1’2’ ’?_]'1+11 o _‘_ L

_ Decarece a; respecta ccnditiile (2) iar @;_,; pe o coloani este constant
cind & variazd, se vede ci 2,; respecti condifiile (2) b), a;_,; fiind pczitiv
conform conditiei (2) a). Elementele &, nu respectd condifia (2) a). Se vede
insd usor cd linia de rangul 1 — 1 a determinantului D si anume Ay,
-+, hi_y,, esteinintregime din elemente pezitive, deoarece

ANi_q,8: 0 ahisgiog,

Ai_qp = @y — @34

Ni 19 = iy — @;_q1
Aio1igr = Biigy — Fi_1iq

7‘[—.14; =4a (?;__]‘"

in

conform relatiilor (3).
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Tinind seami de conditiile (2), avem :

”"l B {Ei71)1
dio > di1,2

i ip1 > @i,

ai,u > d"—l,n

Se observi cid pe diagenala principald a determinantului D vom avea
ca si in cazul conditiilor (2), cele mai mici elemente.

Deoarece linia de rangul ¢ — 1 a determinantului D este formata din
elemente pozitive, se poate gisi un numir & > 0 suficient de mare astfel
ca inmulfind aceastd linie cu % §i adunindu-o la toate celelalte linii ale deter-
minantului D, toate elementele determinantului D si devind pozitive,

In felul acesta determinantul D are elementele pozitive, condifia (2) b)
raiminind in continuare respectati. Atunci conform ipotezei sgn D= (—1)"71
decisgn AU = (=) (=) 1= (=), s=1,2, .. ,n+1.

Pentru a arita ci sgn Al"*1 = (—1)" ne vom folosi de asemznea de
ipoteza inductiei :

Si presupunem ci (—1)"Att) < 0. Daca considerim atunci pe
A"+ determinantul unui sistem de forma (1) cu n 4 1 necunoscute si
n 4 1 ecuatii, acesta admite solutiile

L\('-' +1)

¥=— ¢=1,92, ...,n+1.
A(N—H)

Din faptul ci sgn A% = (—1)", rezultdi ci x, < 0 pentru i =
9 ..., m-41, ceea ce contrazice sistemul considerat in conditiile (

S84 aratam ci A"+D nu poate fi nul.

Pentru aceasta, vom da o variaie micd lui a,, in asa fel ca ipotezele
(2) s se menfind §i vom presupune ca A" = 0.

Determinantul nou obfinut prin schimbarea lui ay, ina;, = a;; + =, unde
e > 0 suficient de mic este A’r+1) = Alr+l) L ¢ Al unde Al este deter-
minantul obfinut prin suprimarea primei linii si a primei coloane a deter-
minantului A0+, Deci A™ verifici conditiile (2); sgn A" = (—1)*1,
Am+1) = 0, deci sgn A'"t!) = (—1)"~1, ceea ce este in contradicjie cu de-
monstrafia de mai sus.

Deci vom avea (—1)"A#+1 > 0. In consecinfd, revenind la sistemul

Al#)

(1), avem x; = % >0 pentru ¢=1,2, ..., n, ceea ce demonstreazi

1
2).

complet teorema.
Observatii, 1°. Teorema demonstrats are de asemenea loc dacd condifia
(2) b) se inlocuieste cu urmitoarea conditie (2) b’):

b’) ai; o ai+1,|' = e @, = Ty D>y e a;'_l,f‘ f’ = 1121 vy M (“’)
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Demonstratia acestei observafii se reduce la teorema precedentd prin
schimbdri de linii si coloane.
29 Presupunem ci avem un sistem de m ecuafii cu #» necunoscute
(m<m):
m
E @ Xy =1, == O s, W, (4)

i=1

Se poate ardta cid in ipoteza ca existd un determinant in matricea
coeficientilor sistemului (4), de ordinul m astfel ca si fie verificate pentru
acest determinant condifiile (2), atunci existi o solufie pozitivi a siste-
mului (2).

Pentru a demonstra aceastd afirmatie, rezolvim sistemul in raport
cu necunoscutele coloanelor care intrd in determinantul ales. Atunei x; —

(m)
A ?.’

= ' =1,2, ...,.m. Dar A" sint functii liniare, deci continue de

i) A==ty )
Yonats Tmyps + 0y By prin urmare x;, ¢ =1, 2, ..., m, sint func}ii liniare,
deci continue de %,,,4, %4, e By Fi = s vy Wy T =l B s
Din teorema demons_trata sestiecd pentru v, =0, s =m -+ 1, m 4+ 2,
o, avem x; >0, 7=1,2, ..., m. Atunci existi un sistem de
vecindtdfi ale variabilelor x,,.,, ..., %, V U astfel ca = 0 AL V=

" ( " . "
(7) = A ( N 4 ] OO
:. n V 1 12 > 0 mn 1/2 : n V éJ: S ] -'tut > “ n I/Hi = n VJ(J{I' -DE aict
f=m+41 J=m+1 Jj=m+1
n

rezultd cd %, > 0,1 =1,2, ..., min V=M V,, oticare ar fix,, ., ..., %,
=1

in vecindtatile alese mai sus. Vom putea deci alege un sistem de w;, j =
=m + 1, ..., n, numere pozitive astfel ca x; > 0, + =1, 2, ..., m pentru
aceste numere. In felul acesta observatia 2 este complet demonstrati.

O MNOJIO)KHUTEJIbHBIX PEIIEHUSAX CHUCTEMbI JIMHEMHBIX
YPABHEHHH

KPATKOE COJIEPKAHWE

B tpyae paccmarpusaercss cuctema 71 ypaBHeHMil C 2 HeM3BECTHBIMH
0 .
(1) mpu ycmoBusix (2). Peweune #;,4=1,2,..., 7% cucremsr (1) HasbBaercs

MOJIOKHTENBHBIM €CH %) = 0 s t=1.2. .. ®.
~ OGosnauaercsi uepes A™ onpenesntess cucremsl (1). Ilpu ycaousx
(2) jmokasnpiBaeTcs CJAENYIOIAS

TEOPEMA. Cucrema ypasuenuti (1) npu ycaosusx (2) donycraer edut-
(TEEHHOC NOAOXCUTENbHOEe pettenue u (—1)" 1AM = 0,

Hanee orMedaercs 4TO eC/H MPH yCJAOBHAX (2) 3HAK <7 3aMeHsieM 3Ha-
KoM A, TO Teopema Takie BepHa.
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Hokasblpaercs MOTOM, YTO CHCTeMa /71 YPABHEHMI ¢ 1 HeH3BECTHLIX, THE
' M =, AONYCKdeT [0 MeHbllefl Mepe OJHO MOJOMHTE/NbHOE PelleHUe, ecdi
B Marpuue eé KoI(DPHIIIEHTOR HAXOAWM XO0Ts OBl OAMH OMpPeIequTe]Nb. Je-
MEHTBl KOTOPOrO YJOBJETBOPSIOT yeaoBuam (2).

SUR LES SOLUTIONS POSITIVES D'UN SYSTEME D'EQUATIONS
LINEAIRES

RESUME

Dans ce travail on considére le systéme de n équations a » inconnues
(1), aux conditions (2). On dit qu’une solution &7, ¢ =1, 2, ..., n dusystéme
(1) est positive si % > 0 pour i =1,2, ..., n.

On note par A ™ le déterminant du systéme (1) . Dans les conditions
(2) on démontre le théoréme suivant :

TurOrREME. Le systéme d'équations (1) aux conditions (2) admet wune
solution unique posttive ef (—1) 1AM = g,

On remarque ensuite que si, dans les conditions (2), on remplace le
signe < par le signe >, le théoréme est ézalement vrai.

On démontre ensuite que le systéme de m éjuations a » inconnues,
oft m <7 (4), admet au moins une solutions positive si dans la matrice
de ses coefficients on treuve an moins un déterminant dont les éléments

vérifient les conditions (2).
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