DESPRE STRUCTURA MATRICILOR REALE DIN PUNCT
DE VEDERE AL, TEORIEI JOCURILOR

DE

ALEXANDRU B. NEMETH
(Clui)

Obiectele principale ale teoriei jocurilor finite sint matricile reale
numite in limbajul teoriei jocurilor matrici de joeuri sau matrici de plati.
in luerarea de fatd privim matricea realii ca matrice de pldti a unui joc
de doud perscane cu sumid nuld. Scopul prezentei lucrdri este de a face
un studiu structural ale acestor matrici.

Considerim cuncscute notiumea de strategie purd, strategie mixta,
strategie optimi, matrice complet mixtd (c.m.), matrice complet ponderata
(c.p.), strategie complet ponderatd (vezi terminolcgia articolului [4]).
Vom insira citeva propezitii cuncscute de care ne vem folesi in lucrare :

1. Multimea strategiilor cptime al unui joc este convexa.
2. Dacd x este ¢ strategic optimi a jecului cu matricea A, si pentru
indicele 7, avem x;, > 0, atunci pentru orice strategie optima y

(Ay)i, = ¥

(v fiind valcarea jocului).
3. Orice matrice c.p. are strategii optime complet ponderate.

§ 1. Submatriei minime

DrriNtTIA 1. Fie datd o submatrice B a matricii de jocuri A si fie x°
o strategie pentru B. Numim extinderea acestei strategii la o strategie pentru
matvicea A, strategia objinutd din prima, punind zerouri in locurile cores-
punzdloare linidor lui A, care nu intrd in B. Procedeul contrar il vom numi

restringere,
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Definim mulfimile 7, §i &, in felul urmétor. Fie x i y doud strategii
ale matricii A, atunci fie

G = {il%; > 0}, Fy = {jly’ > o).

Vom numi submatrice corespunzitoare perechii de strategii x, y (o
vom nota A(X, y)) o submatrice avind liniile lui A corespunzitoare elemen-
telor lui 7, si coloanele lui A corespunzitoare elementelor lui 2

Tunctiile w(x) si o(y) aratd numirul elementelor luj ¢}, Tespectiv I,

Fie datd matricea cp. A, Notim cu X0, yo multimile strategiilor
optime ale ei. Fie x, y dous strategii optime. Considerim toate strategiile
optime x si vy, astfel ca g4 C L, ; Iyt C 4,

Introducem urmitoarele notatii
Me = XEXNTAC ALY My =(y' €Yo 2, C g).
Fie x™ si v doui strategii optime astfel ca

o(x™) = min o(x* ; o(y") = min o(y').
Y'e M, e A,

' Strategiile x” gi i de aceastd naturi le numim strategii optime minime,
lar submatricea A(x", y) cerespunzatoare perechii de strategii x”, y* o

numim submatrice minimd al lui A,

Lema A. Conditia necesard §1 suficientd ca o strategie oplimd x™ sd fie
Strategie oplimd mininid, este ca sd na existe alld sirategie optimd x de asa
naurd ca (f, Cm .

Necesilalea conditiei. Presupunem ci x™ este o strategie optima minima3.
S aratim cd nu existd nici o strategie optimi x (x 3 x”) astfel ca e C (G
S presupunem in acest sec P cd ar exista inci o strategie optimi x9 (x0==
7 X") astfel ca 3,0 = 7 (dacd 2,9 (f.m s-ar ccntrazice definifia lui x™)

Construim vectorul
xl — x" + e (Xm e XO),

unde pe e il vom fixa ulterior, Fje ¢} multimea
o 0
F={l#" — %< 0}

Fixdm pe j, astfel ca

T'ie
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Observim #, = 0 si #} > 0 pentru § € ¢/. In baza alegerii lui Jo» pentru
orice j = ¢ avem

0 0 0 " 1
it X X X,
To J m o Ja m 0 o — M " 0
0 < (=l =2~ —al ol =—ul L —x9,
i n e M &
)'ln 1 Jo Jo

de unde urmeazi
w4 e (2l — 29 >0,

deci x! > 0 pentru tofi j € (fum.
Ardtdm cd x' este o strategie optimi. Faptul ci x, este o strategie,
m

rezultd din V] #; =1, Intrucit x™si x0 sint strategii optime pentru A,

j=1

avem

‘\,m}\ — v XD}\ =
deci

0 = x"A — x0A — (xm o xr)) [’\)
adica

XA = x"A = v.

Presupunind deci cd avem inci o strategie optimi x?© astl'elﬁca g,:o:vg‘mu,
am construit o strategie optima x* astfel ca JuC g,.,m; ceea ce inseamnd ca
o(x') < o(x"), fapt care contrazice alegerea lui x” si necesitatea este
demenstrata. ol y o

Suficienta condifiei. Presupunem ci x™ este unic, in sensul ca nu existd
altd strategie optima x de aga naturd ca (J, C (fm. At'uncl cu atit m ai mult
nu existd o alti strategie optimi x astfel ca (f.cCfon 51 de aici urmeazi prin
definifie cd x este strategie optimd minima. .

LEmA B. Orice linie si coloand a matricii complel ponderate A aparline
wnel suwomatrict minime. :

Demonstratia o vem face pentru linia i, Trebuie sd ardtim ca exista
o strategie optimid minimd x" de aga naturid ca i >0.

Linia ¢, aparfine cel putin uneia din strategiile optime lui %_cu poudere
pezitiva (cel pufin strategiei optime complet ponderate x#). Fie

M ={x &€ X%, > 0).
Tie strategia x® de asa naturi ca

(.-}(\'u) == Illil_'l (lJ(X).
xe

Vom ardta ci x° este o strategie optimi minimi. Presupunem cqntrarl'ulu:
X" nu este strategie optima minima. Atunci existd o altd strategie optima

. i . S, g o il e
x* astfel ca (Jxx C (fp. Fie x! = L xo 4 —x*. Atunci x' este o strategie
i : Al 2 )

optima §i (Ju = (Jw. Construim vectorul ‘

= x°+ g(x? — xI) (")
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v 0 1 N . A
Putﬁn} P?esul)u_ﬂent_a_ Yo — %, = 0 (in caz contrar scriem in formula ()
pe x' in locul lui x° si pe x° in locul lui x1). Alegindu-1 pe ¢ ca in demons-
tratia lemei A, se poate arita ci x este o strategie optimi, (,  (Jwsix;, > 0
. . B - v SUER )
fapt care contrazice alegerea lui x°. Astfel lema este demonstrats,
LEMAU C Consv,dcj:am ca matrice de jocuri, swbmatricea A(x™, ")
r:owespmz/z;aéoare strategiilor optime minime x™ si y*. A firmédm wrmditoarele -
" T # ) 9 v ) =
. a) Valoarea jocului cu matricea A(x™, V") este egald cu valoarea jocului
ci matricea A,
. b) Strategiile optzz-;!w minime X" si y* sint strategii optime si pentru
Jocul cu matricea A(x™, v").
c)_Mat-r_zceua; A(x™, ¥") nu are in afara stralegiilor X™ si ¥" nici o altd
strategie optimd comund cu A. '

‘ tDev'rL‘ora'i{fa;ie. %’enﬁtru orice strategii x si y ale lui A, ale ciror restringeri
pentru / (x”, ¥") rdmin strategii pentru aceasti matrice (adicd J,C I m;
J, © d,n), avem : i Mt

v = xAy" = xA(x", y") y”,
Xﬂ‘ABI = XYNA(XNI' }]ﬂ) "",

unde v este valoarea jocului A. Intrucit orice strategie a jocului A(x", y”)
poate fi consideratd ca o astfel de restringere, rezultd afirmatiile a) si b)
ale lemel, ’ ol

In sfirgit, din lema A urmeazi ci matricea A(x", ¥") nu poate avea
decit strategiile optime x” si y” comune cu matricea A, ceea ce demonstreaza
afirmatia ¢) a lemei.

v

IA

AN 5 Fom s - bt

DﬁI‘IhI’IIA 2, Iom_:. wUmi. n strategii, convex independente, dacd nici

?;J‘I;I dintre ele nu poale fi pusi sub forma unei combinalii conveve g celor-
alte w — 1. ' .

. _Lema D. Orice submatrice B a malyicii c.p. A, avind (pentra unul din
Jucatori ) m = 2 stralegii optime, convex independente, comune cu A, contine

z?c::.m s.z'.h'lmmtr_'rcz B, 5 By, fiecare avind (pentru acelasi jucitor) cel mult n — 1
slrategii optime, convex independente, comune cu A.

Demonstratie. Presupunem ca submatricea B si strategiile optime

-1 - % oA w . 4
lx ; -+ X' au proprietatea presupusid in lemd. Numim functia w(x) ordinul
ui X, htratigule de forma x =¢;x' + ... 4 ¢ x*, unde g i =T
s o ) 8 Y, ¢ =1, sint strategii optime comune pentru A si B, de ordin

i=1
| = z S o o 5 .
JIE]‘_'iaXHll. b]s'ara.te} ugor ca printr-o medificare corespunzitoare a ceeficien-
fllor combinatiei convexe se pot obtine doud strategii i iferite x°
i di Jae p fine- strategii optime diferite x
S1 3 e ordin maxim. Construim vectorii

3= 0 e — 300
X% = X" 4 g,(x0 — x09),
unde pe z §i ¢, fi vom fixa ulterior. Introducem urmatoarele notatii
S =1 = W< )
Ty = {18 — A >0,
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Faptul ci nici una dintre mulfimile 77, si &, nu poate fi vida, urmeazi
din caracterul maxim al ordinului strategiilor x® si x% si din faptul cd ele
sint diferite.

Alegem 4, si 7, in asa fel ca

400 00 400 200
. AT o el ¢ S L s 20
— = max ; —0, 7 = min s
0 3 K y
%, d€dy % %, jed,; %
Punem
0
T %
e e
A0 400

h I

o o - . ~ : H rl y ®
Observim ci x' este o strategie cptimi pentru A si B, si v, = 0 (j; € T,
; . 0 00
Ix= Jsm). Pentru acest 4; avem x;, — &; < 0,

Punem

¥

s
PR}
'1'j_. .'.J:

Observam ca x? este o strategie optimid comund pentru A si B, X =0
o . v . 0 0n
(73 € Jw) si cd pentru j, avem =x;, — x;, > 0.

Am obtinut astfel doud strategii optime, x! si X%, comune pentru A
si B, pentru care avem xj, — 0, 87, — 0, j, F=j,. S4 eliminim linia 7, din
B si matricea obfinutd s-o numim B, iar matricea obfinutd din B prin
eliminarea liniei j, 0 notim cu B,. Aratim ca B, si B, satisfac la cerinfa teo-
remei, adicii, cricare din ele nu are mai mult de n — 1 strategii cptime,
convex independente, comune cu A. Presupunem contrariul: B are un
numdr m >n — 1 de strategii optime, convex independente, comune cu
A. Putem lua s = n. Tiinded &j, > 0 iar linia /, nu aparfine lui B,, urmeazi
cd x? este ccnvex independenta de cele n strategii optime ale lui B; comune
cu A ; x? este o strategie optimd, comund pentru A si B, la fel ca celelalte
n strategii optime ale lui B;. Avem astfel » + 1 strategii optime, convex
independente, comune pentru A si B, fapt care contrazice presupunerea
lemei. Deci lema este demonstrata.

Lema E. Dacd avem doud strategii oplime x° =5 X aslfel ca dxw = Jxm,
alunci gdsim totdeawma doud stralegii oplime de ordin mat mic, .}(1 51 -X#
astfel ca x° g1 X° sd se poatd reprezenla sub forma unei combinafii conveve
ale acestora.

Demonstratic. Fie x' si x? strategiile optime construite ca in lema D.
Vom arita ci ele satisfac lemei E. Stim ¢ ¢, > 0, g, < 0 ; de aceea il putem
fixa pe & >0 astfel ca:

g + key = 0.

Vom arita ci alegindu-1 in mod corespunzdter pe (0 < 3 < 1), avem !

20 = xt o (= ) XA,
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Fi 1 : a
e A = ——, atunci putem scrie:
14k
) . 1 h 1
Mx (1 — ) X2 = x! x2=_"_ [x0 ;0 00
etk Ty X R = T
k |
Ko x0 e, (X0 — x00)] — 0 &1 T ke, I i
4{1?_!_[[ + £5(X X0 = x0 | m*(lﬂﬁkﬂﬂ):x",

La fel putem gisi 2,(0 < 2y << 1) astfel ca:

X00 = ox! (1 — 2y)x2

< 1 o
Fie Ay =-— unde p =— 5t+1
1 +r = | 1

. Pelﬂzru ca A, sa verifice condifia 0 < %, < 1, trebuie aritat ci r >4
Htim ca & = &

Ey = — , unde ] — x>0
20 0 : : 2
Ja
+ 1 ! ap
52 7 - — =3 1 =R ifii_ —
v — 20 i 20 on&\ 2
i e g . = Fy
deci : *
|
= — i—fi > “,
&1
i : 1 s
MY (- e=—t g s
y Bkl o=
gy 1 !

;1 astfel lema este in intregime demonstrat.

TrorREMA 1. Orice str e 1md i) '
et e b'.- L sfi,a!qgn oj)z‘m.r.a @ uner matrice se peate fune cub
JETIG Bhel Commnant convexe a strategiilor optime minime ale acester matvicr.

De-a;.tofis!;'(ag‘f'c. Observam mai intii ci tecrema se enunts pentru matrici
oarecare. Fste Insd usor de observat ci crice matrice de jccﬁri are oc-aub—
matrice complet penderatdi® si ci orice strategie cptimi pentru matrice
este strategie optimi si pentru submatricea C(}nll;lﬁt ponderatd a ei. Trebuie
sa demonstram deci ci orice strategie a unei matrici complet 1)6uderate
poate fi pusa sub forma unei combinatii cenvexe a strateciilor optime
minime. Lema I afirma cd orice strategie optimi neminima se poate pune
sub forma Janet combinafii convexe de strategii de ordin mai mic. De aici
urineaza ca crice strategie optima a matricii complet ponderate se poat;?

AN A R ; : . ;
8/ L 1.) I\llm_nm ;.111?1115tr1c<_ c.p. a lui M, submiatricea constind din liniile cu indicele s5i coloanele
Ln;unmc e j ale lui M, pentru care gisim cite o strategie optimi x respectiv v, astfel ca #; > 0
i ; Y > 0,
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pune sub forma unor combinatii convexe repetate ale strategiilcr optime
minime, ceea ce demcnstreaza teorema.

TrorEMA 1. Nwmdrul strategiilor optime minime esle finil.

Demonstrafia teoremei urmeaza din lema A.

TroreEMA 111, Stralegtile oplime minime sinl punctele extreme ale mul-
[imii strategiilor optime.

Demonstratie. Presupunem contrariul ; strategia optimd minima x
s¢ poate pune sub forma

X" = axt — (1 — &) x%,

i

unde x! si x2? sint doud strategii cptime diferite.

Urmeazi ca
TaC Idm st du C I

ceea ce contrazice faptul cd x” este strategie optimi minima.

§ 2. Submatriei atasate la submatricile minime
Considerim matricea complet ponderatd A. Fie x" si y* o pereche
de strategii optime minime, iar x? ¢i v# o pereche de strategii optime complet
penderate pentru A, Despre matricea de jocuri A(x™, ¥?#), respectiv
A(x?, y4) putem afirma urmatoarele :
Lrma T. a) Valoarea jocului A(x™, y?), respectiv A(x?, y") este egald

cu valoavea joculur A.
b) Strategiile x*, v", ¥, respectiv x™, x?, y* sinl strategui optime pentru

A(x™, y#), respectiv A(x?, v").
¢) Strategia X", respectiv ¥ este strategie oplimd mantind  pentri

A(x", yP), respectiv A(XP, ¥").

Demonstratia se face la fel ca demonstrafia lemei C.

Considerdm matricea A(x”, y?) si construim submatricea B in felul
urmator :

a) B sa contind submatricea minima A(x™, v");

b) si aibd strategia x™ ca strategie optimd minim4 ;
¢) si fie submatricea de cel mai mic ordin care posedd proprietitile

a) si b):

Se aratd usor cd orice submatrice a lui A, care confine submatricea
minima A(x”, ¥"), admite pe x" gi y* drept strategii optime, §i are aceeasi
valoare ca si A,

- . - N . yh

In mod aseminitor se poate defini submatricea B’ .

= - i e 3 e ow * . o =% y”

Submatricea alcituiti din liniile lui A, care apartin submatricii B®

. - + . 34 x" . .
si coloanele lui A, care aparfin submatircii B® o vom numi submatrice
de tip B, atagatd submatricii minime A(x”, y") si 0o vom nota ca B(x”, y").
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In cele ce urmeazid vom presupune ci valoarea jocului A diferd de
zero v Uzl

Lema G. Sistemul linear
XA(X", y) — v (1)

are singura solufie X = x” (considerim x” restringerea strategiei x” pentru
}‘(X"”, y”))_

Demonstralie. Presupunem contrariul : sistemul (1) are incd o solutie
X = u. Construim vectorul -

xl = xt + c (XIJ} . ll),

unde pe ¢ il ale 1 ic iferi > '
I gem atit de mic (dar diferit de zero), ca x¥! > 0 pentru i =
=1, s=z., 7.
Observam mai intii ci

v=1u ‘*(xm, “,p) .VH = ﬁ i,

i=1
i

deci Z #; = 1. Prin urmare

i=1

2;\:}:]}

i=1
NA(X”, ¥8) = x"A(x", y#) +e (x"A(x", y?) — u A(x™, y9)) = v.

] Urmeazd cd x' este strategie optimid pentru matricea A(x", y2). Dar
g Z X" g1 am ajuns astfel la o contradictie cu afirmatia c) a lemei F, in
v . m . . w iy ~ .
aza carela X" este o strategie optimi minimi pentru A(x™ ¥?), si lema

este demonstrati,

In mod asemiinitor se demonstreazi ci sistemul
AL\(XPJ }rl”) Y=V (-’))
are solufia unicd y = y”.
Construim submatricea ¢ a lui A(x", y") in felul urmitor :
a) ¢ sa confind submatricea minima A(x", y?) ;
b) sistemul xC'= vy sd aiba solutie unics :

s . . ; 2 s
c) G sd fie submatricea de ordin minim care poseda proprietd-

file a) si b).
In mod aseminitor putem defini submatricea € a matricii A(x?, y7).
Submatricea alcatuitd din liniile lui A, care apartin submatricii €',

si din coloanele lui A, care apartin submatricii C‘m, 0 vom numi submalrice

de tip C atagatd submatricii minime A(x”, y") $i o vom nota cu C(x”, y")
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Observim ci submatricile de tip B si de tip C, atasate unei submatrici
minime pot sd nu fie unice.

TrOREMA IV. Submatricea de tip C alasald wnei submalvict manime,
este nesingulard.

Aceastd teoremi este de fapt cunoscuta teorema al lui L. 5. Shapley
si R. N. Snow (vezi [1] si [2]).

TrorpyMA V. Conditia necesard si suficientd ca douwd submalrici de lip
B si C, alasate unei submatrici minime, sd coincidd, este ca submatricea mi-
nimd sa fie c.om.

Necesilatea condifier. Daci doud submatrici de tip B gi de tip C atagate
submatricii minime A(x", y*) coincid, atunci submatricea minimi este c.m.

Presupunem ccntrariul : submatricile B(x™, y*) si G(x", "), atasate
submatricii minime A(x”, y*), coincid, iar submatricea minimd nu este
c.m. Din teorema 1, [4], urmeazd ci cel putin una dintre strategiile x™ si
yv" nu poate fi strategie optimi unicd pentru A(x", y"). S& presupunem ci

in afara strategiei optime x” mai avem incid o strategie optima x' pentru
: ol s e < mo, M A .

A(x" y"). Urmeazi din definitia lui B* ¢i C* ci ele in cazul nostru contin

cel putin cite o coloand cu indicele j & J,». Din presupunerea B(x", y") =

-, - - ,'”’ A—”.' ‘N W G » xlll i
— ((x", y") urmeazd ca €' = B . Aceasta inseamnd c¢i matricea B* (')
are strategia x” ca strategie optima minimi, si totodatd sistemul

xB‘\m > (X C_‘m _ V)

m

are unica solufie x = x _
m o 3 i o .
Sd elimindm o coloand jy& I din BY. I'le matricea obtinutad astfel
] o
B} . Sistemul
- s i S
xB, =
. ooxtt . . . A . a
pe baza definifiei lui € mai are cel pufin o solutie x = u in afara lui
X = Xx”. Urmeaza ci.:

(u B!'"JJ‘ —=i/] Ve
B, =v, v

e
Sd presupunem v;>v. Din v 2£0 si v = w A(x"”, ¥) v" = v} %, urmeaza
Hl t=1

EM;ZI.

i=1

Construim vectorul

Avem

"

i=1




144 ALEXANDRU B, NEMETH

Putem alege pe ¢ > 0 atit de mic, incit si aibi loc ¥! =0 peuntru toti indicii /.
Avem : ot

: ,\”! el m T
XIB = x"BY 4 ¢ (uB"— x"B""),
m

(x'B"); =v pentru j = j,,
; ‘i” 5 S," 3 1 " s
(B = (x"BY)j+ < [(uB™);, — (x"B");] = v + (v, — 0)> v,
De aici urmeazi ci x! este o strategie optimd pentru B* . Dar x! =

“© S P m - : . ] VB A " T
acest lucru centrazice alegerea matricii BY". In mod asemanator ajungem
- ol o H g - - A '\3 ” . =
111 (imnccilllim‘at]lmjme 1]>1e&,1uptuuuud cd v < v, alegindu-l pe e << 0 si destul
e raloare ab: z : 38 av = i i
e absoluta pentru ca si avem X, = 0 pentru tofi 7. Deci

S“f AIH
C ;ﬁB‘., ceea ce contrazice ipoteza ficuta. Astfel necesitatea conditiei
teoremei este demonstrati.

_ Suficienta condifiei urmeazi nemijlocit din teorema 9 din [4]. Obser-
vam totodatd cd in cazul cind submatricea minimi este c.m., toate sub-
matricile de tip B si C atasate ei coincid cu insasi submatricea minimi

Observatie. In cazul cind valoarea jocului A este egald cu zero sintem
condugi la definitii, leme si teoreme cu caracterul teoremei 3 din ,[-L} fo-
losind procedeul aplicat la demcnstrarea acestei teoreme, '

O CTPYKTYPE HEMCTBUTEJBHBLY MATPHLL C TOUKW 3PEHMSI
TEOPUH UT'P

KPATKOE COIEP#AHHE

Cunraem ACHCTBHTEILHYIO  MATPHLY KaK FJlamesKHyio MAaTpPHLY HIPhI
ABYX JIHIL C HYJ€BOH cymmofi. B neppoii uacru Tpyia BBOJAUTCSI HOBBIH MeTos
HCCIEAOBAHHS CTPYKTYPhI AeHCTBHTEBHBIX MATPHIL MYyTEM ONpeNeNeHHsT ,,MH-
I‘IllMa.l!beIX ONTHMAaJbHBIX CTPaTerHit” u ,,MUHHMAIbHAIX nogmarpui”’ J'I,-,esz
A, B u C xacaiorcs HEKOTODPBLIX CBOHCTB MHHHUMAJbILLIX no,rmm'puu.. Jlemubl
D u E cBasanb ¢ passoxenneMm HeMHHHMAIbHBI ONTUMANBHBIX CTpPATeriii
B BBIIYKIYIO KOMOHHAINIO HEKOTOPBIX OMNTHMAJbHBIX cTpateruii Gonaee HU3-
KOro ,,MOPsIKa”, T. €. C MEHBIIHM YHCJOM HEHYJIERbIX COCTABJISIONLHX Teo-
pemblr I, II u IIl sisasiores, coGerRenno FOBOPSI, HOBBIMH TOJKOBAHHSIMII
HEKOTOPBIX H3BECTHBIX TEOPEM.

Bropas wacte tpyama samumaercs HOAMATPHUAMH, TPHCOETHHEHRHBIMH
K MHHHMAJBHBIM TIOAMATPHILAM, COMEPIKALLIMHU MUHHMAJbHYIO MOAMAaTPHILY
K KOTOPOH OHM TPHCOEAMHAIOTCS 1 06Ja1a0mHMH ONPENENEHHEIME  CBOJ-
cisamu. Teopema IV, reopema JI. C. Ulamueii u P, H. CHO&Z, KOTOpAasi TOJBLKO
UHTHPYETCS B TPyJe, NOKA3LIBAET CYIIECTBCHHOE CBOICTBO HEKOTOPBIX MOJ[-
MaTpHIL (Ha3biBAEMbIX B TpyIe noamatpunamu tuna C). Teopema V kacaercs
CBA3H ITHX HOAMATPHL, C APYIHM KJI4CCOM BBCACHHBIX B TpyAe NOAMaTPHil
(HasbIBaeMbIX NOAMATPHILAMM THIA B). Ona uanaraetcs cienyiomin o6pasom
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TEOPEMA V. Heobxoounsim w Q0CTATOUHOIM YCAGBUCM Ol TO20 Y4TOObI
dse noomarpuyel Tuna B w tuna C, npucoeouHerHbly K MUHUMAALHOL 100-
Mmarpuye, cosnadaau, A8asercs 1o, 4Tobbl MUHUMAALHAA nodmarpuya 6Gobiag
NOAHOCMELAHHOLL.

SUR LA STRUCTURE DES MATRICES REELLES DU POINT DE
VUE DE LA THEORIE DES JEUX

RESUME

On considére la matrice réelle comme une matrice de payements d'un
jeu de deux personnes a somme nulle. Dans la premiére partie du travail
on introduit une nouvelle méthode pour I'étude de la structure des matrices
réelles, en définissant les , stratégies optima minimales” et les ,,sous-matrices
minimales’’. Tes lemmes A, B et C se rélérent 4 quelques propriétés des
sous-matrices minimales. T,es lemmes D et E ont trait a la décompesition
des stratégies optima non minimales dans la combinaison convexe de certai-
nes stratégies optima d’,,ordre” plus petit, ¢’est-a-dire avec un nombre
plus petit de composantes non nulles. Lies théorémes I, IT et IIT sont, en
fait, de nouvelles interprétaions de théorémes connus.

La deuxiéme partie du travail s’occupe de sous-matrices attachées
aux sous-matrices minimales, sous-matrices qui contiennent la sous-matrice
minima a laquelle elles s’attachent, et possédent certaines propriétés. Le
théoréme IV, théoréeme de I,.S. Shapley et R. N. Snow, que nous nous
bernons d'énoncer dans le travail, révele une propriété essentielle de quelques
sous-matrices attachées (démmées dans ce travail sous-matrices du type C).
Le théoréme V a trait 4 la liaison de ces matrices avec une autre classe de
sous-matrices introduites dans le travail (appelées sousmatrices du type
B). Le théoréme est énoncé de la maniere suivante :

THEOREME V. La condition nécessaire el suffisante pour que deux matrices
du type B et du type C attachées & une sous-matvice minimale coincident est
que la souswmalrice minimale soit complétement mixte.
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