ASUPRA REPREZENTARII INTEGRALE A RESTULUI
DIN FORMULA LUI TAYLOR DE DOUA VARIABILE

DE

D. D. STANCU
(Cluj)

Dupi cum este bine cunoscut, din cirfile de analizi matematicd, for-
mula lui Taylor pentru functiile de doui i mai multe variabile se deduce
printr-un artificiu foarte ingenios datorit lui Cauchy, prin care dezvoltarea
tayloriand a functiei respective se reduce la desvoltarea tayloriand a
unei functii de o singurd variabila.

in lucrarea de fata vom ciduta si deducem aceastd dezvoltare
pe o cale directd, fird si mai apelim la artificiul lui Cauchy. Rezultatul
nou va consta in obtinerea restului formulei lui Taylor de doud variabile
sub formi integrald. Aceasti reprezentare diferd de cea care se giseste
folosind metoda lui Cauchy si formula lui Taylor de o variabild, cu restul
scris sub formd integrald. In principiu ne vom folosi de o aceeasi meztoda
care ne-a condus in lucrarea [1] la o formuld de tip Taylor tot pentru
functiile de doud variabile, insd in care restul confine doar trei termeni.

1. Fie

n on—i

Pv,y) =% % diax'y" (1)

i=04=0

un polinom oarecare de gradul # in raport cu ambele variabile x si y; sd
notim cu $ si ¢ doud numere intregi nenegative si cel mult egale cu n.
Calculind derivata partiald de ordinul (p, ¢) a acestui polinom, se obfine

PP, (5, 9) N b i, k—q

2oceit] NI A x , 2
ax’ay" igp .&E:q i,k LLik 54 ( )
unde

N =ii—1) ... (0 —p+Dk(E—1) ... (k—g+1).
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Daca se inlocuiesc in (2) x =¥.=0 sl apoi se jau p =0,1, ..., n,
iar ¢ =0,1, ..., n — p, se obtin urmitoarele expresii pentru coeficientii

polinomului (1)

P 3'T* P,(0, 0)
R e TR S

ikl ax'ayt

Rezultd ca polinomul (1) se poate scrie si sub

forma urmitoare

non—i Pk ;‘+,k,P (0 ())
P (% y) = Ll a—."__'_i g 3
n( e ) ,-___ngg ] ax: ayk ( )

2. Folosind acest rezultat se poate obfine imediat o dezvoltare dupa
puterile ui ¥ — a si v — b, a polinomului considerat, de forma

i —g

Paz(:\"' y) = 2 Z Bi,f:(x == ﬂ)d (_1? — b)k,

i=0 k=0

unde a si b sint doud numere reale oarecare. Pentru aceasta sd facem
schimbdrile x = u 4 g, Y =v 4 b; obtinem

noo—i

Pyw+ a0+ b) = Q.(u, v) = Y ¥ Bisuiot,

i=0k=0

Pe baza formulei (3) avem

1

By — L 37040.00 1 8"t* By,
AR agigyk ikl axigyh

Deci, mai general, avem urmitoarea dezvoltare tayloriang

P”('X’ _'.V) = i - (i;_fl_)_i(y g _ﬂk
=0 k=0 1l k!

a—fkaP,,(a, bl (4)
axiayk i

3. Vom considera acum o functie reali de doui variabile reale f(x, y),
despre care presupunem ci admite derivate parfiale, pini la ordinul # + 1,
continue, pe un domeniu D care contine punctul Ala, b).

Se pune problema aproximirii functiei il

a punctului A(a, b), prin polinomul urmitor

,¥) pe o vecindtate din D

n n—i il i+k
T o (¥ — a)ily — b)Yk 3" "f(a, b) 5
}l(fp x _v) Ea ED 15 a:\-"‘ayk bl ( )

format dupd modelul polinomului (4).

Acest polinom este caracterizat de proprietitile

3"TITu(f s 0, b) 8P HH(a, ) ( $=0,1,

62:"’5}3 a‘rﬁayq g —=0;1;

Fie

R.(f; %9 = Rl = 1z, y) —

.. .. : 5 ] (©)

T (e s
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Se observid ci avem

a"*"Rux,_lz):(J (;,b =0,1, ..., % ) M

ortoyt g=0,1, .0 —p

si

a"+1R{x,y)= ar1+lf(i’:’.3') (,L =U,1, & vt +1) (8)
axﬁ-l—l—f ayi' ax"t 1—4 aj,f

4. Si ne ocupdm acum de evaluarea restului in formula lui Taylor
care ne apare aici

fl,9) = T (f; %) + R(f: %), 9)

presupunind ci dreptunghiul definit de inegalitifile a < ¥ < %, bLr <<y
este confinut in domeniul D. ) ‘
Daci finem seama de (7), se observé ca putem scrie

# ¥

: aR(ty) 4, o (R@7) 4 10
Rins) = Rluy) = Row ={ B 2a 1 fte 9

@

Vom face acum unele transformiri ale .ultimultu termen tdmr aceaﬂ:;
sumi, socotindu-l pe y fix. Pe baza lui (7) si a formuler de integrare p
£l

parfi, putem scrie succesiv

¥ ’ alR(a, 7) |V |
élt(a, 1) dr = GR(G, T_) d()} — T) — — 1('\‘ == T) _J i
IEwa TR L et 7 ot b
§ at § ar
; ¥
‘ 2R ¢ 8*Ria, 7) ey ,I_ :ﬁf?_(a, :) iy — 7)2 =
+5(3f—'r}a {%l}‘iTZS(:S’—T) g PTG S e it
| ar ¥ b

1 e Rl AP | A0 e 80Re g
#E[(Jlit)d a7? Je.+zs(" ) az’

¥y

- S w—altathm ) g

I

S(y #T}rr—] auH(a,, T) =

e (n—1)1 8
b ¥
v
1 érka, T)d = it 1 (y W T)”w *
T b e e =
”
b
ar vv -
1 2 w3 R, ) (y — 3_"HR(E, T) .
e 2o R b e s 2
‘J’r!b ar 3 it
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al formulei (10). Avem
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Dacd finem seama de (8), putem deduce urmitoarea evaluare a celui
de al doilea termen din membrul drept al formulei (10)

aT 7| g+l ’

Sd cdutdm acum o evaluare a primului termen din membrul drept

gm ar— — Sgﬂtylci(\: — ) = — (1. — ) RIS
at al r .
. i 82R(L, v) 8 R(a, y) ( dER(t, y)
- — B ——2 g )T ¥ — ) —=22 df,
Hile — 2 — e B G KL AN
In continuare si ne ocupdm de ultimul termen al acestei formule.
Avem
(v _ g 3*R(,2) 8*R(t, ) 82R(l, 5)|
e A T d LA gyl )
J (v - 2202y 25 o W=t = — o — e )

1 : 5 @%R(t,y) (¥ — a)?32R(t, y) c (* — 1)263R(1, )

B e ey = LE) =L £ f M \ET WG N
2 5 ( ﬁ) a’ & 2! 9 at S 21 a8 : ( 2)
in mod aualog se géseg.te ca avem

x

feron g
21 a1 31 849

T

(x — a)* 3°R(a, J’)_}_S("’—Uaa“ﬂ‘}’) . (N,
31 it i 8

Continuind in acelagi fel se obfine
g (= 10""1a"R(t, ) di — ¥ —a"a"R(a, y) i S(x —)"8" 'Rt y) 5 (N,)
(2 — 1)! ain nl d an 5 7l gttt

a

a

Dacd avem in vedere egalititile (8), in aceasti formuld se poate face inlo-
cuirea

"

an+ lﬂ(t,y) il B’H-lf(f, J')
63"+1 at'l']'l i

Tinind seama de (Ny), (N,), ..., (N,), formula (N;) devine

OR(Y) gy % —a3R%a, y)+(x—a)3a“R(a J’)+ —I-(x"'“)"a"‘?(“’l)-l—
ai 11 ax 2! ax? nl 5am
— fyn gtttl
n 5 =10 ml;v) i (12)
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; 8’ R(a, )
5S4 ne ocupdm acum de evaluarea unui termen de forma Ll

ax!
3 L o S TN i
Folosindu-ne iar de formula de integrare prin parfi si finind seama de for

mulele (7) si (8), vom putea scrie succesiv

; Pl
gt axlar arlar axlar

aiR(a,y) Sy ot R@ ) , 5 §3j+lRMdf o \a’HR{a T)d(
i1

42
a’“R(u ol fs 3’2 R(a, ) P _i Rla) g
B i(" f W ¢+ () ' ) " axla? i (} galaxt
P -b

L e g‘ijfﬂiﬂd(}f — 1) = S(Y — 729 R(a, 7) e
2

axlar? 21 axlg?
5 2
X )"'-'f—1 8" R(a, ©) 1 : " R(a, 7) A il
i . j f’:—'dT: By Ta H—] ("\ o T) Aq
(n—j—1)1 axlas"? (n—])l Ax'aT
b
) = T ¢ n—j n+I
(y—o"? 8" 'R(a, %) Fr = (¥ — 7) fla. 7) dr.
T ) =)t e (n— 1)1 av’aT" 2

b

Rezulti ci avem
5

_ (= —a) = a7 e o
o) (1 — 1) I a#'a<" 11!
b

, 0 §i inlocuind in (12) obtinem

(¥ — @) 3 R(a, )
il ax

Y SR 9) (% — a)(y — )" au-:—lﬂa' = (x — a2y — )" 2 9" U (q, 1)
\__dtz [ 11— 1)! axath 21(n—2)! sxtar" !

b _l_(x—u)n 8%t i, 'r)]d _l_S(x_t) " 3) 4 (13)

nl0l  axmax nl  a'tl

a

Tinind seama de (10), (11) si (13) putem scrie, in sfirgit, urmatoarea
expresie integrald a restului formulei (9) a Iui Taylor

¥

( —yma" T, v) " (5 —a)" iy — 2)f a"'“f(f&,_'r) .
”(f xy i(x ) a ')“ili i[—i‘ g[z - T
[

2 m—ift e’ ledt

(]

(14)
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Aceasti formuld, care contine tot # + 2 termeni ca si formula dati de
Cauchy pentru acelasi rest, ne di indicatii noi asupra structurii restului
formulei lui Taylor pentru functiile de doui variabile,

5. 5 vedem acum ce rezultat se poate obfine daci, folosind artifi-
ciul lui Cauchy, despre care am mai amintit la inceputul lucririi, se consi-
derd expresia integrald a restului formulei lui Taylor de o variabila, de
care se face uz,

Dupd cum e bine gtiut, pentru dezvoltarea tayloriani a lui flz, v)
dupd puterile lui ¥ — a §i ¥ — b, se considerd functia 3

o() =fla+x—at,b+y—0b9),

¢ fiind o noud variabild din intervalul [0,1]. Se mai stie ¢ daci se dezvolt
aceastd funcfie dupi formula lui Mac-Laurin, cu restul sub formi integrala,

se obfine
$

20 ettt o) 3%(%" +1 s (¢ — u)"q+0(u) du.  (1'5)

a
Apoi avem

wO == L+ 02" feta—ats+5=0y.

Facind ¢ = 1 si inlocuind fn (15) se obtine tocmai formula lui Taylor
f(%,9) = T,(f; %,9) + R,(f; ),
unde in acest caz avem

R/ %) =
1
) 5 (n ; T o Ty
:ﬁﬂl_m(x*miﬁwy—mi " fla + x=aw, b+ y = b du.

{0

(15)

Am obfinut in acest fel o alti expresie integrali a restului formulei
lui Taylor, expresie deosebitd de cea de la (14).

Observatii. 1°. Intre formula (14) si formula care ne di sub formi de
integrald restul formulei lui Taylor de o variabild, existi o analogie strinsa.
Dar din (14), prin aplicarea formulei intiia a mediei calcului integral, se
obfine doar ci

R ¥ / e 1 A iH-la’H'lf(Eﬂ y) i

n(f: x, _,V) (n + 1)! [(‘V d) é”‘u-l-l _{
n -+ 1 5 3"+i]’(ﬂ’, 1 )

— X — ) — b)) — W “ s

o R s

') n+1 . % n41 ;
a3 (»: i IJ (x — a)(y — b)” 3" fla ‘nn) i (: 4 IJ (y — b)”i f(a “n+1)]J

# 6-1’6;}'" w1 ayn+1
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unde £ € (a, %), n: € (b, ¥). Nu rezultd direct cd derivatele se pot lua intr-un

acelasi punct (&, 7).
20, Formula (15) are avantajul cd din ea rezultd ugor formula lui Ca-
uchy. Intr-adevir, deoarece pe intervalul de integrare avem 1 — u >0,

pe baza formulei mediei avem
1

R %) = | —a) 2+ (y =0 S e ) [0 — wpdw,

unde £ e(a, x), n (b, ). Cum
i

S (1 — )" du =

0

1
nt1’

rezulti tocmai formula lui Cauchy

1 a a ](:a+1) .
2 (I ) — — | (x — a) — — b) — JUE n). (16)
R(fin3) = [ —a L+ =B

Formulele (14) si (15) au avantajul, fafd de formula (i6), cd nu intro-
duc nici o necuncscuti. Ele pot fi cu folos utilizate la evaluarea restului
in diverse formule liniare de aproximare de doud variabile independente,
al ciror grad global de exactitate este #.

Universilatea ,,Babeg-Bolyai” Cluj,
Catedra de analizd

O UHTETPAJIBHOM IIPEL[CTABJIEHI/IH OCTATKA ®OPMVJIbI
TEHJIOPA C JIBYMS NMEPEMEHHBIMH

KPATKOE COJAEPXAHHE

Beopurcst npambiv nyrém Qopmyna Teimopa ¢ JByMs [€PEMEHHBIMH.
Ocratok 370l (OPMYJIBL MOJyddeTcs B MHTErPANbHOM BIIE (14). K aromy
BHJy OcTaTka mpuxomEM Hexoas or (10), npumexss (popMyay HHTETPHPO-
BAHMs [0 YacTAM M MCHoMb3ys coorHomenna (7) u (8). Ecanm npumensercs
crioco6 Ko, Xopoumo H3BECTHBI U3 YYCGHHKOB MATEMATHUCCKOrO AHAMH3A,
fi HCHOJB3YeTCs HHTErPANBHOE BRIPAXKEHHe OCTATKA NPHMEHFeMOil (opMyast

Max-JTopena noayuaercsi (15).
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SUR LA REPRESENTATION INTEGRALE DU RESTE DE LA
FORMULE DE TAYLOR DE DEUX VARIABLES

RESUME

On déduit par une voie directe la formule de Taylor de deux variables.
On obtient le reste de cette formule sous forme d’intégrale (14). On oboutit
a cette forme du reste en partant de (10), en appliquant la formule d’inté-
gration par parties et en faisant usage des relations (7) et (8). En appli-
quant 'artifice de Cauchy, bien connu des livres d’analyse mathématique,
et en utilisant I'expression int égrale du reste de la formule de Mac-Laurin,
dont on fait usage, on obtient la représentation (15).
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