O OBSERVATIE ASUPRA SISTEMELOR ELIPTICE
DE
P. SZILAGVI
(Cluj)

1. tn anii din urmi se depun eforturi sustinute pentru elaborarea unei
teorii generale a ecuatiilor cu derivate partiale. Rezultatele cele mai
frumoase in aceasti directie s-au obfinut tratind ecuafiile cu derivate
partiale in anumite spatii normate, de preferinfa in spatii Hilbert. Pentru
toatd teoria ecuatiilor de tip eliptic are un rol fundamental urmétoarea
inegalitate, care caracterizeaza aceste ecuafil

| D2l | < K (|| Aos > + [ ]%), (1)
unde Au reprezinti operatorul cu derivate parfiale iar

Dh = DlluD‘Jle B! Df:”

5i
, app 9
DY = (—a)"
ki
Uy, o , ., fiind nigte numere intregi nenegative, pentru care (1, + 1 +

o= J
Spafiul considerat este L,(Q), deci

lol* =\ loldQ.
)
Inegalitatea (1) este de baza in lucrarile [1—3, b . 5
e

in lucrarea de fati vom stabili inegalitatea (1) pentru sistemie
ecuafii cu derivate partiale.

9 Tie Q un domeniu mirginit in spatiul euclidian cu » dimenstuni,
v — (dty, %y - -, &,) un punct in acest domeniu, u(x) = (#(%), y(¥), -

;.w_\.(:r.)), unde #,(x) este o functie complexd definitd in €.

0 .
Notim ctt Cy,,(Q) mulfimea functiiler definite in £, care admit toate

derivatele contintie pind la ordinul 2 inclusiv, si fiecare functie se anu-
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(]
leaza in afara unui compact confinut in Q. Vom spune ci % Con(Q), daci

0
LS sz(Q), (1’ =1,.9, . -; N)
Spatfiul de bazi este spatiul Hilbert L,(Q), cu produsul scalar

N

(4, v) = S Y, 0:d Q. (2)

2]

0
Este evident ci pentru elementele lui Cs,(2) putem considera i urma-
toarele notatii

fa]? :S Y, D ulfdQ = ﬁ Y, 1D u;d Q. (3)

=y i=1y=r

Rezultatele noastre sint valabile pentru sistemele

N

Ay = Y ¥ ay; D"u;,
i=1p=2m
N
AZ% ol Z E a’sj D“”’j:
J=1p=2m (4}
N
“:[Nu = Z E a%jbuﬁ}‘.
=1 n=2n

Insd pentru simplificarea expunerii,

vom considera cazul sistemului
de ordinul doi cu doui ecuatii, in plan. T

ie deci sistemul

2

. Al ki
‘{IM' = Z ay; DRD;M-j,
L

Joils =
, (3)
2 - ki
‘1‘3” = E ﬂg? ]‘)kD! %}
= 1
Polinomul caracteristic al sistemului este

| 2 2

ayi &k Y g
1

BoI=1 R, 1=

(Rl == , ) (6)
| E ﬂf: £ & Z alt B
[k =1 B

ugde £ = (&, &), &, &, fiind niste numere reale arbitrare,
Se stie i sistemul (5) se numeste eliptic [4] dacd polinomul caracte-
ristic (P(£) nu se anuleazi pentru nici un £ = (&, £,) real nenul.
Rezultatul de bazi al lucriirii 11 formulim In urmitoarea teoremsj :
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TrorEMA. Conditia necesard si suficienid penlru ca sd existe o constantd
pozitivdi K astfel incit inegalitalea

|ul} < K(lAuff + Julf), (7)

0 )4 »; - .
sd aibd loc pentru ovice u = (ty, ;) din C(Q), este ca A sd fw,: ehptzc..
Inainte de a trece 1a demonstrarea efectivi a teoremei, vom introdiice
citeva notafii §i vom stabili unele relatii ajutitoare.
Fie

2
e Rl E ¥
Pii= ¥ ;5%
k=1

(i, =1, 2).

Polinomul caracteristic se exprimi cu ajutorul polincamelor P;; in felul
urmator

' Py Py
Py Pas

Exprimim | ()| intr-o formd adecvati scopului nostru :

PE) = (8)

2 |P11 PIZ 1D11 Ij12|— Plljj]_l_l_l)zlﬁﬂ. Plllf12+P21'_Pi22|
17)(2)‘ _!Pl‘z PZZ ‘1321 Faz P12P]_1+P2'2P21 P12P12+P22P22
Introducind notatiile 5 ot
Pu = Py, Pu+ Psy Py (B, i =1,2), (9)
obtinem
Pt =|P P (10)
7')21 ?22

i i i identitatile

Subliniem inegalititile (P;,>0, Poy >0 precum si identitafile

= (D rezultd imediat din (9). ) : N
i E’f]:)l#;ucg:lreinonstrarea teoremei, ne vom folosi de urmétoarea lema :

LEMA. Dacd sistemul este eliptic i &= 0, atunct
Pu>0, Pp>0 §i P11 Poa — Pra Pa > 0.
intr-adevir, din elipticitatea sistemului gi din (10) rezultd
0 < |PE)* = PuPay— PraPar = P Poa — |Pasl” < P Pas:

a ind in considerare inegalitdtile
de unde rezultd Py Pyy — PraPy >0. Luind in cc 5 ey
deja obfinute anterior (P >0, Py >0, rezultd si Py > ,lzgz sy

| ) idera - itd pe tot spafiul euclidian
O care o considerdm p1e1u13g1ta pe <
E@) Fﬁuﬁiidcggfl ; gei‘n exteriorul lui Q. Notdm cu u*(&) = (u] (&), 5 (&)
tran'sformata Fourier a lui #, deci

w(e) = L exp(— i enm(a)an (i=12)

¥4




wn) = —(expitnwe) e (=12,

unde &y =& + E,x,, iar integrala este considerats pe tot spatiul E®.

Avem
DD = igg,, & exp (iExyur(E)dE (i =1, 2),

de unde rezulti ci transformata Fourier a lui Dy Du; este
(D1 Dyui)* =E, EI%:(E) (1 =1,2)
si

)

2
(Ay u)* = 2 ak’E E,u _ZP”
=1

e 11
. : (11)
(Aym)* = - y, aﬁj E.E 2
o R, b=

In baza egalititii lui Parseval

Al = Sl® + 1Ay ol 30 = i) 4 (A, )"yt
Q

2 5 ;
o S{' fgl Plju; jq ki ’rgl P2jﬂ; r } dE: S‘f- f-Z @fﬁ.u:'f_ﬁ:di.

adicd

lAu)? = g i‘, Pty (12)

Mentfionim cd sub integrali avem o forms pdtraticd pozitiv definiti,
ceea ce reiese din lema demonstrats,

#*

Trecem la demonstrarea efectivi a teoremei enuntate mai inainte.

Suﬂcz'mlﬁz condiliei. Presupunem ci operatorul A este eliptic. De-
monstrdm ca existd o constanti K ~ 0, astfel incit (7) si aibi loc.
Considerdm sistemul particular

Bw=D, Dy, 18)
-('%
By = D, Du,, (
Lui Py in cazul de fata i corespund

Rn t= ‘Ek £, R‘Zl =0} Rm =0, Rzz = Ek &
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ILa fel lui @ ii cotrespund
R =E§E? y Ry =0, Ry =0, By =£§E?

Pentru rezultatul final este suficient sd demonstrim ci se poate alege
o constanti K > 0, astfel incit
& ® —%
Y (KPy — Ry) wi uj >0, (14)
Hhi=1
entru orice £ = (£, &) real. Intr-adevidr, dacii inegalitatea (14) este
Edevératé pentru un K ales, atunci

ID, D, uff = |Bul’ = \ E Risth; w; A ¥, < g E Pyi v, dE = K|Aw"-

f,i=1 ii=1

(15)
fnsa 1
|ul = X IDDsf,
deci : A
lufs < K4 |Aul’,
sau

2t

Prin urmare, totul revine la demonstrarea inegalitafii (14) care este
echivalenti cu urmitoarele inegalitati

P AK(JAuf + [u)?).

Brat it (16)
K (P — Py KPyy — Ry, >0. (17)
K@f’.l = @21 I{@22 i @22

Pentru aceste notdm
M = min @y,
El+E3=1
N = max Ry
£+ E=1
b s P : 0:
Observim mai departe ci M > 0, fiindcd conform lemel avem f,’-;ul? L
@y > 0, deoarece Ry, =|Ry|* +|Ry,|*, deci si N>0. Alegem K, astiel inc
10 Gt
N L KM,

prin urmare si
Ry < KyPuy
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pe sfera & + & = 1. Dar Ry si Py fiind polinoame omogene in B, 5iEs
de acelasi grad, obfinem inegalitatea (16) pentru orice (B0

Pentru demounstrarea inegalititii (17), este suficient sj aratdm ca
existd un K, astfel {ncit

Ké (@11@22 o @12@21) i Iiz(@n@z‘z + 7)22(0]]) + @]_l$22 >/ 0

sd aibd loc pentru orice £ 4 0 gi real, ceea ce este clar daci observim o
A@u@w — P1aPo > 0 conform lemei, si c3 intreaga expresie este omogena
in raport cu (&, &,).

Alegind K = max(K;, K,), obtinem inegalitifile (16) si (17).
Necesitatea condifiei. Presupunem deci existenfa unui K > 0, astfel
incit inegalitate a (7)sd aibi loc pentru orice e%,‘g (Q). Vom arita ci
PP — PraPo > 0,
de unde in baza relatiei (10), rezultd ci operatorul A este eliptic.
Fie » o funcfie arbitrari din (D,‘z(Q), diferitd de 0 si fie % = exp{iEx} v,

0
Este evident cd « & C,(Q). Avem

At = exp (FE) 2 ah (& &0 + & Dy, + Dy Dyv))| (i =1, 2)

Tt l=1

By = D Dyu, — (E1&tn + & Dyvy - €D 0y DyDyuv;) exp{i £ x.

Inegalitatea (7) fiind adeviirati, cu atft mai mult este adevirata si
inegalitatea

(DD <K (JAuf - o),
deci
g heudidzy 2<| 18 + & Do, -+ EzDﬂ’l T D1Dzin'] I* +
0

+1 & Epvy + &1D,yv, Ee D10y -+ DIDzvzlr}d'Q <

<K \fexp {7‘5"'”2{?})1]1'1 + Pryvy + Y aﬁ(ir'Dkﬂj + DiDpw,)|* +

o Jki=1

L !P?"’Ul +7 Pzzﬂ-z " jJ')i:;_l r’f: (E[Dk'f.’j,- “—D;{D_,Uj)lﬂ-.l._lvli? +|7)2r: }(fQ

inlocuim pe £ prin A€, pe urmai imparfim inegalitatea obfinuti cu 51
considerdm 2 — . Astfel obtinem

SE? Eg(!'ﬂﬂz = |'”2|2)d-Q < KS {|Pyvy + pla""z‘z + [Py + })22'”2,2} aQ,

# Q

T T

I g
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~T

de unde rezulti

Saﬁg‘éuvlp + |0,f2) 42 < K \Pyoiv; d0.
a
Q
o (2 2 2 . "
Ficind acelasi rafionament pentru [Dyu], Dy D))", |D5ul " prin adu
nare se obfine:

=1

Q

B

>, 2 2\ 2
unde @y, =(E1+E2)° >0, Ry = Ry=0 §i W =(&i+&)" > 0 pentru

orice £ 4=0 real. ‘ y A
De aici rezulti cd forma patraticd

2

E (K@;'j = (Qi,') dirms

ij=1 5
este nenegativa pentru orice (o, o). Intr-adevir, alegem w = (w,, wy) €ECy(L2)
astfel incit

1

Sw;?w-dx =1 (6, =1,2)
Q

si fie v = aw;. Din (18) obfinem

2

(KD — Ry >0, (9)

hi=1

care este echivalentd cu (16) si (17). Insd din (19) rezulta

Kpy — Ry 20, (20)
Ka(¢)nfp22 - (/912(1021) -t K((Pu’@za = ¢)22(Qll) + Ry Rap 2 V. [21)

Dar @y = (B +E) >0, Ry = (8 +8)">0. 111’ubaz§.u rf%?.;;erie (i{))‘):
(P > 0, prin armare $i PRy + PRy > 0. Obse;va.m _a e
pentru orice K mai mare decit K, Alegind K destul de mare, v

=== R ((Pu@az + (/922(/211) + @22@11 <0,
deci

PPz — Pr2Pau >0

A s
a i inseamna
pentru orice vector § == 0 real, ceea ce dupi cum am menfionat,
elipticitatea operatorului 4.

Iniversitale -Bolyai'* Cluj,
Universitalea .,B(mbe.,f B_a :
Catedra de ecuatii diferenfiale
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3AMEYAHHE O SJITHUIITUYECKHX CHCTEMAX

KPATKOE COOEPKAHME

PEICCMH'I'}JHBEETCH CHCTeMa

)
nycrte  Cy, (Q) MHOMeCTBO i)

HETIDEPLIBHBIC NIPOH3BOAHBlE Ho nopsiaka 2m BK/IIOUHTENBHO, U KaM1as (yHK-
unsi obpamaercs HYJlb BHE OLHOro KOMNaKTa, Haxojsmerocss B Q OcHoB-

HBIM pesyJbTatoMm Tpyaa siBasercs ClEAylomas Teopema:
Heobxodumoin u docrarounvin yea

osuem 048 TO20, 4TOGH cyulecrao-
BANO NONONCUTENOHAL KOHCTAHTA, K, rax urobu HepasencTao

YPABHEHHUIT ¢ 9acTHbIMY NpousBosHbIME (4) n

[0 [ < K () Aus 2 - [e]?),
zde

| fo = Si Y, [D*u]2aQ,

1 p=2m
Q

0
Lmeno mecro Aas aroboi Pyrkyuu v = C

2n(Q), n8158TC7 TO 4TOGH A Obin
IANUNTUYECKUM,

UNE REMARQUE SUR T,ES SYSTEMES ELLIPTIQUES

RESUME

On comnsidére le systéme d’équations aux dérivées partielles (4), et on

0
désigne par C,,(Q) I'ensemble des fonctions définies dans Q qui admettent

toutes les dérivées continues jusqu’a I'ordre 2 Y compris ; chaque fonction
s’annule en dehors d’une compact contenu dans Q. T,e résultat fondamental
du travail est le thésréme suivant :

TEOREMA. La condition nécessaire ef suffisante pour qu'il existe une
constante positive K lelle que Vinégalité

| lom < K () Aus P+ ),
o

o, — Sz Y D g,

e/ i=1 p=2m
Q

0
ait liew powr toute fonction u = Con(Q), est que A soit elliptique.

e
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