UN PROCEDEU DE TIP RUNGE-KUTTA, DE ORDINUL
n+4 (n > 2) DE EXACTITATE, PE DOUA NODURI,
DE INTEGRARE NUMERICA A ECUATIILOR
DIFERENTIALE DE ORDINUL INTII

DE

A, COTIU
(Cluj)

5S4 considerdm ecuafia diferentiali de ordinul intii

= olx.2), (1)
si fie z(x) integrala ei, care satisface la condifia inifiald
(%) = . (2)

Presupunem ci sint satisfacute conditiile care asigurd existenta, uni-
citatea si analiticitatea integralei z(x), pe intervalul inchis si finit [x,, x,+a].

1. Ciutindu-se procedee de tip Runge-Kutta, care sd dea erori cit mai
mici si sd fie pe cit posibil simple, s-a ajuns in acest fel, la foarte multe
procedee, fdrd si existe insd pind nu de mult o metoda sistematicd de lucru
pentru a le determina. Problema gisirii unei astfel de metode a fost rezol-
vati de prof. D. V. Tonescu [7, 8], care a aritat cum se pot construi
procedee de tip Runge-Kutta, de integrare numericd a ecuatiilor diferen-
tiale de ordinul intii, a sistemelor de astfel de ecuatii si a ecuatiilor dife-
rentiale de ordinul », astfel incit restul si aibd un ordin propus dinainte
in i, unde % este pasul de integrare. Aplicarea procedeelor care se obtin
prin aceastd metodd necesitdi multe substitufii in ecuafia diferentiald,
iar erorile de rotunjire, care apar datoritd acestui fapt, nu pot fi neglijate,
ele acumulindu-se in decursul calculelor,

De aceea, prof. D. V. Ionescu sugereazd ideea sd se construiascd pro=
cedee de ordinele cinci, sase s.a.m.d., de exactitate [1], a ciror aplicare sd
necesite insd un numir mai mic de substitufii in ecuatia diferentiala, decit
procedeele care se obtin prin metoda indicatd in lucrarile [7, 8].
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2. In aceastd lucrare, {inind seamd de ohservatiile de la § 1 si urmind
ideile lui E. Fehlberg [b, 6], vom arita cd integrarea ecuatiei di-
ferentiale (1), cu condifia initiald (2), se poate reduce printr-o anumitd
transformare, la integrarea unei alte ecuatii diferentiale, tot de ordinul
intii, pentru care se poate construi un procedeu de tip Runge-Kutta, pe
doud noduri din intervalul de integrare, de ordinul # + 4 (1 > 2) de exac-
titate. Formulele care se folosesc pentru aplicarea acestui procedeu contin
cinci constante; aplicarea procedeului necesiti numai doui substitutii
in ecuatia diferentiald transformatd. Nodurile si coeficientii care intervin
in aceste formule sint numere irationale.

Trecerea de la integrala aproximativd a ecuatiei diferenjiale transfor-
formatd, la integrala aproximativid a ecuatiei diferentiale initiald (1), este
simpla.

Din formulele ce se folosesc pentru aplicarea procedeului dat in lucrarea
de fatd, pentru n = 2, 3, 4 se obfin formulele care se folosesc pentru apli-
carea procedeelor de ordinele sase, sapte, respectiv opt de exactitate, sta-
bilite cu alte ocazii [2, 3, 4].

3. Vom aridta la inceput cum se poate transforma convenabil ecuatia
diferentiald data.

In locul funcfiei z(x), integrali a ecuatfiei diferentiale (1), cu conditia
inifiald (2), introducem printr-o transformare o noud functie y(x), astfel
incit sa satisfacd la urmdtoarele conditii :

1° yp(x) sd fie integrald a ecuatiei diferentiale
y' = (%, y), (3)
cu aceeasi conditie initiald
Y(%o) = Yo = 2; (4)

2°. integrala y(x) si functia f(x, y) sd satisfaci pe nodul %, la con-
ditiile

(n=1) __

yl".‘l=0: JV(']’:O: y('}”=0;‘--)y0 - !y(nmzo; (5)

() =0 (%) =0 ©

dxdy

Din (5), rezultd usor cd sint satisficute si conditiile

af ) _ 8y ) _ [a"*‘/ -
(3)0—0- [a_ﬁ)o“o"“’ e | Mokl (M)
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Se aratd foarte simplu ci condifiile (4) si (5) sint satisfdcute, dacd
intre functiile z(x) si y(x) se stabileste urmatoarea relatie :

2= 0(xy) =y + 2 — %) +5ra(x = %)+

A MM s T S G L i
++—:725"' (2 — x0)" + Az — 2y — Yo +

+ B(x — x)*(y — Yo,

constantele 4 si B fiind oarecari.
Sa determindm acum constantele 4 si B, astfel incit sd fie satisfdcute

si conditiile (6).
Din egalitatea (8), dacd derivim in raport cu # si tinem seamd de rela-
tiille (1) si (3), avem

o(x,2) = [1 4+ A(x — o) + Blx — x0)’] (%, ¥) + 20+

+a(x = %)+ (x — 2t + o Ao x = xS (9)

= e (e w) U Al =S 2B )y = o).

8% derivdm partial, in raport cu y, aceasti egalitate; avem

6pdz af
a—f:—y= [1+ A(x — x0) + Blx — xtl,, T 4 +2B(x — xo).

Din (8), avem

82 _ 1 4 A(x — xo) + B(x — %0)",
8y

care, inlocuit mai sus, ne da

(:—@m%][l 4 A(x — xg) + Blx — xo?) =4 +2Blx — %l (1)

Pe nodul x = x,, avem
o _(if.) SA
32 Jo dy 0
de unde rezultd ca

() -(2), -
3y, laz)o '
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Pentru ca sd fie satisficutd prima conditie din (6), trebuie si avem

4 =(2 (11)

z/lo

Ee (Srit determinim pe B, astfel ca si fie satisficuti si a doua condifie
in (6).
Pentru aceasta, derivind partial, in raport cu %, egalitatea (10), avem

i 37 _
(m} S Ay [1+ A(x — xo) + B(x — 14

3
+[£—-%J[A + 2B(x — x,)] = 3B,

Ficlnd ¥ = x, si tinind seamid ci

i [ % i‘&]
[5? 0 st ﬁ[az 0

rezultd cd

8% \ [ oy [a<P)2 u
[5;5;]0 (éxay)o T 3z Jo i
Pentru ca a doua condifie din (6) si fie satisficuts, trebuie si avem
9% 39\* ]

(@) +(5H (12)
ot inlocuh}d in (8), constantele 4 si B prin valorile lor, date de egali-
tagile (11) si (12), obtinem relatia intre functiile z(x) si y(x), care satisface
conditiile (4), (5), (6) i (7), adicd tocmai transformarea ce trebuie s-o fa-

cem asupra ecuatiei diferenfiale (1), datd initial.
Din (9), in care 4 si B sint dati de relatiile (11) si (12), se obtine func-

tia f(x, y), care figureazd in membrul al doilea al ecunatiei diferentiale trans-
formata (3) :

=
B—Q

(. y) = L+ A(x — xt,; + B(x — xn)z{(p[x, 0%, ] =

{ _26-26'(xﬁx0)L—%zé”(x-—xo)z—,” 9
: (13)
gl 1 (n—1) n—2 1 () =
z — s t
oy f0 (F = %) PTG
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In concluzie, integrarea ecuatiei diferentiale (1), cu condifia inifiald
2), se reduce, prin transformarea (8), unde constantele 4 si B sint date de
egalitatile (11) si (12), la integrarea ecuatfiei diferentiale transformatd (3),
cu conditia inifiald (4), unde functia f(x, y), care figureaza in membrul
al doilea, este dati de (13).

Integrala y(x) si functia f(x, y) satisfac pe nodul x, la conditiile (5),
6) si (7).
5 DEE.C)E‘L se integreazd numeric ecuafia diferentiald transformati (3), si
se obtine integrala ei aproximativa %(x), atunci formula (8) ne di integrala
aproximativd Z(x) a ecuatiei diferentiale inifiale (1), inlocuind in (8), unde
A si B sint dati de (11) si (12), pe y(x) cu ¥(%).

4. Sd stabilim procedeul de integrare numericd a ecuafiei diferentiale

transformati.
Pentru aceasta presupunem ci integrala y(x) a ecuatiei diferentiale
transformaté, se poate dezvolta intr-o vecinitate oarecare a nodului x,

dupd formula lui Taylor; avem

fn+1) (wt2} oy
v n+1 Yo h,
y(x) = Yo T > jr o +(m +2) ¥
y:}n+3) }n+3 yl’ou+§) h’”‘q + ] (14)
towa? thew

S-a notat x = x, + 4, unde & < a si y,=y* (x,). S-a finut seamsi,
de asemenea, de faptul cd sint satisficute conditiile (5).

Numerele y,* care figureazi in relatia (14), pot fi exprimate cu aju-
torul derivatelor parfiale ale functiei f(x, ), in raport cu x si y, pe nodul
%. Dacd tinem seamd de conditiile 5), (6) si (7), avem

(n+1) o (n+2) gt
Yo =(—{:)‘ y°+ =( u+{1 !
dx /o dx 0
$2

n n+3 "
m+3_ (@ ! GRS I f (m + 2)(n - 3)f d% ) (E }‘) 15
Yo - (ax'”'z)o, 7a & (6::'”’3)0 ¥ 2 (dx?d‘y o .37 0- ( )

In felul acesta, egalitatea (14) se pot scrie
10 1 aﬂf n+l 1 6"4 l/ ne
y(x) = vo + (+—n(a) T (e“:w)o” -
1 e R 1 3" % '
+(n+3}! (6x"+2)0h +{n+4)! 5:"*304_ (14)

20+ 3 0 ) (3" ] e
% 2 [3*"3?)0(6“:")0] o

4 — Studii si cercetari de matematica, 2/1962
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Pentru calculul numeric al integralei y(x) a ecuatiei diferentiale trans-
formate, pe nodul ¥ = x, + A, unde /s < a, sd scriem urmditoarele formule
de tip Runge-Kutta :

{kl = f(xﬂ + Ctlh, }’o)h; (16)
ky = f(xg + wgh, ¥4 + BR)A,
V(x) = yo + ¢k + ok, ; (17)

unde J(x) este integrala aproximativd, calculati cu formulele de mai sus,
pe nodul x.

Presupunem cd gi integrala aproximativd 3(x) a ecuatiei diferentiale
transformate, se poate dezvolta intr-o vecinitate oarecare a nodului %,
dupd formula lui Taylor,; avem

ad n+1
kl — f{xﬂ -~ alk' yu)h =ﬂ—1'-a{‘(9___'(;) kﬂ+l+ 1 alnsl(ﬂ f) hn+2+
8z Jo

(n 4+ 1)1 axttl o
1 nt2 3"+ n+d 1 R e n+44 18
.+m+2nm‘ Lﬂ“Lk T Lv“nk +'”f )
" a" "
ky = [(x9 + @b, ¥o + BlyE = -%_ o) (__i) R 4
" 8z /o

mtl
/

s 1 o+ (a

(n 4 1) 61”4—‘ 0

n+2
J h"#z'f‘m a;”(:—;:i) B4 (19)
! "% )o

1=y

e 2 a3f aﬂf 1 nid 5”43]‘ ntd
+[2(”” oty azs(ax’ay)o(ax")o +(n+3)4az (az”+3o B

Tinind seamd de relatiile (18) si (19), egalitatea (17) se poate scrie

V(%) =y, + ﬁ(clfx}”-{- Cotty) (a_é) B 4
ax Jo

a'lf-ll
é

]
%y
(ax”
anr
b

by "2 0°f 3_"_.’ H+d
+2‘ﬂ!}cga,a2{3(aﬂ&yo ax"ok + ...

1
+ o (o + cza;“)(

nt2
(n+ 1) ) h it

+ hn-—.’! + (17’)

1
oy (ol et
)

3 3
(cyoy ™ + cpmp®

hn+{+

+1
(0]
‘J/)
+2
(1}
]
+3
0

1
(n + 3)1

U
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- 5.“Vom dete_rmina _cele cinci constante a;, «y, ¢, ¢, 5i B, scriind ci coe-
ficientil acelorasi puteri ale lui %, din relatiile (14’) si (17°), sint egali. Sin-
tem condusi astfel la urmitorul sistem de ecuatii :

CHANRTT 1
(a ") A5 O e =
* Jo
a"“f "2, ntl ntl 1
(ér"‘l uk ) a5 + G T at2
n+?
a f) a4+l n4? n42 1
h . Cypoty -+ Cally " " = ’
{ax"*? ’ n+ 3 (20)
n+d
- +4 ,. 1
- kn : 51‘11+3+ 62(!451-3:,_, 2
ax"""Jg n+ 4
33/‘ (3"/ n+ 4
( - ) ( A0 AL Caa;'o(_gﬁ-_—___!__.
‘axayo i)y (n 4+ 1)(n + 4)

o Sgriind cd primele patru ecuatii ale sistemului de mai sus sint compa-
tibile In raport cu ¢; $i ¢, unde oy §i «, sint presupusi diferiti de zero si
diferiti intre ei, avem 4

1 1
" 7 ntl u+l
o o o e
1 2 wad NN
1 1
D("+101”+! L n+2 —n+2 =
1 2 n+2 O, oy 0!2 R 0
A+ —nt2 1 n+3 48 1
34 25 %=+ 3 oy %) A

Calculu] acestor determinanti, in condifiile specificate mai sus, ne
conduce la relatiile

! 1
"+|°‘1°‘2—,——l+2(a1+a2)= - —

’3
Vel v IR ol B 1
w313 n+3(°‘1+°‘2)=—n+4'
De aici, obtinem
W 18 (n + 1)(n + 2)
o Ay = » y = — >
Tt 2n+4 &1%: (n+ 3)(n + 4)’

sau

akﬂ+2 1 2(n + 2)
17 nt 4 n+4\l n+3 (21)
" _ﬂn+2+ 1 2(n + 2)
2T ni4 u+4\l w43 (22)

unde n > 2,
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Rezolvind primele doui ecuatii din sistemul (20), in raport cu ¢, si
Cy, avem

oy 1
C=n+l -n+2' (23)
! ay (g — ay)

1 oy

n+2—n+l (24)

1

2 = oy (e — o)
unde o, si a, sint dafi de formulele (21) si (22).
Din ultima ecuaie a sistemului (20), unde «;, «, si ¢, sint dafi de for-

mulele (21), (22) si (24), se obginz B :

B : (25)

T nF 1) (n + Ayl .

Aplicarea procedeului astfel determinat, avind ordinul » -+ 4(n > 2)
de exactitate, necesiti numai doud substitutii in ecuafia diferenfiald trans-
formati. Nodurile si coeficientii formulelelor (16) si (17), care se folosesc
pentru aplicarea acestui procedeu, sint dafi de relafiile (21), (22), (23),
(24) si (25).

CITOCOB TUIIA PYHTE-KYTTA, I[MOPAAKA TOYHOCTH n + 4 (n = 2)
HA JOBYX Y3JIAX, UACJIEHHOI'O MHTEIPHMPOBAHHMSI
NHU®PEPEHLIMAJIBHBIX YPABHEHHWHM TMEPBOT'O ITOPSIKA

KPATKOE COIEP@AHHE

B Tpyae mOKasblBAaeTcs, YTO HHTerpupoBanHe Ju(pQepeHIHaNbHOro
ypasrennss (1) npu HauanbHom ycaoBmm (2) npeoGpasosammem (8), rae
A u B nasmaw dopmynamu (11) u (12) cBomuTcs K HHTErpHPOBaHMIO AH(-
¢epeHuEaIbHOrO ypaBHenus (3) TMpH HavajabHOM ycjoBuu (4), rae (QyHIHA
j(x,y), Qurypupyomas Bo Bropoil uacth, maercs opmyuoit (13). Pere-
mpe y(x) u Qynkuus f(x,y) Ha yane X, ynoeJjersopsior ycaosusm (5),
(6) u (7).

JauubiM mpeoGpasoBanueM, sl YHCJIEHHOrO HTErpHpoBaHHA wupeobpa-
30BAaHHOr0 AH((EpeHNnalbHOr0 YPABHEHHs YCTAHAB/IUBAETCA CNOCOG THIA
Pynre-Kyrra, nopsigka ToyHocTH m + 4 (n = 2) na JAByX ys/iax HHTepBasa
unterpuposausi. Popmyast (16) u (17), KoTOphle HCMONB3YIOTCA IJIS TPH-
MEHeHHSI 3TOro crocofa, Ccogep:KaT MATb KOHCTAHT; TpHMEeHeHHe crocoba
Tpe6yeT TO/IBKO JABYX 3aMeH B NPeoOpasoBaHHOM JH((epeHIHaNbHOM ypaB-
HeHH, Yanbl H KOS(hGHIMEHTE 9THX (YOPMYJ JaloTCs COOTHOWeHHusMu (21),
(22), (23), (24) u (25).
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Eciu uucieHHO WHTerpupyercs npeoOpa3oBaHHoe auGGbepenanbHOe
ypaBHenue (3) M mosyyaercs ero NPHOJHKEHHBIH HMHTErpaJl ‘y(x), 10 hop-
myna (8), rae A u B paiorcs pasercrsamu (11) u (12), maér npubnu-
JKeHHOe pelleHHe z(X) HayaJbHOro auddepeHnuanbHoro ypasHenus (1),
samensis y(x) uepes y(x).

UN PROCEDE, DU TYPE RUNGE-KUTTA, D'ORDRE # +4 (n> 2)
D’EXACTITUDE, SUR DEUX NOEUDS, D'INTEGRATION
NUMERIQUE DES EQUATIONS DIFFERENTIELLES DU PREMIER
ORDRE

RESUME

Il est montré que l'intégration de 1'équation différentielle (1), 4 la
condition initiale (2), se réduit par la transformation (8), ott A et B sont
donnés par (11) et (12), & I'intégration de I’équation différentielle transformée
(3), 4 la condition initiale (4), oit la fonction f(x, y), qui figure au deuxiéme
membre, est donnée par (13). L’intégrale y(x) et la fonction f(x, y) satis-
font sur le noeud x, aux conditions (5), (6) et (7).

Pour l'intégration numérique de 1’équation différentielle transformeée,
on établit, par la transformation donnée, un procédé de type Runge-Kutta,
sur deux mnoeuds de lintervalle d’intégration, d’ordre = 4 4 (n > 2)
d’exactitude. Les formules (16) et (17) utilisées a I'application de ce pro-
cédé contiennent cingq constantes; 1’application du procédé réclame seule-
ment deux substitutions dans 'équation différentielle transformée. Les
noeuds et les coefficients de ces formules sont données par les relations
(21), (22), (23), (24) et (25).

Si 'on procéde a l'intégration numérique de 1'équation différentielle
transformée (3) et I'on obtient son intégrale approximative y(x), alors la
formule (8), ot A et B sont donnés par les égalités (11) et (12), nous donne
I'intégrale aproximative % (x) de l'équation différentielle initiale (1), en
remplacant y(x) par y(%).
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