ASUPRA METODEI GENERALIZATE A IPERBOLELOR
TANGENTE
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Fie datd ecuafia funcfionali F(x) = 0, unde F(x) este o funcfionald
neliniard definitd in domeniul S complet §i convex din spafiul lui Banach
X. Se mai presupune ci functionala F(x) este continud gi admite derivate
de tip Fréchet pini la otfdinul 3.

Considerim metoda de iteratie [2]

F(x,)
L'I

% op=0,1...) (L)

Xppy = X, —

unde

1 Fh gy
2 F'(x,)y, <
iar F'(x,) si F''(x,) sint derivatele Fréchet de ordinul 1, respectiv 2. Presu-

punem apoi ci functionala F(x) este astfel incit elementele y,€ X si satis-
facd condifia [1],

[F'(x, )y, =1F(x ), Iyl =1 (n=09,1,...) (A)

Lﬂ = F'(.‘L’n)ym-—

La aplicarea procedeului (1) se alege in prealabil aproximafia inifiald
%y €S C X si apoi elementele x,, %5, ..., %, ..., X € se calculeazi suc-
cesiv_prin formula (1).

n cele ce urmeazi vom da douid teoreme referitoare la existenfa so-

lujiei F(x) = 0, precum si la convergenfa metodei date prin formula (1).

TroREMA 1. Presupunem cd penlyu aproximafia inifiald x, sint
indeplinite urmdioarele conditii :

1°. Pentru derivata Fréchet F'(x,)) existd delimitarea

i
By < o0
WEeal ¢

si este satisfdcutd conditia (A).
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2°. Ave loc inegalitalea

| E ()|
(Lol

“-é»?}ﬂ< +OO.

3°. Derivalele Fréchet de ordinul 2, vespectiv 3 sint uniform mdrginite
in domeniul S(x,, 7),

I1F"(x)| < M, IF"(x)l <N,

unde S(xq, 7) este o sferd in spatiul Banach X, avind centrul in x, si raza
¥ = 20, Aceastd sferd este definitd de inegalitatea ||x — x,|| < 27,.

"‘LD. /30 == B{}A/[TJU é %,

o SN
=0 X .
b P =3 —on, 1 3B < 4.

In aceste conditii pentri ecuatia’ functionald F(x) = 0 existd in sfera
S(xq, 7) o0 solupie x*, ‘cave esté limila aproXimatiilor x,. Rapiditatea conver-
genfer este caracterizatd prin  delimitarvea

s — 2] '< 247" (2R i

Demonstratie. Se aratd cd trecind de la x, la x; conditiile 1°—5° rdmin
valabile,
a) Folosindu-ne de inegalitatea cunoscuti

_IFx) = Fnl J

1"l 2 W (xg (1 =2

si de formula generalizatd a lui Lagrange, rezulti ci
I1F ()| Z 1F (2l (L = hg)y :

de unde

— =B, (B, <B,< 2By (2)

Prin urmare condifia 1° este satisficutid pentru .
b) Considerim formula generalizatd a lui Taylor pentru functio-
nala F(x) '

|F(x)) — Flxg) — F'(%e)( — %g) — o F'(%o)(# — %2l
< 3 IF" Bo)ll || 2 — 2,ll%

(3)
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unde £, = x, + t, (¥; — #,). Folosind formula (1) pentru » = 0, se ob-
tine usor cid

Flrg) + F'm)(m — %0) + 2 F/(20)(% — %0 =
‘ )

F3(A’n) (F”(a‘n)_l’%)z F(-"o)F”(I"’r}) (#; — xg)? F"’{-VO)J'F:

1 B (x)y3F(xo) |2 4(F (x)3)*
4 (F'(xg) ¥0)2 | F' (%g)ato— 77(3:‘?(;_()‘—"( S
= . 0/ o
Tinind seama de relatiile (3), (4) precum si de conditiile 1°—4°, rezulti
delimitarea ' : o
P 1 p= /2.2 Noys . . .
Fxy) | < — Banod o + =1, (3)
4 i y
unde s-a notat 2
5 __ Fxoli
O I (xo)l

Pentru aceasta putem stabili usor delimitarea

= Ly 2 (6)

ceea ce se obtine imediat din formula (1) considerata pentru cazul n=10
folosindu-ne de inegalitatea

No(1 + %BoMﬁo)’Jo-

Astfel relatia (5) poate fi scrisd sub forma

IF(x)] < § BoM2—3—+ T 7. (7)

Apoi din (2) si (7) obfinem

|F(xy)] hgn, ( 1 N )_ &
ni:’(x,)n“< 1 =g \d = 2k9+ 68 ,M® 1

De aici rezulta
Al

F(xy) )
1 B M4,

L,

‘i m<
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Folosind delimitarea (8), cu ajutorul condifiei 5° poate fi stabiliti ine-
galitatea

M 2 < P

Astfel condifia 2° este verificatd pentru aproximafia x;. 3
c) Condifia 3° este de asemenea satisficuti fiinded, dupi cum vom

vedea la sfirgitul demonstrafiei, », si &, rimin in sfera S(x,, 27,).
d) Din inegalitdtile (9) si (2) obtinem

kx\'§4kg\<. ho< 'é"

deci si condifia 4° este indepliniti.
e) In fine, din B, > B, si h, < h, urmeazi ci ¢, < p, < 4. o
In consecintd, conditiile 1°—5° rimin valabile pentru aproximafia
%; in care cantitdtile By, g, Ay, po au fost inlocuite cu By, =y, Ay, py. In
baza inductiei complete se ajunge la relatiile

n=1~€”—;jj.§2Bn_,, | (10)
KRS W (11)
ho S4B (12)
At <. (13)

Apoi din (11) si (12) rezulti
Mo K277 (2h,13% 1y, (14)

Se gtie cd |[[%w4; — %l| < a; folosind relagia (14) obtinem

= N -p
1%pp— %all <277 (@R (1 — 277 Yo (15)
Spafiul X fiind complet, rezulti ci existi limita x* = lim x, Daci in
relafia (16) facem p — oo, atunci se obfine

5" =zl < 2'7" (2h)" " Mo

Trebuie si mai arftim ci atit x,,cit si £,_; rimin in sfera S(x,, 27,),
unde

3

— x" 1 + [4“7[(1:_" — I“_l)-

n-1
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Intr-adevir
%0 — 2ull Il %o — % | + | %1 — Za || 4. oo 4 || Fay — || < 0 &

TR Ry,
In mod analog se demonstreazi si inegalitatea |[x, — £, .|| < 2v,°
Rédmine sd mai verificim ci x* satisface ecuatia functionali F(x) = 0.
In adevir, daci considerim relatia (7) pentru cazul », atunci obtinem
usor ca

B, _ 1 N 7

F n 1 0 5

[P ()] < = 4—2h,_1+63”_1M”]<2”“BD

Dacd n— oo, atunci lim | F(x,) | = 0. In baza continuitidtii functionale

F(x) si tinind seami de faptul ci x,— x* se obfine
lim F(x) = F(x*) = 0.

Observafie. Mentiondm cd A, < §;, unde §, este delimitarea corespunzi-
toare din lucrarea [2]. Observim totodati ci condifia p, < 4 este mai
pufin restrictivd decit condifia R, < 9 (vezi lucrarea [2]).

TrorREMA 2. Dacd sint satisficute urmdtoarele condifii :

m < B pentru orice x¢ S, unde S este o sferd a spatiulur X,
sl ¥
definitd de inegalitatea ||x — x,|| < Kn §i mai este indeplinitd conditia (A) ;

2°. pentru aproximatia inifiald x, are loc inegalitalea

o

IF(z4)|
Lol

<M< 4oo ;
3°. existd derivatele de tip Fréchet pindg la ordinul 3 st

7)) < M, [F"(x)| <N

pentru orice x € S ;
4°. sint satisfdcute relatiile

h<2 hf<i;

atunct ecuafia functionald F(x) = 0 admite o solutie x* € S cdtre care
tind aproximatiile succesive date prin procedeul (1). Rapiditatea convergentes
se exprimd prin evaluarea

lx* — x|l < Knht)™ .

7 — Studii i cercetiiri de matematicd, 2/1962
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Aict s-au notat

' ' 1 1 N : = i
h = BnM, F:1—i (4_2h+GBM,) 1 K:E](hf)s E
2

‘ Demonstratie. Pornind de la formula generalizatd a lui Taylor si folo-
sind procedeul (1), in condifiile teoremei 2 se ajunge ugor la

1 N
e < (2 + §)

de unde
|F(x)] [ BM? N
451 4= IR
IF el S\t =28 6}
De aici gidsim cd
IF('VJ“ A
& : h !
9

sau

B2 e 1 N 3
sz = xll! “< ) 72(4 =B + EIBMQ) “xl =+ xﬂ“ "

2

Prin inductie completid se stabileste usor urméitoarea formula de recurenta

BApM2 1 N
— 5l g ( +

hl4 —2rn ' 6BMZ
z

f|x ]Hxﬂ~ Xyl

nt1
10—

din care se poate ajunge la delimitarea

2l < W . (16)

flx

LI

Cu ajutorul inegalitdtilor

|2 — %I < |2y —

Ll + llxy — %l + ..o + 02, — 2l L

n—1 .
<Y () <K
1=0

se demonstreazd cd aproximatiile x, rdmin in sfera S, pentru orice .
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Tinind seama de faptul cd X este un spatiu complet, pe baza relatiei

| ;
II-x?L+P i x'n.” ‘4{ 7] E (ﬁf}gb*l <Kn(h/.)3”'!

care se obfine imediat din (16), rezultf ci x, converge spre o limitd
x* €S C X. Atunci pentru P — co avem

2" — % (| < Knhsf" ",

Faptul cd x* satisface ecuatia F(x) = 0 rezulti din continuitatea
functionalei F(x) si din relatia

BM? N 3
JF(xn)lé(r_ﬁ 4= B—J”x'l — In71“ v

Observaie. Remarcim ci A < 3] si in consecinfd [ < g, unde 8 si g
sint notatiile corespunzitoare utilizate in teorema 2 din lucrarea [2].

OB OBOBUHIEHHOM METOJE KACATEJIBHBIX THUITEPEOJI

KPATKOE COIEP)KAHUE

B Hacrosiuem Ttpyne parorcsi ase TEOPEMbI O CYUIECTBOBAHMH DEIISHHS
HEJHHEHHOro (DYHKIMOHAJIBLHOTO YpaBHEHNs F(x) =0, a Takxe u mias cxo-
AUMOCTH METOAd KacaTelbHBIX runep6od, omnpeleaéHHoro (hopmyJiofi (1).

YenoBust aTHX Teopem Gomee obue no CPaBHEHHIO C yCJOBHSIMH, (hop-
MYJHDOBaHHBIMH B TpyAe [2].

SUR LA METHODE GENERALISEE DES HYPERBOLES
TANGENTES

RESUME

Dans le cadre de ce travail 'auteur a élaboré deux théorémes relatifs
a 'existence de la solution de I’équation fonctionnelle non linéaire F (%) =0,
ainsi que pour la convergence de la méthode des hyperboles tangentes
données par la formule (1).

Les conditions données dans ces théorémes sont plus générales que
celles qui ont été formulées dans le travail [2].
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