DESPRE COMPLETITUDINEA UNOR CLASE
DE FUNCTII

DE

KALIK CAROIL
(Cluj)

1. Vom studia completitudinea unor clase de funcfii care servesc la
rezolvarea problemei lui Dirichlet respectiv a problemei lui Neumann,
relativ la ecuatia

Au 4 k2u =0 (1)

intr-un domeniu multiplu-conex din spatit euclidian cu trei dimensiumni,
Considerdm un domeniu multiplu-conex maérginit de suprafefele in-

chise TI'y, Ty, ..., I, Presupunem cid suprafetele I, Iy, ..., I} doud
cite doud nu au puncte comune gi sint situate in domeniul mirginit de I',.
Dacd Q; (j=0,1,...,1) este domeniul interior marginit de T si Q,

domeniul exterior mirginit de aceasti suprafatd, atunci domeniul mul-
tiplu-conex considerat de noi este Q; = Q;; N Q. N Qo N ... N Qp. Fie
de ‘gsemenea = L 1 By 1000 U e W, 81 T =Dl T . ;-
o BT

Urmind ideea lui I, Amerio (vezi [2]), considerim o clasi de
solutii ale ecuatiei (1), pe care o vom nota cu S;. Anume, vom spune ci o
functie u(P) apartine clasei S, atunci gi numai atunci dacd sint indepli-
nite urmaitoarele trei conditii :

1. Aproape pentru fiecare punct M de pe I' existd Limatele

lim #(P) = p(M): 1lim e o

P->M PaM Vs

= 5(M),

tar p(M), 8(M) € Ly(I"), deci sint la patrat integrabile. Mentiondm cd limitele
de mai sus sint considerate presupunind cd P tinde cdtre M de-a lungul noy-
malei la T' in punctul M) Aict vy rveprezintd normala interioard la I' in
punctul M.

1) Aceastd presupunere o mentinem peste tot in lucrare, ¢ind un punct din €; sau Q, tinde
cifre un punct de pe frontiera.
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2. Dacd P € Q;, atunci
e 5 [.itFQ v o tRPO
u(P) ~4“§{u<o)E(P_) 510) o} e @)
3. Dacd P € Q,, atunci
1 TN o *”"}d
;5{;4@)% ( @) 3 = (3)

Vom nota cu D(I') respectiv cu N(I') multimea functiilor u(M) res-
pectiv 8(M) din definitia de mai sus. Mulfimea N(T') coincide tocmai cu
clasa functiilor la patrat integrabile pe I, deci putem scrie N(I') = Ly(T).

Problemele la limitd relative la ecuatia (1), considerate de noi, le for-
mulim in felul urmitor.

Problema lui Divichlet : fiind datd functia (M) € D(I") sd se giseascd
functia u(P) € S; pentru care si avem

oy () = (M),

Problema lui Newmann : fiind data functia §(37) ¢ N(T') sd se giseascd
funcfia #(P) ¢ S, pentru care si avem

fim 22 sy,

Par 9Var

In general aceste probleme nu au solutii unice din cauza funcj:ulor
proprn care pot interveni atit in rezolvarea problemet lui Dirichlet, cit si
in rezolvarea probleme1 lui Neumann. Fird si intrim in detalii, mentlo-
ndm ci functiile proprii de la ambele probleme fac parte din clasa S,.

Ideea rezolvirii este aceea de a gisi funcfia necunoscuti S(M ) in cazul
problemei lui Dirichlet, respectiv functia necunoscutf p(M) in cazul pro-
blemei 1ui Neumann. Tar dupd acesta, solutia este datd de formula 2).

2. Fie 0, un punct arbitrar fixat din Q;, iar O; un punct arbitrar fixat
din Q; (7 = 1 2, , I)., Vom considera urmitoarele functii

I (kry)

,
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unde #=0,1,2,...; m=0,1,..., % Aici I 1 (kry)1eprezinti functia

Ant e A 1
lui Bessel de indice # + l iar H sl (k#,) functia lui Hankel de indice n—i—é:

P™ (cos 8,) si PV (cos 0;) reprezmta functiile asociate pollnoamelor
lui Legendre; (74, 0y, @,) sint coordonatele polare fatd de punctul O, iar
(rj» 8;, @) — coordonatele polare fatd de punctul O;.

Punctul de plecare a consideratiunilor noastre este urmatoarea teo-
remd a lui L. Amerio (vezi [2]):

TrorEMA 1. Dacd w(M) si 8(M) sint doud funciii dale, la pairat
integrabile pe T, si dacd

ikPD

=} dog =0 3)

ﬁfj{p(@)e—j’-(-%]- 3(0)

pentru ovice P € Q,, atunci functia uw(P) datd de formula

dvo| PQ PQ

u(P) = £ u(o)i(”"’fo)— 30) £ do (pea @

aparfine clasei S,.
Trecem la formularea si demonstrarea teoremei care are un rol de
baza In cele ce urmeazai,

TrorEMA 2. Condifia necesard §i suficientd pentru ca funcfiile p(M)
si 8(M) sd satisfacd identitatea (3) este indeplinirea wrmdtoarelor -relaivi :

S{F‘(Qo) o1M(Q0) 50 )I(M(Qo)}d%,, =%
r

3\lgn
» )
Yoy 22— 508" (0,3} do, = 0

oy o =107 1% e

Demonstratie. Inainte de a trece la demonstrarea efectivd a teoremel,
menfiondm cid solufia fundamentald a ecuatiei (1) se poate dezvolta in
serie ;

‘tkPQ

f i " ouE™ (p), (5)
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unde ¢, sint niste constante pozitive. Aceasti serie se obtine din formula
de adunare [1] pentru functiile cilindrice, in care am inlocuit polinoamele
lui ILegendre cu expresia cunoscuti :

n

Py(cosy) = Y,

m=0

ﬁ:;——:})i Pf:n)(cos 0)P™ (cos 0') [cos mp cos my’ +

+ sin mp sin me'],

— —

unde y este unghiul dintre vectorii OQ si OP iar Q(r, 6, o), P(r, 0, ¢’).

Seria (b) este uniform convergentd relativ la Q in sfera cu centrul O
§i raza OP, si uniform convergentd relativd la P in exteriorul sferei cu
centrul in O si raza 0Q.

Vom mnota mai jos cu ¢(P) membrul intii din formula (3).

Trecem la demonstrarea necesitdfii conditiei formulate in teorema 2.
Fie deci ¢(P) = 0 pentru P € Q,. Considerdm o sferd X(R,), avind centrul
in punctul O, si raza R, si care confine in interiorul sin pe QU I'. Fie
de asemenea X(R)) o sferd cu centrul in 0,, avind raza R; si care este si-
tuatd in Q; (=1,2,...,1). Notdm cu X/(R), respectiv cu 2.(R;) do-
meniul interior respectiv domeniul exterior mirginit de sfera Z(R)
=01 v ) _

Pe baza formulei (5) si pe baza condifiei $(P) = 0, putem scrie :

(m)

ar,, Qo)
dvo,

WP =L BO%

3QIIL" Qo)) dog, = 0 (6)

e H(Py) {uu

n=0m=0 T

© n (m)
gty {m) 8H, (op)] m)
¥(F;) _—4—“1120 m{:o eud, (PJ)IS{P-(QJ)—*W = S(Q;)H‘n (Q;}}dﬁgi =0 (7)
Cilld Pj. € ZL(R]) (j’ == 1, 2, S l)
Din aceste identitdfi rezulti tocmai conditiile (4).

Pentru demonstrarea suficienfei sd presupunem ci relatiile (4) sint
satisfdcute. Urmind aceeagi idee ca gi mai inainte, obtinem ci PPy =0
in Z.(Ro) 51 $(P;) =0 in Z(R;). Pe de alti parte {(P) este o solutie a
ecuafiei (1) in €. Avind in vedere ci aceastd solufic este analiticd si ci
ea se anuleazd in exteriorul sferei X(R,), respectiv in interiorul sferelor
Z(R)(j=1,2,...,1), rezulti ci Y(P)=0 in Q, Astfel teorema este
complet demonstrati,

Formulim si demonstrdm doud teoreme de completitudine :

TrEOREMA 3. Sistemul de functii

(P00} (@)} j=1,2, ., tim=0,12 .. ;m=01,...
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este complet in subspativ lui Ly(T) format din elementele ortogonale pe func-
tiile

duy(M F]
Sxilad) (M) L, el (MET)
&\JM 5VM aVM
unde uy(P), wy(P), ..., uy(P) sint functiile proprii liniar independente co-

respunzdtoare problemei Iuwi Divichlet.

Demonstratie. Fie 3(Q) o functie arbitrard din L,(I'), pentru care sint
indeplinite urméitoarele egalitati :

{50100 sy =0)
r

(8)
§ 8010 dag, = 0
fi=1,2 ...,rl; =002 s =012 ...
Evident cd este suficient si aritim cd § (M = ala;:’iﬂ - Rl
+ o ﬂ;l’\ff), unde «, ..., o, sint niste constante.

Considerdm funcfia (M) = 0 pe T'. Cuplul de func}ii g, § astfel ales
satisface, in mod evident, egalititile (4), prin urmare functia

WP) = —L030) 2 4 peqy
47r§ PO Q { 691)

apartine lui S; si lim #(P) = p(M) = 0. Deci functia u(P) este o functie
P M
proprie, si ea se poate reprezenta ca o combinatie liniari :
u(P) = ayy(P) + .., + oc?up(P). (9)

Ne folosim de formula cunoscutd din teoria potentialelor care este
valabild si In prezent:

du(P,) du(P,)
T ’
vy Bvyy

S(M) = lim [

P, P> M

unde P; si P, sint puncte din (; respectiv Q, situate pe normala din punctul
M eI, simetric fa{d de acest punct. Insd u(P) € S;, prin urmare u(P,) =0

cind P,e Q, deci si a;’ip")z 0. Pe lingd aceastd, avind in vedere si repre-
M
zentarea (9) obfinem
__ . Ou(M) dup(M)
S(M)—th aVM ...+G‘.F avM ]

ceea ce demonstreaza teorema 3.




314 KALIK CAROL » 6

TeOREMA 4. Sistemul de functii

(m) (m) 4.
aVoﬂ GVQJ_ ,

f‘s.z;e complet in subspatiul lui Ly(T') format din elementele ortogonale pe func-
tile

(M), uy(M), ..., up(M) (MET),

aceste functii fiind functiile proprii liniar independente, corespunzdatoare
problemei lwr Neuwmann.

Demonstrajie. Vom demonstra ci daci pentru o functie w(M) e L(TY
sint indeplinite egalititile A

a1,
SP'(QQ)T-Q—) do. = 0

s % % '
(m)
CLON
§n(o,-) o, 47 =0,
1=1,2 ...,0;n=0,1,...;m=0,1, ..., n atunci u(Q) este o combi-

natie liniard formata din functiile proprii ale problemei Iui Neumann.

Calea urmatd este aceeasi ca si'la teorema anterioard. Deci considerim
3(Q) =0 pe I'. Perechea y, § determini o functie w(P) €S, :

u(P) =1 u(@)ﬁ;(%?) da -
r

Tt o 3(M) = 0. De unde rezulti

Yy
#(P) = ayuy(P) + ... + ayu,(P).

Avind in vedere ci u(P,) =0 in Q, si formula cunoscuti din teoria
potentialelor, obtinem

M) = tim [— w(P)] = — (M) — ... — wyu (M),

FPo+M S
ceea ce demonstreazi teorema.
in inqhe_iefé facem unele observatii referitoare la rezolvarea proble-
melor la limitd. In cazul problemei lui Dirichlet este dati functia u(Q),

lar functia necunoscutd 3(Q) se poate determina cu ajutorul sistemului
(4), care reprezintd un sistem Riesz-Fischer. Pentru ca si fim asigurati

—
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de existenta solufiei sistemului (4), trebuie si presupunem ci p(Q) € D(T).
O condifie suficientd pentru ca functia w(Q) si aparfind acestei clase este
ca ea si admitd derivatele parfiale de ordinul intii pe I' 51 acestea sd satis-
facid condifia lui Lipschitz. In cazul problemei lui Neumann, deci cind
este datd functia 8(Q) si se cere w(Q), lucrurile sint mai simple, fiinded in
acest caz pentru orice 3(Q) € L,(I') sistemul (4) cu necunoscuta p(Q) ad-
mite solutie. Observim de asemenea ci sistemul (4) in ambele cazuri are

solutie unici.
Mentionim cd teorema 3 pentru domeniu simplu-conex a fost demons-

trati de citre I. N. Vekua [3]

O IIOJIHOCTU HEKOTOPLIX KJIACCOB ®YHKIIHH
KPATKOE COJEPKAHHUE

B Tpyne moKasblBaeTCA MOJHOCTb CHCTEMEL (pynkuuit

(P00 EP©) i=12, 5 a=0,1.5m=01,.,n,

T

COOTBETCTBEHHO CHCTEMBIL

(m) (m) 1y
{__'“" (QL)}, {f“ (Qj)}?'_l,Z,..., Ln=0,1,.;m=01..,n
Svo an_
% J

Ha onpejeséHHex nogmnpocrpaucrtsax Lo(I'), rae I' sBafercss moBepXHOCTbHIO
MHOTOCBA3HOH 1 OrpaHHYeHHOH 06/4cTH B 3BKAHA0OBOM TPEXMEPHOM [PO-

CTPAHCTBe.
[MoxasaHo Kak NPHMEHSIOTCS BhIlleyKA3aHHBIC CHCTEMBI [IPH peIUeHHH

sagayn [upuxsae u HefiManua oTHOCHTENBHO YPaBHEHHS
Au+ku=0

SUR LA COMPLETITUDE DE QUELQUES CLASSES
DE FONCTIONS

RESUME
Dans le travail on démontre la complétitude du systeme de fonctions
{LXQa)  {H™©@)) 7 =1,2, ..., 1;8=0,1,...; m=0,1 ..., %

respectivement du systéme

(m) ()

ar ; —

{ = (Q')}s{aH" Wy 1=12..l;n=01,..;m=0,1,..:%
Bvq. BVQ’-
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dans certains sous-espaces de L,(T'), ott T' est, la surface d’un domaine mul-
tiple-connexe et borné dans l’espace euclidien 4 trois dimensions.

On montre aussi la maniére dont les systémes ci-dessus s’appliquent
a la résolution du probléme de Dirichlet et Neumann relatif 3 I’équation

Au + RPu =0.
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